
C Teilaufgabe 2: Abstrakte Datentypen

Wir betrachten die Definition eines termerzeugten Datentyps (Liste von Zahlen), und einer Operation
darauf (Einfügen eines Elements). Aufgabe ist es, zu beweisen, dass die Operation eine Eigenschaft (Sor-
tiertheit) erhält.4

Wir betrachten zwei Sorten von Objekten: ganze Zahlen (Sorte int) und Listen von ganzen Zahlen
(Sorte lst). In der Signatur gibt es die folgenden drei Funktionen

nil : → lst

cons : int× lst→ lst

insert : int× lst→ lst

und das einstellige Prädikat sorted, das als Argument einen Term der Sorte lst benötigt.
Wir wollen als Interpretationen der Sorten nur das “kanonische” Universum betrachten, in dem die

Sorte int der Menge Z der ganzen Zahlen und lst der Menge aller (endlichen) Listen von ganzen Zahlen
entspricht. Die Menge der Listen wird von den beiden Funktionen nil und cons erzeugt.

Da wir uns auf bestimmte Interpretationen beschränken, können wir – wie schon in Aufgabe 3 auf dem
7. Übungsblatt – weitergehende korrekte Regelschemata formulieren. Um Aussagen über Listen beweisen
zu können, nehmen wir das Regelschema für die strukturelle Induktion über Listen hinzu:

Γ I {l/nil}ϕ, ∆
Γ I ∀n∀l(ϕ→ {l/cons(n, l)}ϕ), ∆
Γ I ∀l ϕ, ∆

(listInduction)

Diese Regel ist korrekt, da die Sorte lst von den beiden Konstruktoren nil und cons termerzeugt wird,
also jedes Element der Sorte als Term über diesen Funktionen dargestellt werden kann.

Die Funktionen und das Prädikat sind durch folgende Axiome (partiell) festgelegt:

sorted(nil) (1)
∀n sorted(cons(n, nil)) (2)

∀n∀m∀l
(
sorted(cons(n, cons(m, l))) ↔ n ≤ m ∧ sorted(cons(m, l))

)
(3)

∀n insert(n, nil) .= cons(n, nil) (4)
∀n∀m∀l n ≤ m→ insert(n, cons(m, l))) .= cons(n, cons(m, l)) (5)
∀n∀m∀l n > m→ insert(n, cons(m, l))) .= cons(m, insert(n, l)) (6)

Hier und im Folgenden sind die Variablen n und m vom Typ int und l vom Typ lst.

C.1 Die zu beweisende Aussage

Beweisen Sie Folgendes mit KeY:

Wenn eine (beliebige) Liste von ganzen Zahlen sortiert ist, dann ist auch die Liste, die durch
Einfügen eines beliebigen weiteren Wertes mittels insert entsteht, sortiert.

C.2 Aufgabendatei in KeY

Auf der Seite zur Vorlesung finden Sie eine KeY-Datei, in der die Axiome (1) bis (6) formalisiert sind. Sie
sind darin als Sequenzenkalkülregeln formuliert (s. Tabelle 1), die z.T. automatisch angewendet werden.

Am Ende der Datei müssen Sie in den \problem-Abschnitt Ihre Formalisierung der zu beweisenden
Aussage eintragen. Formulieren Sie diese Aussage so, dass die resultierende Formel eine Struktur hat, die
es erlaubt, das Regelschemas listInduction darauf anzuwenden.

4Derartige Fragestellungen treten in der Programmverifikation durchaus auf. Man kann sich z.B. vorstellen, dass diese
Formalisierung von einer Definition einer Funktion in einer funktionalen Programmiersprache (z.B. SML) herrührt. Von
dieser Definition möchte man formal beweisen, dass sie die Sortierung einer Liste erhält.
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Regelname Axiom
sortedNil (1)
sortedConsNil (2)
sortedConsCons (3)
insertNil (4)
insertCons (5) und (6)

Tabelle 1: Regeln zu den Axiomen

C.3 Hilfreiche Lemmata

Mit einer einzigen Induktion kann die Aussage leider nicht bewiesen werden. Sie werden im Laufe des
Beweises an Punkte kommen, an denen Lemmata benötigt werden, die selbst wieder durch Induktion zu
beweisen sind.

Wir benutzen die Regel (Cut), die in Aufgabe 2 auf dem 7. Übungsblatt vorgestellt wurde, um ein
Lemma einzufügen:

(A)︷ ︸︸ ︷
Γ, ϕ I ∆

(B)︷ ︸︸ ︷
Γ I ϕ, ∆

Γ I ∆
(Cut)

(Cut) teilt den Beweis in zwei Äste auf:

Teil (A) Hier steht die eingefügte Formel ϕ links des Sequenzenpfeiles.

Damit steht sie auf diesem Ast als weitere Voraussetzung zur Verfügung und kann benutzt werden,
um das ursprüngliche Ziel zu schließen (Verwenden des Lemmas).

Teil (B) Hier steht ϕ rechts des Sequenzenpfeiles.

Auf diesem Ast ist ϕ also das Beweisziel und muss gezeigt werden (Beweis des Lemmas).

Wenden Sie also, wenn Sie ein Lemma einfügen wollen, die Cut-Regel an. Im folgenden sind zwei sehr
hilfreiche Lemmata beschrieben.

C.3.1 Lemma 1

Folgende Formel stellt ein hilfreiches Lemma dar:

∀l∀n∀m
(
sorted(cons(m, l)) ∧m ≤ n→ sorted(cons(m, insert(n, l)))

)
C.3.2 Lemma 2

Außerdem ist folgende Aussage (die Sie selbst noch formalisieren müssen) ein hilfreiches Lemma:

Für jede nicht-leere sortierte Liste gilt, dass die Liste, die entsteht, wenn man das erste Element
weglässt, ebenfalls sortiert ist.
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