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Tableaukalkiil Zusammengfassung der Tableauregeln
UniformeNotation
Typ a: Typ 3 _F
a-Regel F fir a-Formeln F
. F [A[R][ F [A[R] F2
1-A 0A | - 0OAANB |0A | 0B
0-A 1A | - 1AvB | 1A | 1B F ..
-Regel ———— fiir 5-Formeln F
IAANB | 1A | 1B IA—-B|0A|1B F-Res Fi|F2 B

OAV B | 0A | 0B

0A— B | 1A | 0B F fiir v-Formeln F und eine neue Varia-
-Regel
TS TR ble y
T : Typ 9:
yP 7:— [= yP F F fur 0-Formeln F, wobei x1, ..., x, alle
‘ ‘ : ‘ ‘ ‘ - ‘ 0-Regel F freien Variablen in F sind und f ein
L7xA(x) | 1A(x) LIxA(x) | 1A(x) F(f(x,.- ) neues n-stelliges Funktionssymbol
03xA(x) | 0A(x) 0VxA(x) | 0A(x)

o o
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Zusammengfassung derTableauregeln Geschlossene Tableaus

(Forts.)
Sei T ein Tableau, 7 ein Pfad in T und o eine Substitution.
o
nfangsregel —-—  fiir die zu beweisende Forme o schiieBt 7. wenn es

A ohne freie Variable e Formeln B, C gibt, so daB o(B) = o(C), o kollisionsfrei fiir B und C

V-Regel fiir jedes B € M, ist und 1B,0C auf 7 liegen oder
1B _ _ e eine der Formeln 01 oder 10 liegt auf 7.
B ohne freie Variablen o schlieBt ein Tableau T , wenn ¢ alle seine Pfade schlieBt .

o o
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Abschlufiregel FEin einfaches Beispiel

0 Vx p(x) ‘—> Jy p(y) (Start)

Die AbschluBregel oder C-Regel: 1 VX|P(X) (a-Regel)
Aus einem Tableau T erzeuge ein Tableau T3 0 3y p(y) (o-Regel)
durch Wahl eines Pfades 7 und einer Substitution o, die 7 |
schlieBt, und 1 p(X) (7-Regel)
Anwendung von ¢ auf das ganze Tableau T. |

0 p(Y) (7-Regel)

Aus der zu beweisenden Aussage entsteht durch Anwendung der o~ und
~v-Regel das linke Tableau.

o o
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FEin einfaches Beispiel

0 Vx p(x) |—> Jy p(y) (Start) 0 Vx p(x) ‘H Jy p(y)

1 ¥x p(x) (a-Regel) 1 ¥x p(x)
| C-Regel |
0 3y p(y) (0-Regel) = 0 3y p(y)
| {v/x} |
1 pl(X ) (7-Regel) 1 p‘(X )
0 p(Y) (1-Regel) 0 p(X)

Aus der zu beweisenden Aussage entsteht durch Anwendung der - und
~v-Regel das linke Tableau, daraus dann das rechts stehende durch
Anwendung der C-Regel.

o
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FEin offenes Tableau

1] 0Vx3yp(x,y) — JyVxp(x,y)

2[1] 03yVxp(x,y)

3[1]  1¥x3yp(x, y)

4[2] Ovxp(x,Y)

53] 13yp(X,y)

6[4] 0p(f(Y),Y)

7[5] 1p(X, g(X))
p(f(Y),Y) und p(X, g(X)) sind nicht unifizierbar
es miiBte gelten

a(X) = o(f(Y)) und o(Y) = a(g(X))
also o(X) = f(g(o(X)))
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FEin geschlossenes Tableau

1] 03yVxp(x,y) — YxIyp(x,y)
2[1] 13yVxp(x,y)
3[1] 0Vx3yp(x,y)
4[2] 1Vxp(x, a)
5(3] 03yp(b,y)
6[4] 1p(X,a)
7[5] 0p(b, Y)
geschlossen mit o(X) = b und o(Y) = a

o
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Mehrfache Anwendung der ~-Regel
Beweisaufgabe:  p(0) A Vx(p(x) — p(s(x))) E p(s(s(0)))
Tableaubeweis:
1] 1p(0)
2] 19x(p(x) — p(s(x)))
30 0p(s(s(0))
4[2]  1p(X) = p(s(X))
5[4] 0p(X) 6[4] 1p(s(X))
o1(X)=0
5a 0p(0) 6a 1p(s(0))
712] 1p(Y) — p(s(Y))
8[7] 0p(Y) o[7] 1p(s(Y))
UQ(Y) = S(O)
8a 0p(s(0)) 9a 1p(s(s(0))) O
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Modellbegriff fiir Tableaus

Definition

Korrektheit Es seien A € Fors, M C Fors,
T ein Tableau fiir A iiber M und
D eine Interpretation iiber ¥,

und |
wobei ¥ = X U {f | f neues Funktionssymbol in T}.
Vollstindigkeit D heiBt Modell von T iiber M gdw. gilt
e D ist Modell von M

e zu jeder Variablenbelegung (3 gibt es einen Pfad 7 in T mit
valp g(F) = W fiir alle F auf 7.

o o
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Beweis des Korrektheitslemma, ~v-Fall

Korrektheitslemma
1. Teil

Theorem

M sei eine Formelmenge.

Das Tableau T' iiber M gehe aus T iiber M durch Anwendung einer T= VaF(z) o
Tableauregel hervor. -

Hat T ein Modell iiber M, dann auch T'. "
\ F(y)

o o
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Beweis des Korrektheitslemma, ~v-Fall Beweis des Korrektheitslemma, ~v-Fall

T= VzF(z)

I
o

=1

\ \ F(y)
F(y)

D sei ein Modell von T iiber M. Wir zeigen, daB D auch Modell von T3
ist.
Sei (3 eine Belegung und (D, ) =, i.e. mg = .
Aus (D, ) = VxF folgt insbesondere (D, 3) = F(y), also
o (D, 8) FrU{F(y)} o
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D sei ein Modell von T iiber M. Wir zeigen, daB D auch Modell von T
ist.

Sei 3 eine Belegung und 7 ein Pfad in T mit (D, 8) = mo.

Wenn g # 7, ist mp unverdndert ein Pfad in Ty, fertig.

Beweis des Korrektheitslemma, 6-Fall Beweis des Korrektheitslemma, 6-Fall
Nach Voraussetzung sei D Modell von T iiber M.

Wir konstruieren eine Interpretation D’, die sich von D nur darin
unterscheidet, daB dem Funktionszeichen f eine Interpretation o'
zugeordnet wird.

FP(dy, ..., dy) = d?

=h Fiir d1,...,d, € D und 8 mit B(x;) = d; fir i = 1,..., n gilt entweder

i (D, ) = IxF

T= JzF ()

in diesem Fall gibt es ein d € D mit

d
\F(f(g;l,,,.,xn)) (D, By) E F(x)

oder (D, 3) = 3xF gilt nicht. Im letzten Fall wahlen wir einen beliebigen
O Wert d € D.
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Beweis des Korrektheitslemma, 0-Fall Korrektheitslemma
(Forts.) 2. Teil

Wir wollen zeigen, daB D’ Modell von T ist.

Es sei (3 eine beliebige Belegung bzgl. D', 3 ist auch Belegung bzgl. D, da
sich der Grundbereich nicht gedndert hat.

Es gibt 7o in T mit (D, 3) = mo. Theorem

Nur der Fall mg = 7 ist interessant.

Aus (D, ) E IxF(xq, ..., x,) folgt nach Konstruktion von D’ auch * IstD Modell von T iber M

e und ensteht T' aus T durch SchlieBen eines Pfades,
(D/aﬁ) = F(f(xas- -5 %n)) e dann ist D auch Modell von T'.

Da in den restlichen Formeln des Pfades m und in M das Zeichen f nicht
vorkommt, erhalten wir insgesamt

(D', B) £ m U{F(f(x1,...,x,)} und (D', B) = M.
O O

Wit 2008/2000 21 /3 Wit 2008/2000 22 /3
Beweis des Korrektheitslemma Anfangstableau
2. Teil

Sei 3 eine beliebige Belegung.

GeméaB Voraussetzung gibt es zu jeder Belegung 3 einen Pfad 7 in T mit Sei A € Fors, M C Fors, alle ohne freie Variablen.

(D, 3 E . Das Anfangstableau Ty fiir diese Beweisaufgabe besteht aus einem
T’ entstehe durch Anwenden der Substitution o und SchlieBen eines einzigen Pfad auf dem genau die folgenden Formeln liegen

Pfades gemiB einer der beiden Mdglichkeiten in der Definition. ° 0A

Wir definieren (y) = valg/(o(y)), * 1B fiiralle B M

Nach dem Substitutionslemma gilt fiir alle C Beobachtungen

e Ty fiir A iiber M ist unerfiillbar genau dann wenn, M = A.

(D,B) = C gdw. (D, 3) = o(C)

so daB aus (D, 8) k= = folgt: e ein geschlossenes Tableau ist unerfiillbar

(D,5) = o(m)
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Korrektheitssatz des Tableaukalkiils FEin offenes Tableau
Vorbereitung auf den Vollstindigkeitsbeweis
1] 0Vx3yp(x,y) — JyVxp(x,y)
2[1]  03yVxp(x,y)
3[1] 1Vx3dyp(x, y)
4[2] 0Vxp(x,Y)
5(3] 13yp(X,y)
Beweis: 6[4] 0p(f(Y),Y)
7[5] 1p(X,g(X))

Theorem

Sei A € Fors, M C Fors, alle ohne freie Variablen
Wenn es ein geschlossenes Tableau fiir A iiber M gibt, dann ist M = A.

To Anfangstableau nicht erfiillbar offener Pfad 7
: Noch nicht (abschlieBend) behandelte Formeln
Tx  Zwischentableau nicht erfiillbar nach vorigem Theorem Modell D fiir alle Formeln in 7:
Tk+1 Zwischentableau nicht erfiillbar D = {a b}
b fallsx=a
. SO
T, geschlossenes Tableau nicht erfiillbar - a fallsx=5b
gD(X) = x
(w) pr(xy) & x=y O
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FEin offenes Tableau Hintikka-Menge

Vorbereitung auf den Vollstandigkeitsbeweis

1l 0vx3yp(x,y) — JyVxp(x,y)

201] 03yvxpix. )

3[1] 19x3yp(x,y) Eine Menge H geschlossenener Vorzeichenformeln iiber einer Signatur
42] 0Vxp(x, Y) heiBt eine Hintikka-Menge, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:
5[3] 13yp(X,y) (H1) Gilt fiir eine a-Formel F, F € H, dann auch F; € Hund F, € H.
6[4] 0p(f(Y),Y) (H?2) Gilt FeH fir eine 8-Formel F, dann auch F; € H oder F, € H.
7[5] 1p(X,g(X)) (H 3) Gilt F € H fiir eine 6-Formel F,
8[2] O¥xp(x, V) dann gibt es einen Grundterm t mit Fi(t) € H.
! (H 4) Gilt F € H fiir eine v-Formel F,
93] 13yp(U,y) dann gilt Fi(t) € H fiir jeden Grundterm t.
10[8]  0p(f(V), V) (H5) Fiir keine A kommen 1A und 0A in H vor.
11[9] 1p(U, g(V)) /

offener Pfad 7
Noch nicht (abschlieBend) behandelte Formeln

o o
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Modell-Lemma

Theorem
Jede Hintikka-Menge H besitzt ein Modell.

Beweis:
Wir setzen
D = {t: t ein Grundterm}

Die Interpretationsfunktion / wird definiert durch
1)t ta) = f(tr,..., tn)

(t17"'7tn)el(p) A lp(tlv"'vtn)eH

o
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Beweis des Modell-Lemmas (Forts. 2)

Es bleibt, um den Beweis des Modell-Lemmas zu vervollstandigen, noch
nachzuweisen, daB fiir jede Formel F € H gilt

(D, 1) |= F.

Dieser Nachweis wird wieder durch Induktion iiber den Aufbau von F
gefiihrt.
(Man beachte, daB H nur geschlossene Formeln enthilt.)

1. Fall: F =1p(t1,...,tn)
Falls F € H, dann gilt D |= F nach Definition von D.
2. Fall: F=0p(t1,...,tn).
Wenn F € H, dann gilt wegen (H 6) 1p(t1,...,t,) ¢ H.
Nach Definition von (D, /) also (D, 1) ¥~ p(t1,...,t,), d. h.
(D, /) ): —|p(t1, e t,,)
Die weiteren Induktionsschritte sind jetzt einfache Konsequenzen aus (H O
1) bis (H 4).
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Beweis des Modell-Lemmas (Forts. 1)

Mit der obigen Definition gilt fiir jeden Grundterm:
I(t)=t

Wir beweisen diese Behauptung durch Induktion iiber den Termaufbau.
Fiir t = ¢, ein Konstantensymbol, gilt nach Definition

I(c)=c.
Sei jetzt t = f(t1,...,tn):
I(t) = I(f)(tP,...,tP) (Def. von I(t))
= I(f)(t1,...,t,)  (Ind.Vor.)
= f(t1,...,ty) (Def. von I(f))
WINTER 2008/2009 30 / 39

Konstruktionsvorschrift

Es sei t1,..., tp,... eine Aufzdhlung aller Grundterme.

Parallel zur Konstruktion einer Folge von Tableaus 7; wird eine Folge von
Grundsubstitutionen o; erzeugt.

Entsteht 7;11 aus 7; durch Anwendung einer y-Regel mit der Formel F
auf dem Pfad 7 dann ist

oir1 = {X/ta} o 0j,

wobei X die neu eingefiihrte Variable ist und
es sich um die n-te Anwendung der v-Regel fiir F auf 7 handelt.

Sonst Ojy+1 = Oj.

Ein Pfad 7 im Tableau 7; wird nicht erweitert, wenn o;(7) abgeschlossen
ist. O
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Vollstindigkeit des Tableaukalkiils

Theorem

Sei A eine Formel und M eine Menge von Formeln jeweils ohne freie
Variablen.

Gilt MEA
dann terminiert jedes

e faire Verfahren,

e das mit 0A und og = id beginnt,

e und die Konstruktionsvorschrift einhalt

nach endlich vielen Schritten in einem geschlossenen Tableau.

Fairness gewahrleistet, daB auf jedem Pfad, jede mogliche
Regelanwendung auch schlieBlich stattfindet.
Insbesondere wird auf jedem offenen Pfad jede -Formel unbeschrankt oft

benutzt. o

und jede Formel aus M kommt einmal dran.
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Beweisansatz
Angenommen die Folge (79, 00),...,(Zn,0p) ... terminiert nicht.

Wir wollen eine Modell D finden mit D = M und D = -A
Setze T = ;5 Zi und 0 = ;> 0i-

o(7) ist ein unendlicher endlich verzweigender Baum.

Nach Konigs Lemma gibt es einen unendlichen Pfad 7 in o(7T).
Noch Konstruktion muB 7 ein offener Pfad sein.

H = m ist eine Hintikka- Menge.

o
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Koénigs Lemma

In jedem unendlichen, endlich
verzweigenden Baum existiert ein

unendlicher Pfad.

o
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Hintikka-Menge

Wiederholung

Eine Menge H geschlossenener Vorzeichenformeln iiber einer Signatur ¥
heiBt eine Hintikka-Menge, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:
(H 1) Gilt fir eine a-Formel F, F € H, dann auch F; € Hund F, € H.
(H2) Gilt F € H fiir eine §-Formel F, dann auch F; € H oder F, € H.
(H3) Gilt F e H fir eine 5-Formel F,
dann gibt es einen Grundterm t mit Fi(t) € H.
(H4) Gilt F e H fir eine y-Formel F,
dann gilt F1(t) € H fiir jeden Grundterm t.
(H5) Fir keine A kommen 1A und 0A in H vor.
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Freie Variablen in Voraussetzung und Behauptung

Vergleiche
logische Konsequenz geschlossenes Tableau
p(x) = Vxp(x) wahr  Vxp(x) iiber p(x) wahr
p(x) = p(a) wahr  p(a) tiber p(x) wahr
p(x) |= p(a) Ap(b)  wahr p(a) A p(b) iber p(x)  falsch
Axp(x) = p(x) falsch  p(x) tiber 3xp(x) wahr
p(x) = p(y) Ap(z)  wahr p(y) A p(z) iber p(x)  wahr
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Rekursionstheoretische Eigenschaften der
Pradikatenlogik

Theorem

1. Die Menge der allgemeingiiltigen Formeln der Pradikatenlogik ist
rekursiv aufzahlbar.

2. Die Menge der erfiillbaren Formeln der Pradikatenlogik ist nicht
rekursiv aufzahlbar.

o
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Unentscheidbarkeit der Pradikatenlogik

Theorem
Die folgenden Probleme sind unentscheidbar:

1. Ist eine pradikatenlogische Formel F € Fors allgemeingliltig?
Triviale Signaturen ¥~ ausgenommen.

2. Was ist die maximale Anzahl von v-Regelanwendungen in einem
Tableaubeweis einer pradikatenlogische Formel F € Fors 7

o

PROF. DR. BERNHARD BECKERT FORMALE SYSTEME WINTER 2008/2009 38 /39




