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Zu Aufgabe 1

(a) Abbildung 1 zeigt ein geschlossenes Tableau für die Anfangsmarkierung

0 (∀xp(x) ∨ ∀xq(x)) → ∀x(p(x) ∨ q(x)) .

Das Negat der Formel ist also unerfüllar, die Formel selbst also allgemeingültig.

Vorbereitung der Resolution:

¬(∀x p(x) ∨ ∀x q(x)) → ∀x (p(x) ∨ q(x)) ≡
(∀x p(x) ∨ ∀x q(x)) ∧ ∃x (¬p(x) ∧ ¬q(x))

◦≡
(∀x p(x) ∨ ∀x q(x)) ∧ ¬p(sk0) ∧ ¬q(sk0) ≡
∀x1∀x2 (p(x1) ∨ q(x2)) ∧ ¬p(sk0) ∧ ¬q(sk0)

Ableitung:

(1) {p(x1), q(x2)}
(2) {¬p(sk0)}
(3) {¬q(sk0)}
(4) {p(x3)} [1, 3, µ = {x2/sk0}]
(5) � [4, 2, µ = {x3/sk0}]

(b) Abbildung 2 zeigt ein geschlossenes Tableau für die Anfangsmarkierung

1 p(a)

1∀x (p(x) → p(f(x)))

0 p(f(f(f(f(a))))) .

entsprechend dem Negat der ursprünglichen Formel. Dieses ist demnach unerfüllar, und die Formel
selbst also allgemeingültig.

Vorebereitung der Resolution:

¬
(
(p(a) ∧ ∀x (p(x) → p(f(x)))) → p(f(f(f(f(a)))))

)
≡

p(a) ∧ ∀x (¬p(x) ∨ p(f(x))) ∧ ¬p(f(f(f(f(a))))) ≡
∀x (p(a) ∧ (¬p(x) ∨ p(f(x)) ∧ ¬p(f(f(f(f(a))))))
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Ableitung:

(1) {p(a)}
(2) {¬p(x), p(f(x))}
(3) {¬p(f(f(f(f(a)))))}
(4) {¬p(f(f(f(a))))} [3, 2, µ = {x/f(f(f(a)))}]
(5) {¬p(f(f(a)))} [4, 2, µ = {x/f(f(a))}]
(6) {¬p(f(a))} [5, 2, µ = {x/f(a)}]
(7) {¬p(a)} [6, 2, µ = {x/a}]
(8) � [7, 1, µ = {}]

Oder kürzer durch Selbstresolution:

(1) {p(a)}
(2) {¬p(x), p(f(x))}
(3) {¬p(f(f(f(f(a)))))}
(4) {¬p(y), p(f(f(y)))} [2, 2, µ = {x/f(y)}]
(5) {¬p(z), p(f(f(f(f(z)))))} [4, 4, µ = {y/f(f(z))}]
(6) {¬p(a)} [3, 5, µ = {z/a}]
(7) � [1, 6, µ = {}]

Zu Aufgabe 2

(a) Formalisierung über der angegebenen Signatur:

• ∃x g(x)

• ∀x (g(x) → g(d(x)))

• ∀x (g(x) ↔ ¬u(x))

Beh.: ∃x ¬u(d(d(x)))

(b) Transformation der Negation in Skolemnormalform:

KNF: ∃x g(x) ∧ ∀x (¬g(x) ∨ g(d(x))) ∧ ∀x
(
(g(x) ∨ u(x)) ∧ (¬g(x) ∨ ¬u(x))

)
∧ ¬∃x ¬u(d(d(x)))

Pränex: ∃x1∀x2∀x3∀x4

(
g(x1)∧ (¬g(x2)∨ g(d(x2)))∧ (g(x3)∨u(x3))∧ (¬g(x3)∨¬u(x3))

)
∧u(d(d(x4)))

Skolem: ∀x2∀x3∀x4

(
g(c) ∧ (¬g(x2) ∨ g(d(x2))) ∧ (g(x3) ∨ u(x3)) ∧ (¬g(x3) ∨ ¬u(x3)) ∧ u(d(d(x4)))

)
(c) Resolution: Nummeriere die Klauseln (1) bis (5), bennene ggf. Variablen um.

(1) {g(c)}
(2) {¬g(x2), g(d(x2))}
(3) {g(x3), u(x3)}
(4) {¬g(x4),¬u(x4)}
(5) {u(d(d(x5)))}
(6) {g(d(c))} [1, 2] µ = {x2/c}
(7) {g(d(d(c)))} [6, 2] µ = {x2/d(c)}
(8) {¬u(d(d(c)))} [6, 4] µ = {x4/d(d(c))}
(9) � [8, 5] µ = {x5/c}
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0 (∀x p(x) ∨ ∀x q(x)) → ∀x (p(x) ∨ q(x)) 1

1 (∀x p(x) ∨ ∀x q(x)) 2[α(1)]

0∀x (p(x) ∨ q(x)) 3[α(1)]

0 (p(sk1) ∨ q(sk1)) 4[δ(3)]

0 p(sk1) 5[α(4)]

0 q(sk1) 6[α(4)]

1∀x p(x) 7[β(2)]

1 p(X2) 10[γ(7)]

�[10,5,σ = {X2/sk1}]

1∀x q(x) 8[β(2)]

1 q(X1) 9[γ(8)]

�[9,6,σ = {X1/sk1}]

Abbildung 1: Tableau zu Aufgabe 1(a)
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1 p(a) 1

1∀x (p(x) → p(f(x))) 2

0 p(f(f(f(f(a))))) 3

1 p(X) → p(f(X)) 4[γ(2)]

0 p(X) 5[β(4)]

�[5,1,σ = {X/a}]

1 p(f(X)) 6[β(4)]

1 p(X1) → p(f(X1)) 7[γ(2)]

0 p(X1) 8[β(7)]

�[8,6,σ = {X1/f(a)}]

1 p(f(X1)) 9[β(7)]

1 p(X2) → p(f(X2)) 10[γ(2)]

0 p(X2) 11[β(10)]

�[11,9,σ = {X2/f(f(a))}]

1 p(f(X2)) 12[β(10)]

1 p(X3) → p(f(X3)) 13[γ(2)]

0 p(X3) 14[β(13)]

�[14,12,σ = {X3/f(f(f(a)))}]

1 p(f(X3)) 15[β(13)]

�[15,3]

Abbildung 2: Tableau zu Aufgabe 1(b)
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Zu Aufgabe 3

(a) Formalisierung in PL1:

A := ∃x(t(x) → ∀y(t(y)))

(b) Es soll mit Hilfe der Semantikdefinition der PL1 gefolgert werden, dass die in Teilaufgabe (a)
formalisierte Aussage A eine allgemeingültige PL1-Formel ist.

Es ist zu zeigen: Für beliebiges D = (D, I), β gilt:

valD,β(∃x(t(x) → ∀y(t(y)))) = W

gdw. es existiert d ∈ D mit valD,βd
x
(t(x) → ∀y(t(y))) = W

gdw. es existiert d ∈ D mit valD,βd
x
(t(x)) = F oder valD,βd

x
(∀y(t(y))) = W

gdw. es existiert d ∈ D mit valD,βd
x
(t(x)) = F oder valD,β(∀y(t(y))) = W

gdw. es existiert d ∈ D mit d 6∈ I(t) oder für alle d ∈ D gilt d ∈ I(t)
gdw. I(t) ( D oder I(t) = D

Die letzte Aussage sagt über die Menge I(t) der durch t zu wahr interpretierten Objekte aus:
Entweder es gibt ein Element d aus D außerhalb von I(t) oder alle Elemente d ∈ D liegen in I(t).
Offensichtlich ist dies eine allgemeingültige Aussage, wenn D nicht leer ist.

(c) Wir haben bisher bei der Definition der Semantik der PL1 immer gefordert, dass das Universum
(die Objektmenge D) nicht leer sein darf. Man kann die Definition unter gewissen Bedingungen
verallgemeinern und auch Interpretationen mit leerem D in Betracht ziehen.

Die Definition der Semantik von ∃ besagt:

valD,I,β(∃xϕ) :=
{

W falls ein d ∈ D existiert mit valD,I,βd
x
(ϕ) = W

F sonst

Daher gilt für jedes D = (∅, I) und jede Formel ϕ:

D |= ¬∃x ϕ

insbesondere auch D |= ¬A.

(d) Das folgende nicht-verzweigende Tableau ist mit der Substitution {X/c} geschlossen:

0∃x(t(x) → ∀y(t(y)))
0(t(X) → ∀y(t(y)))
1t(X)
0∀y(t(y))
0t(c)
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