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Disjunktive und Konjunktive SAT
Normalform e

a Ein Literal ist ein Atom oder ein negiertes Atom
m Eine Formel ist in disjunktiver Normalform (DNF),
wenn sie Disjunktion von Konjunktionen von Literalen ist.

m Eine Formel ist in konjunktiver Normalform (KNF),
wenn sie Konjunktion von Disjunktionen von Literalen ist.
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I Fakten

@ Zu jeder aussagenlogischen Formel A gibt es eine logisch
aquivalente in disjunktiver Normalform und ebenso eine
logisch aquivalente in konjunktiver Normalform.

@ Die Algorithmen zur Herstellung beider Normalformen
ergeben sich unmittelbar aus elementaren Tautologien.

@ Ist die Wahrheitstafel einer Formel gegeben, so lassen
sich disjunktive und konjunktive Normalform aus dieser
Ldirekt* ablesen.

@ Disjunktive und konjunktive Normalform einer Formel sind
nicht eindeutig.
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Beispiel zur exponentiellen Lange
der KNF

Um zu prifen, ob
Ap = (—|P171 vV —\P172) VANV (—\Pn71 V —|Pn’2)

eine Tautologie ist, wird die Unerfillbarkeit von

_|An — (P1’1/\P1’2)\/\/(Pn,1/\Pn,2)

geprift. Die konjunktive Normalform von —A,, ist:

/\{P17f(1)\/...\/Pn7f(n) | f: 1,...,n—>1,2}.
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I Fortsetzung des Beispiels

Fir n = 3 ist das:

(P11V P21V Py
(P1,1V PaoV Pay
(P12V P21V Psq
(P12V PaoV Psj

(P11V P21V Pss
(P1,1V PaoV P3o
(P12V P21V Pss
(P12V PaoV P3o

) A A
) A A
) A A
) A

— N N

In —A, treten 2 x n Literale auf, in der KNF n = 2.
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I Konstruktion der kurzen KNF AT
Eingabe: —Ap = —((=P1.1 A=Pi2) V...V (=Pn1 A =Pp2))

1. Schritt (EinfGhrung neuer Atome):
Qi < APy A=Prp

Q< P AP

Qn « “Pn1 A=Pn2

Qri1 = QVQ
Qniz < QpV Qs

Qon_y < QanZ\/Qn

—\An > - OZH— 1
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I Konstruktion der kurzen KNF

2. Schritt: Aufldsung der Aquivalenzen

Qi < ~Pi1 AP
Qri1 = Q1 vV Qe

Qon—1 < Qopn2V Qp

-An

Aussagenlogik: Normalformen

Prof. Dr. Bernhard Beckert — Formale Systeme

(~QiV (=Pi1 A=Pi2)) A
( QVP1VP»)

(ﬂQn_H vV Qv Qg) N
( Qny1 V(@ vV Q))

(mQen—1V Qap2V Qp) A
( Qon—1V (Qop—2V Qn))

—Qon_1
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I Konstruktion der kurzen KNF

3. Schritt: Konjunktive Normalform

(Q/ ( /1/\_‘P12)) A
(Q\/PI,'I\/PI,Z)

(—'Qn+1 VvV Qi Vv Qg) N
( Qri1 V(Qr Vv Qo))

(mQen—1V Qop2V Qp) A
( QZn—1 \ _‘(QZn—Z \% Qn))

—Qon—1

Aussagenlogik: Normalformen

Prof. Dr. Bernhard Beckert — Formale Systeme

(=Qi V=P ) A(=QiV =Pi2)) A
( QivPi1VPp)

(—'Qn+1 VvV Qi Vv Qg) N
( Qn+1 \/ﬂQ1) A (Qn+1 \/ﬂQz))

(mQen-1V Qop2V Qp) A
( QZn—1 \ _‘QZn—Z) A (QZn—1 \ _‘Qn))

—Qon—_1
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I Konstruktion der kurzen KNF

Eingabe:

Az = (P11 V=P 2) A (=P2,1 V =P22) A(=P31V —P32)

Berechne KNF fiir - Az

1. Schritt:

Qi < =Py 1V =Py
Qo = —Po1V-Pop
Q3 < =P31V P35
Qp— Q1 N Qo

Qs — U N

-Qs
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=Q1 VPV P2
Qi V (P11 APy 2)
Q2 VAPV Pap
Q VvV (P2,1 A P2’2)
-Qz Vv —|P371 vV —|P372
Q3 V (P31 A Pap)
Q4 Vv (Q1 A QQ)

Qs VvV —QyV-Qb
-Q5 V (04 A Qs)

Qs VvV —QqV Q3
~Qs
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I Konstruktion der kurzen KNF (Forts.)

2. Schritt:

Q4 VPV aPy2
Qv (P171 A P~|’2)
Q2 V=PV =Pap
Qo V (P21 A Pap)
=3V P31V -P3p
Qs V (P31 A Ps2)
Q4 V (Q1 A Qz)

Qs VvV —Qy V-
Q5 V (04 A Qs)

Qs VvV -QsV Qs
-Qs
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3. Schritt:

“Qi VP11 VP

(Q1 V P1’1) VAN (01 V P1,2)
Qo VP21V Pap
(Q2V Pa1) AN(QeV Pap)
_'Qs V —\P3’1 V —\P3’2
(Q3V P31) AN (QsV P32)
(_\04 V Q1) A (—'04 V QQ)
Qs VvV -QyV-Qs

(—'05 V Q4) A (—'Qs V 03)
Q5 VvV —-Qs V-
—|Q5
WS 2010/2011
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Zu jeder aussagenlogischen Formel A mit n Literalvorkommen
gibt es eine konjunktive Normalform Axxnf, SO dass

m A st erflllbar gdw Ay erfillbar ist,

® Awnr enthélt héchstens c « n Literalvorkommen fiir eine
von n unabhdngige Konstante c,

m Awnr effektiv aus A in plynomieller (sogar linearer) Zeit
konstruiert werden kann.

Aussagenlogik: Normalformen

Prof. Dr. Bernhard Beckert — Formale Systeme WS 2010/2011 11/11



	Aussagenlogik: Normalformen

