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I Beispiel einer Beweisregel AT

Die Regel mit Schemavariablen «, 3,y

aVp,f—vy,7—a
o
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I Beispiel einer Beweisregel AT

Die Regel mit Schemavariablen «, 3,y

aVp,f—vy,7—a

o
Eine Instanz mit
a = —P;
g =0
v = PiAP:
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I Beispiel einer Beweisregel

Die Regel mit Schemavariablen «, 3,y

aVp,B—yy—a«a

«
Eine Instanz mit
a = —P;
=0
v = PiAP:
-P1Vv0,0— (P AP2),(P1AP2) — —Ps
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I Beweisregeln, abstrakt T

uuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuu

Fir ein n € N ist eine n-stellige Regel R eine entscheidbare,
n + 1-stellige Relation Gber der Menge der Formeln.
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I Beweisregeln, abstrakt T
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Definition
Fir ein n € N ist eine n-stellige Regel R eine entscheidbare,

n + 1-stellige Relation Gber der Menge der Formeln.
Ist (u1,...,Un, Uns1) € R, SO heiBen
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Definition
Fir ein n € N ist eine n-stellige Regel R eine entscheidbare,

n + 1-stellige Relation Gber der Menge der Formeln.
Ist (u1,...,Un, Uns1) € R, SO heiBen

@ (U1,...,Up, Uyy1) €iNe Instanz von R
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I Beweisregeln, abstrakt

Fir ein n € N ist eine n-stellige Regel R eine entscheidbare,
n + 1-stellige Relation Gber der Menge der Formeln.
Ist (u1,...,Un, Uns1) € R, SO heiBen

@ (U1,...,Up, Uyy1) €iNe Instanz von R

® Uy,...,U,die Pramissen dieser Instanz
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Definition
Fir ein n € N ist eine n-stellige Regel R eine entscheidbare,

n + 1-stellige Relation Gber der Menge der Formeln.
Ist (u1,...,Un, Uns1) € R, SO heiBen

@ (U1,...,Up, Uyy1) €iNe Instanz von R

® Uy,...,U,die Pramissen dieser Instanz
® U, ¢ die Conclusio dieser Instanz.
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I Beweisregeln, abstrakt A\‘("

Definition
Fir ein n € N ist eine n-stellige Regel R eine entscheidbare,
n + 1-stellige Relation Gber der Menge der Formeln.

Ist (u1,...,Un, Uns1) € R, SO heiBen
@ (U1,...,Up, Uyy1) €iNe Instanz von R
® Uy,...,U,die Pramissen dieser Instanz

® U, ¢ die Conclusio dieser Instanz.

Wir schreiben meist
U‘I geeey Un

Un1
Die Instanzen von nullstelligen Regeln heissen auch Axiome.
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I Ableitungen, abstrakt T

yyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyy

Sei eine Formelmenge L, eine Menge M von Voraussetzungen
und eine Menge von Regeln festgelegt.

Eine Ableitung aus M ist eine Folge (uy, ..., un) von Formeln in
L, so dass fir jedes i € {1,..., m} qilt:
m u; ist Axiom; oder
Hilbert-Kalkiil
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Sei eine Formelmenge L, eine Menge M von Voraussetzungen
und eine Menge von Regeln festgelegt.

Eine Ableitung aus M ist eine Folge (uy, ..., un) von Formeln in
L, so dass fir jedes i € {1,..., m} qilt:
m u; ist Axiom; oder
e u e M, oder
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I Ableitungen, abstrakt
Sei eine Formelmenge L, eine Menge M von Voraussetzungen

und eine Menge von Regeln festgelegt.

Eine Ableitung aus M ist eine Folge (uy, ..., un) von Formeln in
L, so dass fir jedes i € {1,..., m} qilt:

m u; ist Axiom; oder
e u e M, oder
m es gibt eine Instanz
Up, ..., uj
Uj

einer Regel mitji,....jn <
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I Ableitungen, abstrakt

Sei eine Formelmenge L, eine Menge M von Voraussetzungen

und eine Menge von Regeln festgelegt.

Eine Ableitung aus M ist eine Folge (uy, ..., un) von Formeln in

L, so dass fir jedes i € {1,..., m} qilt:
m u; ist Axiom; oder
e u e M, oder
m es gibt eine Instanz
Up, ..., uj
Uj

einer Regel mit j1,...,jn <
Man beachte, dass uy ein Axiom oder ein Element von M sein

muss.

Hilbert-Kalkiil
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I Ableitbarkeit, abstrakt A\‘("

Eine Formel A heisst ableitbar aus M, kurz

MEA
genau dann, wenn es eine Ableitung (uy, . .., Un) gibt mit
Hilbert-Kalkdl
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I Ableitbarkeit, abstrakt A\‘("

Eine Formel A heisst ableitbar aus M, kurz
ME=A
genau dann, wenn es eine Ableitung (uy, . .., Un) gibt mit

m Fir 0 F u schreiben wir - u, fir {v} I u schreiben wir
VEu.
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I Ableitbarkeit, abstrakt

Eine Formel A heisst ableitbar aus M, kurz
MEA

genau dann, wenn es eine Ableitung (uy, . .., Un) gibt mit
m Fir 0 F u schreiben wir - u, fir {v} I u schreiben wir
V.

m Falls erforderlich wird der Kalkil in der Notation mit
angezeigt, also M x4 u.
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| David Hilbert AT

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

David Hilbert * 1862, + 1943

m Einer der bedeutensten und
einfluBreichsten Mathematiker aller
Zeiten
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David Hilbert * 1862, + 1943

m Einer der bedeutensten und
einfluBreichsten Mathematiker aller
Zeiten

m Professor in Kénigsberg und Géttingen
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David Hilbert AT

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

David Hilbert * 1862, + 1943

m Einer der bedeutensten und
einfluBreichsten Mathematiker aller
Zeiten

m Professor in Kénigsberg und Géttingen

a Wichtige Beitrage zu
— Logik
— Funktionalanalysis
— Zahlentheorie
— Mathematische Grundlagen der
Physik
— uvm.
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| Die Regeln des Hilbertkalkiils IT

uuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuu

Ax1: a S (o)
Ax2:
e = (a—B) = (@—)
RS ;) py
Mp: a’aﬂ—)ﬁ (Modus ponens)
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Eine Ableitung fir

a B Y
(A —>(A—>A))—>(¢—>\A;)) Ax2
a B « Y
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Eine Ableitung fir

a B Y
(A~ (A=A~ (A~ A) Ax2
a 3 a M
@ A-(A—-A) - A Axi
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Eine Ableitung fir
FHo A — A

@ (A —-(A=A— A~
a B v
(A —@B=A)—(A—A)
a B « Y
@ A-(A—-A) - A
@ A-(A-A))— (A=A

Hilbert-Kalkiil
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Ax2

Ax1
Mp auf (2),(1)
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Eine Ableitung fir

FHo A — A
(A -4z -A)~
a B v
(A~ @A)~ (A~ A)
a B « Y

@ A-((A-A)— A
@ A-(A-A)— (A=A
@A (A=A

Hilbert-Kalkiil

Prof. Dr. Bernhard Beckert — Formale Systeme
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Ax2

Ax1

2),(1)
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Eine Ableitung fir

FHo A — A
(A -4z -A)~
a B v
(A~ @A)~ (A~ A)
a B « Y

@A (A-A) A
@ A-(A-A)— (A=A
@A (A=A

@ A-A

Hilbert-Kalkiil
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Ax2

Ax1
Mp auf (2),(1)
Ax1
Mp auf (3),(4)
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I Deduktionstheorem AT

eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee

Theorem (Deduktionstheorem der Aussagenlogik)
Fiir beliebige Formelmengen M und Formeln A, B gilt:

Mty A—B < MU{A}Fqo B
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I Deduktionstheorem AT

eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee

Theorem (Deduktionstheorem der Aussagenlogik)
Fiir beliebige Formelmengen M und Formeln A, B gilt:

Mty A—B < MU{A}Fqo B

=
Es gelte M ~ A— B. Dann
MU{A} + A— B. (erstrecht) O
MuU{A} F A (trivialerweise)
MU{A} + B (Mp)
Hilbert-Kalkiil
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I Deduktionstheorem (Forts.) AT

eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee

&=
Es gelte: MU {A} - B.
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I Deduktionstheorem (Forts.) AT

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

P

Es gelte: MU {A} - B.
Sei (A1, ..., An) Ableitung von B aus M U {A}.
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I Deduktionstheorem (Forts.) AT

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

P

Es gelte: MU {A} - B.
Sei (A1, ..., An) Ableitung von B aus M U {A}.
Ziel MFA— B,d.h. M- A— An.
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I Deduktionstheorem (Forts.) AT
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<~

Es gelte: MU {A} - B.

Sei (A1, ..., An) Ableitung von B aus M U {A}.
Ziel MFA— B,d.h. M- A— An.

Wir zeigen fur alle i € {1,...,m} :

MEA— A

durch Induktion Uber i.
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I Deduktionstheorem (Forts.) AT
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<~

Es gelte: MU {A} - B.

Sei (A1, ..., An) Ableitung von B aus M U {A}.
Ziel MFA— B,d.h. M- A— An.

Wir zeigen fur alle i € {1,...,m} :

MEA— A

durch Induktion tber J.
Sei i mit 1 </ < m gegeben.
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I Deduktionstheorem (Forts.) AT

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

<~

Es gelte: MU {A} - B.

Sei (A1, ..., An) Ableitung von B aus M U {A}.
Ziel MFA— B,d.h. M- A— An.

Wir zeigen fur alle i € {1,...,m} :

MEA— A

durch Induktion tber J.

Sei i mit 1 </ < mgegeben.

Nehmen wir also an, dass fir alle j < i schon gezeigt ist:
M-A— Aj. ]

Hilbert-Kalkiil
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I Deduktionstheorem (2. Forts.) AUT
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I Deduktionstheorem (2. Forts.) AUT

1.Fall: A; € MU Ax1 U Ax2 U Ax3. Dann gilt:

M+ A (trivial)
MEA — (A= A) (Ax1)
MEA— A (Mp)

Hilbert-Kalkiil
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I Deduktionstheorem (2. Forts.)

1.Fall: A; € MU Ax1 U Ax2 U Ax3. Dann gilt:

M+ A (trivial)

MEA — (A= A) (Ax1)

MEA— A (Mp)
2.Fall: A=A

Wir haben M+ A — A schon gezeigt.

Hilbert-Kalkiil
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I Deduktionstheorem (3. Forts.) AT

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

&=
3.Fall: Esgibtj </und k <imit A = A; — A,
Nach obiger Annahme (Induktionsvoraussetzung) wissen wir:

MEA— A
MEA— (A — A)

Man hat ferner

ME(A— (A= A)) = (A= A) = (A— A)) (Ax2)

also

MEA— A (2mal Mp).
Hilbert-Kalkul n
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Beispiel einer Ableitung mit A\
Deduktionstheorem A‘(IT

{A-BB—-CA F A (triv)

Hilbert-Kalkiil
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Beispiel einer Ableitung mit
Deduktionstheorem

{A—-B,B—-CA} + A
{A-B,B—-CA} - A—B

Hilbert-Kalkiil

Prof. Dr. Bernhard Beckert — Formale Systeme

WS 2010/2011
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(triv.)
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Beispiel einer Ableitung mit
Deduktionstheorem

{A—-B,B—-CA} + A
{A-B,B—-CA} - A—B
{A-B,B—-CA} + B
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Beispiel einer Ableitung mit
Deduktionstheorem

{A—-B,B—-CA +F A
{A—-B,B—-CA} + A—B
{A—-B,B—-CA} + B
{A—-B,B—-CA} + B—-C

Hilbert-Kalkiil
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Beispiel einer Ableitung mit
Deduktionstheorem

{A—-B,B—-CA +F A
{A—-B,B—-CA} + A—B
{A—-B,B—-CA} + B
{A—-B,B—-CA} + B—-C
{A—-B,B—-C,A} + C

Hilbert-Kalkiil
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Beispiel einer Ableitung mit
Deduktionstheorem

(A= B,B— C,A}
{A— B,B— C,A}
{A— B,B— C,A}
(A~ B,B— C,Al
{A— B,B— C,A}
{A—B,B— C}

Hilbert-Kalkiil
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A— B
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Beispiel einer Ableitung mit

Deduktionstheorem

{A— B,B— C,A}
{A— B,B— C,A}
{A— B,B— C,A}
{A— B,B— C,A}
{A— B,B— C,A}
{A— B,B— C}
{A— B}

Hilbert-Kalkiil
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Beispiel einer Ableitung mit
Deduktionstheorem

{A— B,B— C,A}
{A— B,B— C,A}
{A— B,B— C,A}
{A— B,B— C,A}
{A— B,B— C,A}
{A— B,B— C}
{A— B}

Hilbert-Kalkiil
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A (triv.)
A— B (triv.)
B (MP)
B—cC (triv.)
C (MP)
A—C (DT)
(B—C)—(A— ) (DT)
(A-B)—-(B—C)—(A—C)) (DT)
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I Metatheoreme zu HO AT

eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee

Theorem (Endlichkeitssatz fiir die Aussagenlogik)

Sei M eine Menge aussagenlogischer Formeln,
A eine aussagenlogische Formel.
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I Metatheoreme zu HO AT
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Theorem (Endlichkeitssatz fur die Aussagenlogik)

Sei M eine Menge aussagenlogischer Formeln,
A eine aussagenlogische Formel.

@D M-ppA = MEA Korrektheit von HO

Hilbert-Kalkiil

Prof. Dr. Bernhard Beckert — Formale Systeme WS 2010/2011 15/15



I Metatheoreme zu HO AT

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

Theorem (Endlichkeitssatz fur die Aussagenlogik)

Sei M eine Menge aussagenlogischer Formeln,
A eine aussagenlogische Formel.

@D M-ppA = MEA Korrektheit von HO
@ MEA= Mty A Volisténdigkeit von HO
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I Metatheoreme zu HO AT
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Theorem (Endlichkeitssatz fur die Aussagenlogik)

Sei M eine Menge aussagenlogischer Formeln,
A eine aussagenlogische Formel.

@D M-ppA = MEA Korrektheit von HO
@ MEA= Mty A Volisténdigkeit von HO

@ Aus M = A folgt schon E = A
fir eine endliche Teilmenge E von M.
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