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| Hilbertkalkdil

Axiome sind Schemata! x steht flir eine Variable, t fir einen
Term, A, B, C stehen fir Formeln.

Ax1: A—(B— A) (Abschwachung)
Ax2: (A— (B— C))— ((A— B) — (A— C)) (Verteilung von —)
Ax3: (-A— ﬁB) (B—A) (Kontraposition)
Ax4: VxA— {x/t}(A) {x/t} kollisionsfrei fir A (Instantiierung)
Ax5: V¥x(A— B) — (A—VxB) x & Frei(A) (¥-Verschiebung)
Mp: L};B (Modus ponens)
Gen: A (Generalisierung)
WA ?
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Volistandigkeit der PL1

GODEL 1931 ﬂ("

Y sei eine Signatur der PL1.

Dann ist H Uber ¥ korrekt und vollstandig: fir alle M C Fors,
A € Fors gilt:

MEA— MFH A
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Konsequenzen der Korrektheit und ST
Vollstandigkeit ~ moees

Theorem (Kompaktheitsatz)
Fiir beliebige M C Fors, A € Fors gilt:

MEA
&
E = A fir eine endliche Teilmenge E C M.
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Konsequenzen der Korrektheit und ST
Vollstandigkeit ~ moees

Theorem (Kompaktheitsatz)
Fiir beliebige M C Fors, A € Fors gilt:

MEA
&
E = A fir eine endliche Teilmenge E C M.

Theorem (Endlichkeitssatz)

Eine Menge M C Fors hat genau dann ein Modell, wenn jede
endliche Teilmenge von M ein Modell hat.

Der Endlichkeitssatz ist der Spezialfall A =0
des Kompaktheitssatzes.
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I Beweis des Kompaktheitsatzes IT

M + A (Korrektheit und Vollstandigkeit)

E + A flireinendliches ECM
Endlichkeit von Ableitungen

E E A flreinendliches ECM

Korrektheit u. Vollstandigkeit
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I Beweis des Kompaktheitsatzes AIT

M = A
< M A (Korrektheit und Vollstandigkeit)
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Endlichkeit von Ableitungen
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I Beweis des Kompaktheitsatzes AT
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Grenzen der Pradikatenlogik erster AT
Stufe @ 2 TSRS

Es gibt keine Formel F der Pradikatenlogik erster Stufe, so dal3
fir alle Strukturen M gilt:

MEF &  Mistendlich.
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Grenzen der Pradikatenlogik erster AT
Stufe @ 2 TSRS

Es gibt keine Formel F der Pradikatenlogik erster Stufe, so dal3
fur alle Strukturen M gilt:

MEF &  Mistendlich.

Beweis: Angenommen ein solches F existiert.
Wir definieren Hilfsformeln: A, = 3xq ... 3x, /\,-<an (X = X;)

Offensichtlich gilt
MEA, < M hat mindestens n Elemente.
Jede endliche Teilmenge von

r={F}U{A,| neN}
ist erflllbar, aber I selbst ist nicht erfiillbar.
Widerspruch zum Endlichkeitssatz!
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