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Modale Logik

Im Unterschied zur klassischen Logik,

in der nur die Wahrheit einer Aussage von Bedeutung ist,
spielt in der modalen Logik

die Art und Weise, der Modus,

in der eine Aussage wabhr ist eine groBe Rolle.

Eine Aussage ist
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Karlsruhe Institute of Technoloay

Im Unterschied zur klassischen Logik,
in der nur die Wahrheit einer Aussage von Bedeutung ist,
spielt in der modalen Logik

die Art und Weise, der Modus,
in der eine Aussage wabhr ist eine groBe Rolle.

Eine Aussage ist
a notwendigerweise wahr, zufalligerweise wahr
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| Modale Logik KIT

Karlsruhe Institute of Technoloay

Im Unterschied zur klassischen Logik,
in der nur die Wahrheit einer Aussage von Bedeutung ist,
spielt in der modalen Logik

die Art und Weise, der Modus,
in der eine Aussage wabhr ist eine groBe Rolle.

Eine Aussage ist
a notwendigerweise wahr, zufalligerweise wahr
a heute, gestern oder morgen wahr
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| WModale Logik IT

Eine Aussage ist
a notwendigerweise wahr, zufalligerweise wahr
m heute, gestern oder morgen wahr
a wird geglaubt, gehdrt zum Wissen einer Person
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I Modale Logik A\‘(IT

Eine Aussage ist
a notwendigerweise wahr, zufalligerweise wahr
m heute, gestern oder morgen wahr
a wird geglaubt, gehdrt zum Wissen einer Person
m ist vor/nach einer Aktion wahr, nach Ausfiihrung eines
Programms wahr.

Modallogik
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I Einfihrungsbeispiel A\‘("

Drei Weisen werden Hiite aufgesetzt, jedem genau
einer. Die Hlite sind entweder weil3 oder schwarz, und
Jjedem ist bekannt, dal3 mindestens ein schwarzer Hut
mit dabei ist. Jeder Beteiligte sieht, welche Hiite die
anderen beiden aufsitzen haben und soll erschlie3en,
welchen Hut er aufsitzen hat, nattirlich ohne in einen
Spiegel zu schauen, den Hut abzunehmen oder
dhnliches. Nach einer Weile sagt der erste Weise: ,Ich
weil3 nicht, welchen Hut ich aufhabe.” Nach einer
weiteren Pause des Nachdenkens sagt der zweite:
Jch weil3 auch nicht, welchen Hut ich aufhabe.”
LLDann®, sagt der dritte, ,weil3 ich, daf3 ich einen
schwarzen Hut aufhabe.”

Modallogik
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I Mogliche Welten A\‘("
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I Mogliche Welten A\‘("
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I Mogliche Welten A\‘("
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w 1 b

b |« b

b b

w 1 b

w > w

b b

Modallogik

Prof. Dr. Bernhard Beckert — Formale Systeme WS 2010/2011 4/39



I Mogliche Welten AT
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des 2. Weisen
w 1 b
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I Mogliche Welten
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des 1. Weisen

des 2. Weisen

des 3. Weisen
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I Erster Schritt AT
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I Erster Schritt T
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Da der ers-

te  Weise ‘g ) 1 . 2 ) 2 . 2

die Farbe ) Y b W

seines w w W

Huts nicht 3I 31

erschlief3en

kann, kann w 1 b

die Welt b < >| b 3
b b

(b w w) 21 2

nicht auf- A

treten. o 1 b
W ¢ > W
b b
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I Erster Schritt A\KIT

Da der ers-

te  Weise w ) 1 . b

die Farbe b ¢ | b

seines w L/

Huts nicht 3I 31

erschlief3en

kann, kann w 1 b

die Welt b < >| b
b b

b w w 21 2

nicht auf-

treten. i 1 b
W |« > W
b b
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I Zweiter Schritt AT
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w 1 b
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SI 31
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b b

Modallogik

Prof. Dr. Bernhard Beckert — Formale Systeme WS 2010/2011 6/39



| zweiter Schritt IT

Da der ‘g ) 1 . g

zweite ) i

Weise die w w

Farbe sei- 3I 31

nes Huts

nicht weif3, 1 b

kdnnen die ¢ > b

Welten b

2

w b w) 21

b b w [y 1 :

nicht auf- ¢ W

treten. b b
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| zweiter Schritt IT

Da der

zweite

Weise die

Farbe sei-

nes Huts

nicht weif3, 1 b

kdnnen die ¢ b

Welten b

2

w b w) 21

(b b w) W 1 b

nicht auf- ¢ W

treten. b b
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| Letzter schritt IT

w ’ b
b |¢ b
b b
I 2
2
w ’ b
W (¢ > W
b b

In den noch verbleibenden mdglichen Welten hat der dritte
Weise stets einen schwarzen Hut auf.
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I Modallogische Grundbegriffe AUT

in der Welt s weil3 der i-te Weise die Aussage A

Modallogik

Prof. Dr. Bernhard Beckert — Formale Systeme WS 2010/2011 8/39



I Modallogische Grundbegriffe IT

in der Welt s weil3 der i-te Weise die Aussage A

genauer

in jeder fir den i-ten Weisen von s aus gesehen mdglichen
Welt gilt A.
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I Modallogische Grundbegriffe AUT

in der Welt s weil3 der i-te Weise die Aussage A

genauer

in jeder fir den i-ten Weisen von s aus gesehen mdglichen
Welt gilt A.

S):D,‘A

Modallogik

Prof. Dr. Bernhard Beckert — Formale Systeme WS 2010/2011 8/39



I Beispiele A“(IT

Die  Boolesche
Variable

s

B;

ist wahr in der
Welt s, wenn in
s der i-te Weise
einen schwarzen
Hut aufhat.
Entsprechend
fir Wj;.
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I Beispiele A\KIT

Die  Boolesche
Variable

B;

ist wahr in der
Welt s, wenn in
s der i-te Weise
einen schwarzen
Hut aufhat.
Entsprechend
fir Wj;.

R CE e SR
‘UUU‘(—)‘& crcr‘
:i cEolk——d 2 T

(W,b, W) ):D1Bg W) ):D1 W3

nicht (w, b, w) =04Wy (b, w, w) = 4By
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I Zweites Einfilhrungsbeispiel (T

Der Bakery-Algorithmus ist benannt nach der in manchen
amerikanischen Backereien (und manchen deutschen
Behdrden, Arztpraxen etc.) Ublichen Methode, dafl3 der Kunde
beim Eintritt eine Nummer zieht und dann an die Reihe kommt,
wenn seine Numnmer die kleinste unter den noch Wartenden
ist.

So ist sichergestellt, daB jeder schlie3lich an die Reihe kommt
und kein Streit dartiber entsteht, wer als nachster drankommt.

Modallogik
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I Prozesse A\KIT

Die Prozesse, die am Bakery-Algorithmus teilnehmen, kénnen
wir uns als Instanzen der Klasse Customer vorstellen.

Customer

int ticket

{idle, trying, critical} phase

Modallogik
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I Zustandsiibergangsregeln A\‘(IT

try: if phase = idle

enter: if phase = trying and
ticket less than
all other tickets

leave phase = critical

then
phase := trying
ticket := max of all other tickets + 1

then
phase := critical

then
phase :=idle
ticket := 0

Modallogik

Prof. Dr. Bernhard Beckert — Formale Systeme

WS 2010/2011 12/39



| Endiicher Automat ST

NN

%%

Prof. Dr. Bernhard Beckert — Formale Systeme WS 2010/2011 13/39

Modallogik



I Eigenschaften T

Karlsruhe Institute of Technology

critical
P\ trying

trying
critical J%
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I Eigenschaften

trying

critical |~
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Notation
Die Booleschen Va-
riablen i.idle, i.trying,

i.critical seien wahr in
einem Zustand s, wenn
in s der i-te Prozess in
der angegebenen Phase
ist.
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I Eigenschaften

trying

Notation
Die Booleschen Va-
riablen i.idle, i.trying,

i.critical seien wahr in
einem Zustand s, wenn
in s der i-te Prozess in
der angegebenen Phase
ist.

Ist der 1. Prozess in der trying Phase, dann kann er in
héchstens zwei Schritt in die kritische Phase gelangen.
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I Eigenschaften

“ Notation

Die Booleschen Va-
riablen i.idle, i.trying,
i.critical seien wahr in
einem Zustand s, wenn
in s der i-te Prozess in
der angegebenen Phase
ist.

Ist der 1. Prozess in der trying Phase, dann kann er in
héchstens zwei Schritt in die kritische Phase gelangen.

1.trying — (O1.critical v )1 .critical)
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I Formeln der Modalen Aussagenlogik T
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@ 1,0 € mFor0x
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I Formeln der Modalen Aussagenlogik T

yyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyy

@ 1,0 ¢ mForOx
@ Jede aussagenlogische Variable P € ¥ ist in mForOs.
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I Formeln der Modalen Aussagenlogik T

yyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyy

@ 1,0 ¢ mForOx
@ Jede aussagenlogische Variable P € ¥ ist in mForOs.

@ Mit A, B € mForOs liegen ebenfalls in mForOsx:
-A, ANB,AVvB,A— B.
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I Formeln der Modalen Aussagenlogik T

yyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyy

@ 1,0 ¢ mForOx
@ Jede aussagenlogische Variable P € ¥ ist in mForOs.

@ Mit A, B € mForOs liegen ebenfalls in mForOsx:
-A, ANB,AVvB,A— B.
@ Mit A € mForOyx liegen ebenfalls in mForOs:

OA (gelesen als ,Box A“, ,notwendig A®)
OB (gelesen als ,Diamond A®, ,moglich A)
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I Kripke-Strukturen AT

uuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuu

Definition
Sei ¥ eine Menge aussagenlogischer Variablen.
Eine Kripke-Struktur
K=(S,R,I)
Uber ¥ besteht aus:

a S eine nichtleere Menge
(die Menge von Zustdanden oder moglichen Welten)
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I Kripke-Strukturen AT

uuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuu

Definition
Sei ¥ eine Menge aussagenlogischer Variablen.
Eine Kripke-Struktur
K=(S,R,I)
Uber ¥ besteht aus:

a S eine nichtleere Menge
(die Menge von Zustdanden oder moglichen Welten)

mRCSxS (die Zuganglichkeitsrelation)
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I Kripke-Strukturen AT

uuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuu

Definition
Sei ¥ eine Menge aussagenlogischer Variablen.
Eine Kripke-Struktur
K=(S,R,I)
Uber ¥ besteht aus:

a S eine nichtleere Menge
(die Menge von Zustdanden oder moglichen Welten)

mRCSxS (die Zuganglichkeitsrelation)
i (ExS)—{W,F} (Interpretation der AL-Variablen)
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I Beispiel einer Kripke-Struktur AUT
o

p( )—(x)a
9 (3 J (3 )—(% ) p
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I Beispiel einer Kripke-Struktur AUT
o

p( )—(x)a
9 (3 J (35 )—(% ) p

Menge der Zustande S = {x1, X2, X3, X4, X5, Xg }

Modallogik
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I Beispiel einer Kripke-Struktur AT

0
@Paq

p(x )—(%)a
9 (3 J (35 )—( ) p

{(x1,X%2), (X1, x3), (X2, X3), (X3, X2), (X3, X3), (X4, Xs5), (X5, Xa), (X5, X) }

Modallogik
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I Beispiel einer Kripke-Struktur AUT

0
@P,q

p(x J—(%)a
9 (s J (3 )—( ) p

(P, x1) = I(p,x3) = I(p, X) = 1
I(q,x2) = 1(g,x3) = 1(g,x4) =1, sonst /(x,s) =0

Modallogik

Prof. Dr. Bernhard Beckert — Formale Systeme WS 2010/2011 17/39



I Auswertung von Formeln T

yyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyy

Sei K = (S, R, I) eine Kripke-Struktur. Wir definieren fiir jeden
Zustand s € S, wann eine Formeln aus mFor0 in s wahr ist.

W falls fir alle s € S mit sRs’
vals(LA) = { gilt valg (A) = W
F  sonst
W falls ein s’ € S existiert mit sRs’
vals(0A) = { und valy (A) = W
F  sonst
Modallogik
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I Notation A\KIT

K = (S, R, ) eine Kripke-Struktur,
sc S,
F eine modale Formel

Modallogik
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I Notation

K = (S, R, ) eine Kripke-Struktur,
sc S,
F eine modale Formel

(K,s) E F & vals(F)=W

wenn K aus dem Kontext bekannt ist auch:
s E F & val(F)=W

K E F < flrallese Sqilt (K,s) = F

Gultigkeit in einen Kripke-Rahmen (S, R) :
(S,R) = F <« furalle/qilt(S,R,l)=F

Modallogik
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I Saul Aaron Kripke ST

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

Geboren 1940 in Omaha (US)
1. Publikation A Completeness Theorem in
Modal Logic
/ The Journal of Symbolic Logic, 1959
P ‘ 'I Studium in Harvard, Princeton, Oxford
und an der Rockefeller University
Positionen  in Harvard, Rockefeller, Columbia,
Cornell, Berkeley and UCLA, Oxford
Ab 1977 Professor an der Princeton University
Seit 1998 Emeritus der Princeton University
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Beispiel zur Auswertung von QAT
Fo rm e I n Karlsruhe Institute of Technology

=P (D C)P

Modallogik

Prof. Dr. Bernhard Beckert — Formale Systeme WS 2010/2011 21/39



Beispiel zur Auswertung von QAT
Fo rm e I n Karlsruhe Institute of Technology

=P (D C)P

(K, AP  (K.B)P (K,C)EP  (K,D)EP
(K,AEOP (K,B)=0OP (K,C)=0P (K,D)EOP

(K,A) =00P (K,B)=00P (K,C)=00P (K,D) = 0O0P

Modallogik
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Beispiel zur Auswertung von Q&AT
Formeln wwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwww

-P (D C)P
(K.AEP  (KBEP (KOEP (KDEP
(K,A)=0P (K,B)=0OP (K,C)=0P (K,D)=0P

(K,A) =00P (K,B)=OOP (K,C)EOOP (K,D) E OOP

true false
Modallogik
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I Logische Folgerung T

uuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuu

Sei A eine Formel und I' eine Menge von Formeln der modalen
Aussagenlogik.

A ist eine logische Folgerung aus I'
r-A
gdw
fur alle Kripke-Strukturen K und jede Welt s von K gilt
wenn (K, s) =T dann auch (K, s) = A

A ist allgemeingultig wenn

DA

Modallogik
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I Allgemeingiiltige Formeln T

@ OP—-Q) — (OP—-DQ)
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I Allgemeingliltige Formeln AT

yyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyy

@ OP—-Q) — (OP—-DQ)
@ (OPADO(P— Q) —0OQ
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I Allgemeingliltige Formeln AT

yyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyy

@ OP—-Q) — (OP—-DQ)
@ (OPAOP— Q) —0OQ
@ (OPVOQ)—0O(PVQ)
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I Allgemeingliltige Formeln AT

yyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyy

@ OP—-Q) — (OP—-DQ)
(OPADOP— Q) —DOQ
(OPVOQ) —O(PVQ)

(

@
@
@ (OPAOQ)—OPAQ)
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I Allgemeingliltige Formeln AT

uuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuu

@ OP—- Q) — (OP—-1Q)
@ (OPADO(P— Q) —0OQ
@ (OPVOQ)—-0OPVQ)
@ (OPAOQ)—OPAQ)
@ 0P« -0-P

Modallogik
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I Allgemeingliltige Formeln AT

uuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuu

@ OP—- Q) — (OP—-1Q)
@ (OPADO(P— Q) —0OQ
@ (OPVOQ)—-0OPVQ)
@ (OPAOQ)—OPAQ)
@ 0P« -0-P

@ O(PvQ)— (OPVOQ)

Modallogik
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I Allgemeingliltige Formeln AT

eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee

@ OP—- Q) — (OP—-1Q)
@ (OPADO(P — Q) — 0OQ
@ (OPVOQ)—-0OPVQ)
@ (OPAOQ)—OPAQ)
@ 0OP «— -0-P

@ O(PvQ) <~ (OPVOQ)
@ O(PAQ)— (OPAOQ)

Modallogik
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Gegenbeispiel zur J
Allgemeinguiltigkeit von A‘(IT

OPv Q) — (OPVvOQ)

oL

@-ra
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I Relative Allgemeingultigkeit A\‘("

Die Formel
O0A— A

ist nicht allgemeingdltig.
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I Relative Allgemeingultigkeit A\‘("

Die Formel
O0A— A

ist nicht allgemeingdltig.

Aber
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I Relative Allgemeingultigkeit A\‘("

Die Formel
O0A— A

ist nicht allgemeingdltig.
Aber

far alle Kripke-Strukturen K = (S, R, /), so daB (S, R) eine
reflexive Relation ist gilt

KiE=DOA— A

Modallogik
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I Relative Allgemeingultigkeit A\‘("

allgemeingltige Formel Eigenschaft von R
OA— A reflexiv
Modallogik
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I Relative Allgemeingultigkeit A\‘("

allgemeingltige Formel Eigenschaft von R
OA— A reflexiv
0OA — O0OA transitiv

Modallogik
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I Relative Allgemeingultigkeit A\‘("

allgemeingltige Formel Eigenschaft von R

OA— A reflexiv

0OA — O0OA transitiv

A — O0A symmetrisch
Modallogik
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I Relative Allgemeingultigkeit A\‘("

allgemeingltige Formel Eigenschaft von R
OA— A reflexiv
0OA — O0OA transitiv
A — O0A symmetrisch
O0A — OA dicht
Modallogik
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I Relative Allgemeingultigkeit A\‘("

allgemeingultige Formel

Eigenschaft von R

OA— A
OA —- OOA
A — O0A
O0OA — DA

Modallogik
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reflexiv

transitiv

symmetrisch

dicht

fur alle L,b e S mit R(t1 , tg)

existiert t; € S mit R(t, t3) und R(13, {2

WS 2010/2011 26/39



I Relative Allgemeingultigkeit A\‘("

allgemeingultige Formel

Eigenschaft von R

OA— A
OA —- OOA
A — O0A
O0OA — DA

OA — DA

Modallogik
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reflexiv

transitiv

symmetrisch

dicht

fur alle L,b e S mit R(t1 , tg)

existiert t; € S mit R(t, t3) und R(13, {2
partiell funktional
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I Relative Allgemeingultigkeit A\‘("

allgemeingltige Formel Eigenschaft von R
OA— A reflexiv

0OA — O0OA transitiv

A — O0A symmetrisch

O0A — OA dicht

fur alle L,b e S mit R(t1 , tg)
existiert t; € S mit R(t, t3) und R(13, {2

OA — LA partiell funktional
fur alle s, ty,t, € Smit R(s, t1) A R(s, 1
folgt L = b.
Modallogik
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I Relative Allgemeingultigkeit A\‘("

allgemeingultige Formel

Eigenschaft von R

OA— A
OA —- OOA
A — O0A
O0OA — DA

OA — DA

OA — OA
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reflexiv

transitiv

symmetrisch

dicht

fur alle L,b e S mit R(t1 , tg)

existiert t; € S mit R(t, t3) und R(13, {2
partiell funktional

fur alle s, ty,t, € Smit R(s, t1) A R(s, 1
folgt L = b.

endlos
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I Relative Allgemeingultigkeit A\‘("

allgemeingultige Formel

Eigenschaft von R

OA— A
OA —- OOA
A — O0A
O0OA — DA

OA — DA

OA — OA
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reflexiv

transitiv

symmetrisch

dicht

fur alle L,b e S mit R(t1 , tg)

existiert t; € S mit R(t, t3) und R(13, {2
partiell funktional

fur alle s, ty,t, € Smit R(s, t1) A R(s, 1
folgt L = b.

endlos

flr jedes s € S ein t existiert mit R(s, 1
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I Relative Allgemeingultigkeit A\‘("

allgemeingiiltige Formel Eigenschaft von R
Op—p reflexiv

p—Op reflexiv

OOp — Op reflexiv

Oop — Op reflexiv

Up — ¢Up reflexiv

OOp — Op transitiv

Up — O0Op transitiv

p— O0p symmetrisch

Op < Op reflexiv und transitiv
QOp — Op reflexiv und transitiv
o0p — Op Aquivalenzrelation
O0p «— Op Aquivalenzrelation

Modallogik
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I Charakterisierung A\[{|

Karlsruhe Institute of Te
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I Charakterisierung A\‘("‘

Gilt far einen Kripke-Rahmen (S, R)

fur alle / gilt (S, R, ) = 0A — A

dann ist
(S, R) reflexiv
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Prof. Dr. Bernhard Beckert — Formale Systeme WS 2010/2011 28/39



I Charakterisierungstheorie ST

yyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyy

Sei R eine Klasse von Kripke-Rahmen,
und F eine Formel der Modallogik.
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Prof. Dr. Bernhard Beckert — Formale Systeme WS 2010/2011 29/39



I Charakterisierungstheorie T

yyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyy

Definition
Sei R eine Klasse von Kripke-Rahmen,
und F eine Formel der Modallogik.

F charakterisiert die Klasse R genau dann, wenn fir alle Kripke-
Rahmen (S, R) gilt

fur alle I qilt (S,R, /) = F
gaw
(S,R)cR
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I Einige Charakterisierungsresultate AUT

Formel charakterisierte Eigenschaft

0OA— A reflexiv

Modallogik
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I Einige Charakterisierungsresultate AT

Formel charakterisierte Eigenschaft

0OA— A reflexiv
OA — O0OA transitiv

Modallogik
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I Einige Charakterisierungsresultate AUT

Formel charakterisierte Eigenschaft
OA— A reflexiv

0A — OOA transitiv

A — O0OA symmetrisch

Modallogik
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I Einige Charakterisierungsresultate AUT

Formel charakterisierte Eigenschaft
OA— A reflexiv

0A — OOA transitiv

A — O0OA symmetrisch

O0OA— DA dicht

Modallogik
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I Einige Charakterisierungsresultate AUT

Formel charakterisierte Eigenschaft
OA— A reflexiv

0A — OOA transitiv

A — O0OA symmetrisch

O0OA— DA dicht

OA — LA partiell funktional
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I Einige Charakterisierungsresultate AUT

Formel charakterisierte Eigenschaft
OA— A reflexiv

0A — OOA transitiv

A — O0OA symmetrisch

O0OA— DA dicht

OA — LA partiell funktional

OA — OA
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I Einige Charakterisierungsresultate AUT

Formel charakterisierte Eigenschaft
OA— A reflexiv

0A — OOA transitiv

A — O0OA symmetrisch

O0OA— DA dicht

OA — LA partiell funktional

OA — OA endlos

Modallogik
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Grenzen der
A{
Charaktersierungstheorie T

Konkretisierung

Sei ¢ eine Formel der Pradikatenlogik in der Signatur ¥ = {R}
und

Frage 1 Gibt es zu jedem ¢ eine modallogische Formel F,
so dafi3 die Klasse der Rahmen R charakterisiert?

Modallogik
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Grenzen der
A{
Charaktersierungstheorie T

Konkretisierung

Sei ¢ eine Formel der Pradikatenlogik in der Signatur ¥ = {R}
und

Frage 1 Gibt es zu jedem ¢ eine modallogische Formel F,
so dafi3 die Klasse der Rahmen R charakterisiert?

Frage 2 Gibt es zu jeder modallogischen Formel F eine
pradikatenlogische Formel ¢, so daf3 R4 mit der
Klasse der durch F charakterisierten Rahmen
zusammenfallt?

Modallogik
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Grenzen der
A{
Charaktersierungstheorie T

Antwort 1 Nein

Z.B. fir ¢ = Vx—-R(x, x) kann die Klasse R4 nicht
durch eine modallogische Formel charakterisiert
werden

Modallogik
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Grenzen der
A{
Charaktersierungstheorie T

Antwort 1 Nein

Z.B. fir ¢ = Vx—-R(x, x) kann die Klasse R4 nicht
durch eine modallogische Formel charakterisiert
werden

Antwort 2 Nein

Es gibt modallogische Formel F, so daf3 die durch
F charakterisierten Rahmen nicht durch eine
pradikatenlogische Formel ¢ axiomatisiert werden
kann.

Modallogik

Prof. Dr. Bernhard Beckert — Formale Systeme WS 2010/2011 32/39



Entscheidbarkeit

modaler Logiken
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I Entscheidbarkeit A\‘(IT

Aus dem Filtrationslemma (siehe Skriptum) folgt:

Jede Menge I modallogischer Formeln, die Gberhaupt ein Mo-
dell hat,

hat auch ein Modell (S, R, /), so dass S endlich ist, wobei eine
obere Schranke fir die GréBe von S aus I berechnet werden
kann.

Modallogik
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I Entscheidbarkeit (T

yyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyy

Aus dem Filtrationslemma (siehe Skriptum) folgt:

Theorem

Jede Menge I modallogischer Formeln, die Gberhaupt ein Mo-
dell hat,

hat auch ein Modell (S, R, /), so dass S endlich ist, wobei eine

obere Schranke flrr die GroBe von S aus ' berechnet werden
kann.

Korollar
Die modale Aussagenlogik K ist entscheidbar,
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I Entscheidbarkeit (T

yyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyy

Aus dem Filtrationslemma (siehe Skriptum) folgt:

Theorem
Jede Menge I modallogischer Formeln, die Gberhaupt ein Mo-
dell hat,

hat auch ein Modell (S, R, /), so dass S endlich ist, wobei eine
obere Schranke flrr die GroBe von S aus ' berechnet werden
kann.

Korollar
Die modale Aussagenlogik K ist entscheidbar, d.h.

es gibt einen Algorithmus, der fiir jede Formel A entscheidet, ob
A eine K-Tautologie ist oder nicht.

Modallogik
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Andere Modalitaten
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I Informale Interpretationen von [ AT

| OF |
F ist notwendigerweise wahr

F ist zu jedem zukunftigen Zeitpunkt wahr

Ein Agent a glaubt F

Ein Agent aweil3 F

Nach jeder Ausflihrung des Programms p gilt F

Falls erforderlich schreibt man
OaF, OpF, [a]F oder [p]F

anstelle von OJF.

Modallogik
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I Informale Interpretationen von ¢ IT

’ <>F = -0O-F

F ist notwendigerweise wahr | F ist mdglicherweise wahr

F ist zu jedem zukinftigen es gibt einen zukiinftigen Zeitpunkt,

Zeitpunkt wahr zu dem F wahr ist.

Ein Agent a glaubt F F ist konsistent mit den Aussagen,
die a fur wahr halt.

Ein Agent aweil3 F a weil3 nicht, daB F falsch ist.

Nach jeder Ausfiihrung des | Es gibt eine Ausflihrung des

Programms p gilt F Programms p, nach der F wahr ist.
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OF — OOF
OF —- OF
(D(F — G) A DF) — G

OF - F
Otrue

OF

F ist notwendigerweise wahr
F ist immer wahr

Ein Agent a glaubt F

Ein Agent a weil3 F

Nach jeder Ausfiihrung des
Programms p qilt F
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w
O L

w (] <

T T 1 ©

LW oW £
OF O OJ OJ <
F ist notwendigerweise wahr no yes no yes no
F ist immer wahr (in der Zukunft) | yes yes yes yes yes
Ein Agent a glaubt F no yes yes Yyes Yyes
Ein Agent aweil3 F yes yes yes yes yes
Nach jeder Ausfiihrung des
Programms p gilt F no no no Yyes no

Modallogik
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