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Aufgabe 1
Die Korrektheit und Vollstéindigkeit von Sequenzenkalkiil-Regeln ldsst sich wie folgt definieren:

Definition. Seien Ay, ..., A,, B Sequenzen. Eine Regel

A - A,
B

im Sequenzenkalkiil heif3t

korrekt, wenn jedes Modell aller A; (1 < i < n) auch Modell von B ist,
vollstindig, wenn jedes Modell von B auch Modell aller 4; (1 <1i <mn) ist.

Zeigen Sie, dass folgende Regelschemata korrekt und vollstéindig sind.
(a)

Loy ol 1], A
Loy +» o, A

(replaceKnownLeft)

Dabei bezeichnet ¢[1) + 1] die Formel, die entsteht, wenn man ein Vorkommen von 1) als Teilformel
in ¢ durch 1 ersetzt.

(b)

Lo » A I » ¢, A

r » A (Cut)




Aufgabe 2

Gegeben sei die pradikatenlogische Signatur
v ={0,s,+},{},a) mit a(O) =0,a(s) =1, a(+) = 2.

Bisher wurden die vorgestellten Kalkiile benutzt, um die Giiltigkeit von Aussagen in allen pradikaten-
logischen Interpretationen zu beweisen. Man kann aber auch die Giiltigkeit von Aussagen in einer fest
gewdhlten Interpretation als Beweisziel formulieren.

Dabei bleiben sdmtliche Regeln eines Kalkiils korrekt (sie gelten ja fiir alle Interpretationen und damit
insbesondere auch fiir die fest gewihlte). Unter Umstéinden kann man aber keinen vollstéindigen Kalkiil
fiir eine bestimmte, fest gewéhlte Interpretation angeben (in der neben den allgemeingiiltigen Formeln
noch weitere Formeln wahr sind).

Betrachten wir im Folgenden die fest gewé#hlte Interpretation (N, Iiy) der natiirlichen Zahlen iiber ¥,
also

In(O) =0,Ix(s)(n) =n+ 1, In(+)(a,b) =a+b

Als ein Regelschema, das zwar nicht im allgemeinen sehr wohl aber fiir diese spezielle Interpretation
korrekt, fligen wir die wvollstindige Induktion zum Sequenzenkalkiil hinzu. Sie ist bekanntermafien eine
korrekte Schlussweise fiir die natiirlichen Zahlen.

I » {n/O}p, A (Induktionsanfang)
' » Vn(p—{n/s(n)}te), A (Induktionsschritt)
' » Vne, A

(wobei die Substitution {n/s(n)} kollisionsfrei fiir ¢ sein muss).

(a) Zeigen Sie mit Hilfe des um diese Regel erweiterten Sequenzenkalkiils, dass folgende Aussage in den
natiirlichen Zahlen gilt:

Vavy(z + s(y) = s(z +y) As(z) +y =s(@+y) > VaVy o +y =y +a

Hinweis: Auf der Webseite zur Vorlesung liegt eine Formalisierung dieses Problems in KeY vor,
so dass Sie den Beweis im KeY-System fiithren kénnen. Dies kann als Voriibung zur 2. Praxisauf-
gabe dienen, in das KeY-System zum FEinsatz kommen wird. Informationen zur Installation und
Benutzung von KeY finden sich auf der Webseite. Der Beweis fiir diese Beispielformel lésst sich
mit KeY recht einfach fithren, wenn man zunéchst zwei Schritte von Hand macht und dann die
Induktionsregel ,INDUCTION® auf den Sukzedenten anwendet. Fiir den Induktionsanfang sollte
dann INDUCTION noch einmal auf den Sukzedenten benutzt werden. Niitzlich ist, zu wissen, dass
man in KeY eine universell quantifizierte Formel instantiieren kann, indem man den einzusetzenden
Term per Drag-and-drop auf die universelle Formel zieht, und dass man eine Gleichung anwenden
kann, indem man sie auf den Term zieht, auf den sie angewendet werden soll.

(b) Geben Sie eine (andere) Interpretation von X an, in der diese Aussage nicht gilt.



Aufgabe 3
Gegeben sei die Relation > = {(a,b), (b,d), (¢,b), (d,a), (d,e)}.
(a) Bestimmen Sie —, =, und <.
(b) Zeigen Sie, dal > lokal konfluent sowie konfluent ist.
(c) Erweitern Sie die Relation > um ein Tupel, so daf sie zwar lokal konfluent bleibt, aber nicht mehr

konfluent ist.

Aufgabe 4

Seien N := N\ {1,0} und N’ := N\ {0} Teilmengen der natiirlichen Zahlen. Die Relation > C N x N ist
definiert als

a>b <=  bteiltaunda#b (a,b e N).

Betrachten Sie nun die Reduktionssysteme (N, =) und (N',>):

(a) Ist (N, >) lokal konfluent? Ist (N’, ) lokal konfluent?

(b) Ist (NV,>) konfluent? Ist (N',>) konfluent?

(¢) Ist (N, >) noethersch? Ist (N',>) noethersch?

(d) Besitzt (N, ) irreduzible Elemente? Besitzt (N, ) irreduzible Elemente?
Wenn ja, welche? Wenn ja, welche?

Begriinden Sie Thre Antworten kurz.
Bemerkung: Mit = ist jeweils die Einschrinkung auf N x N bzw. N’ x N’ gemeint.



