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Dieses Blatt wurde in der Ubung am 21.01.2011 besprochen.

Zu Aufgabe 1

(a)

(c)

Die Menge aller von B(z) erreichbaren Knoten ist die kleinste Menge, die

e (3(z) enthilt und

e unter Anwendung von E abgeschlossen ist.

Diese kleinste Menge ist eindeutig bestimmt und Teilmenge jeder Menge mit diesen beiden Eigen-
schaften.

Fordern wir nun, daf} die von 3(z) erreichbaren Knoten zu jeder Menge mit den beiden genannten
Eigenschaften zéhlen, so fordern wir dadurch insbesondere, dafi sie in der kleinsten solchen Menge
liegen:

o(z,y) = VQUQx) AVuVz (Q(w) AN E(w,z) = Q(2))) — Qy)) -

Die Minimalitatsbedingung ist {ibrigens der Teil der Erreichbarkeit, der sich nicht in der Pradika-
tenlogik erster Stufe ausdriicken 148t.

Der durch (V,I(E)) beschriebene Graph ist bipartit, falls sich die Menge V' in zwei disjunkte Teil-
mengen M; und My aufteilen ldsst, so dass zwischen den Knoten in M7 bzw. My keine Kanten
verlaufen:

v = 3AMAMNVz (M (x) <> ~Ma(x)) ANVaVy((Mi(z) <> Mi(y)) = ~E(z,y))

Analog zu (b), da jeder k-partite Graph k-farbbar ist.



Zu Aufgabe 2

(a) Wir haben die Interpretation I in die Kripkestruktur oben eingezeichnet. Die Welten w;, we und
wy interpretieren P als wahr, die Welten w3 und ws als falsch.

Die Unterscheidungsformeln sind (eine Méglichkeit):

¢ =0PANQOPAP po=0OPANOPAP ¢3 = PAOP
¢y =0O0P AP ¢5 = 00

(b) Die Extensionen in diesem Modell sind:

[[DP]] = {w2,w37w5} [[OPH = {’lUl,’U]Q,’LUg}
[[ODP]] = {wl,wg,w4} [[DOP]] = {wg,w4,w5}
[[OOP]] = {wl,wg,wg,w4} [[DDP]] = {w4,w5}



Zu Aufgabe 3

e Gegeben sei ein nicht schwach zusammenhéngender Kripke-Rahmen (S, R). Zu zeigen ist, dass
(S,R) £ OOA — OO A, dazu miissen wir zeigen, dass es ein I gibt mit (S, R,I) = OUA — O0A

Da (S, R) nicht schwach zusammenhingend ist, muss in R folgende Situation existieren:

Wir betrachten eine Struktur (S, R,I) mit I(t,A) = W und I(z, A) = F fiir alle z # ¢. Damit gilt:

s E O0OA
t K~ OA
und damit s £ OO0A Widerspruch zur Annahme!

Die gleiche Argumentation gilt, falls die Welten « und ¢ in obiger Struktur identisch sind.

e Sei nun (S, R) schwach zusammenh#ingend. Zu zeigen ist, dass OLJA — OO A in allen Kripkestruk-

turen (S, R, I) gilt.

In einem beliebigen Zustand s € S gelte s = QOA, d.h., es existiert ein u € S mit R(s,u) und
u = OA. Es ist nun zu zeigen, dass s = JOA. Seit € S ein beliebiger Zustand mit R(s,t). Weil (S, R)
schwach funktional ist, gibt es einen Zustand v € S mit R(u,v) und R(t,v). Aus u |= OA folgt:
v = A und damit gilt ¢t = OA. Jeder weitere Zustand w € S hat nach Annahme ebenfalls einen
gemeinsamen Nachfolger mit Zustand u, woraus sich s = OO A folgern lisst.

Zu Aufgabe 4

(a) ist nicht allgemeingiiltig.
Gegenbeispiel: Sei S = {0} und R = (), dann ist 0 = A, aber nicht 0 = QA.

(b) ist nicht allgemeingiiltig.

In der unten stehenden Struktur gilt 0 = OOA, aber nicht 0 = O0OA.
A



()

(d)

ist nicht allgemeingiiltig.

In der unten stehenden Struktur gilt 0 = O A, aber nicht 0 = OO A.
A

ist allgemeingiiltig.

Sei tg € S eine Kripkewelt. Gelte
K, to = OANOB,

dann gibt es zwei Welten t4 > tg und tg > tg, so dass
K,ta=Aund K, tp E B.

Nun werden wir in einer (erschépfenden) Fallunterscheidung drei Félle nebeneinander stellen:

ta < tp: Dann gilt K,t4 = AN OB, also in t, auch K tg = O(AAOB).
ta =tp: Dann gilt K,t4 = AA B, also in t, auch K, tg = O(A A B).
ta >tp: Dann gilt K,tp = OAA B, also in t, auch K, ¢y = O(OA A B).

Da immer eine der drei Moglichkeiten erfiillt sein muss, ist insgesamt

K,to E O(AANOB)VO(OAANB)VO(ANB)
— Kty E O(AANOB)V(OAANB)V(AAB))

Dass diese Aussage gilt, ist deshalb der Fall, weil die Welten alle ,,in einer Kette* liegen. Es gibt
keine Verzweigungsmoglichkeiten, so dass auf einem Pfad A und einem anderen B gelten konnte.
Die beiden Welten ¢4 und ¢ miissen bezgl. R in Beziehung zu einander stehen.



