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Dieses Blatt wurde in der Ubung am 23.12.2010 besprochen.

Zu Aufgabe 1

(a)

(i) G =3Jz(p(z)), denn Ggko = p(c) und —p(c) A Jz(p(z)) ist erfiillbar.
Ein Modell ist D = ({a, b}, I(p) = {a}, I(c) = b)

(ii) Z.B. G = p = Ggxo (mit p O-stelliges Pridikat). Fiir jede variablenfreie Formel G gilt G = Gy,
also insbondere auch -Ggo NG = -G AG = 0.

(iii) G = Jz(p(x)), denn Gg, = p(c) und G — G = Jx(p(x)) — p(c). Die Interpretation
D = ({a,b},I(p) = {a},I(c) =b) ist z. B. kein Modell von G — Ggo.

Sei G obdA in Prénexnormalform und die gebundenen Variablen verschieden. Lemma 4.36 im Skript
besagt:

Sei X eine Signatur, D eine Interpretation fiir 3, § eine Belegung und o eine fiir A
kollisionsfreie Substitution mit o(y) = y fiir alle Variablen y # x, dann gilt:

valp g(0(A) — JzA) =W

Sei n die Anzahl der Existenzquantoren in G. Die Formel G, wird durch n Skolemisierungsschritte
aus G gewonnen. Seinen Gy, ..., G, die Zwischenschritte mit Gy = G und G,, = G-

Betrachten wir nun den allgmeinen Schritt G; ~» G;41 fiir 0 < ¢ < n.

Jedes Gj ist von der Form G; = Vi ...Vx;,3x ¢; mit [; > 0 voranstehenden Allquantoren fiir ein
geeignetes ;.

Fiir G4 gilt nach der Skolemisierung von z: Gy1 = V1 ...V, o(p;) wobei o(z) = fi(z1,...,x,)
fiir eine neue Skolemfunktion f; ist. o entspricht auf den Variablen verschieden von x der Identitét
und ist wegen der Annahme iiber die Variablen kollisionsfrei.

Damit sind die Voraussetzungen von Lemma 4.36 erfiillt und es gilt, dass o(p) — Jz ¢ allge-
meingiiltig ist.

Wegen (mehrfacher Anwendung) des Lemmas unten gilt auch (G;)sko = Git1 — G ist allge-
meingiiltig. Mit der Transitivitit von — folgt: G,, — Gy ist allgemeingiiltig. g
Lemma: Wenn A — B allgemeingiiltig ist, dann ist auch Yz A — Vx B allgemeingiiltig.

Beweis: Sei (D, I) eine Interpretation und § eine Variablenbelegung, A — B allgemeingiiltig und
gelte val(r g)(Vx A) = W. Dann ist zu zeigen, dass val(; g (Vo B) = W.

Es gilt, dass val(; gay(A) = W fiir alle d € D und wegen der Allgemeingiiltigkeit von A — B damit
auch val(; gay(B) = W fiir alle d. Das wiederum impliziert val(; g)(Vz B) = W. O



Zu Aufgabe 2

Es gilt im Allgemeinen nicht G = Gy, wie uns Aufgabe 1 zeigt. Es gilt lediglich G = Gge: G hat
ein Modell genau dann, wenn G, ein Modell hat (,equisatisfiability“). Das Zeichen = darf nicht bei
Skolemisierung verwendet werden.

Es gibt verschiedene unterschiedliche Losungen fiir diese Aufgaben, aber man sollte immer versucht
sein, Skolemsymbole mit moglichst wenig Argumenten zu erzeugen, weil das nachfolgende Beweise effizi-
enter gestalten lisst (weniger Unifikation notwendig!).

Nimmt man die Aufgabenstellung wortlich, so muss man eigentlich zuerst Pranexnormalform herstel-
len und danach erst skolemisieren. In der Praxis ist das aber zumeist ungiinstig (insofern ist die Aufgabe
schlecht formuliert). Besser ist es, zuerst zu skolemisieren und dann die Quantoren nach aufien zu ziehen.
Dass letztere Reihenfolge besser ist, zeigt der Vergleich der Teilaufgaben (a) und (c). Mehrere Existenz-

quantoren werden von auflen nach innen eliminiert.

(a)

(Vap(z) — Yaq(x)) — Vo(p(x )
(Vap(x) — Vyq(y)) = Vz(p(z) (
—(=Vap(x) V Vyq(y)) V Vz(-p(2) V
(Vap(z) A y—q(y)) V Vz(-p(2) V
(Vzp(x) A =q(c)) V Vz(=p(2) V q(z )
Va2 ((p(x) A —g(c)) V (=p(2) V q(z
VaVz((p(z) V —p(2) V q(2)) A (mg(c

1T [ T T T

(=

\/ —p(2) V q(2))

3z (Vy p(z, y) V z2(p(z, 2) AV p(z, 7))

= Ja(vy p(x,y) vV Iz(p(z, 2) AVw p(z,w)))

= Yy p(e,y) V (pe,d) AVw p(d, w))

= VyVw(p(c,y) V (p(c,d) Ap(d,w)))

= VyVw((p(c,y) Vple,d) A (p(e,y) V p(d, w)))

Umbenennen der gebundenen Variablen
Implikationen auflosen

Implikationen nach innen schieben
Skolemisieren

Allquantoren nach auflen ziehen
Matrix in KNF {iberfithren

Umbenennen gebundener Variablen

Skolemisieren
Allquantoren nach auflen ziehen
Matrix in KNF

(c¢) Vor der Skolemisierung konnen auch erst die Allquantoren nach auBlen gezogen werden. Dadurch
wird bei der Skolemisierung ein Skolem-Term f(z, z) statt einer Konstanten eingefiihrt. Diese Losung
ist strukturell (nicht nur durch Umbenennung!) verschieden von der Lésung in (a).

(Vap(z) — Vag(z))

(Vop(x) — Yyq(y)) (p(Z) — q(2)
=(=Vap(z) V Vyq(y)) v Z(ﬂp(Z)VQ(Z))
(Vap(x) A Jy—q(y)) v

1 1| T T

Vavz((p(x) A 3y—q(y)) V (ﬂp(Z) Vq(z2))
VaVz((p(w) A —q(f(z, 2))) V (=p(2) V q(2))
VaVz((p(x) V —p(2) V q(2)) A (mg(f(w,2)) V =p(2) V q(2))

Umbenennen der gebundenen Variablen
Implikationen auflésen

Implikationen nach innen schieben
Allquantoren nach auflen ziehen

Skolemisieren
Matrix in KNF iiberfithren



Zu Aufgabe 3
Das Herbrand-Universum ist Dy = {f(f(... f(b)...)) | n € N}
—_—

n

(a) Unendlich! viele. Fiir I(p) kann jede beliebige Teilmenge der (unendlich groen) Menge Dy gewiihlt
werden. I(f) ist nicht verdnderbar.

(b) 3, ndmlich (D, Iy), (D, 1) und (D, I2) mit

Io(p) ={ b f(b), f(f(V), F(f(f(V));- -} =Dm
Ii(p) ={ f@), f(r®), FFFD), .-} = D \{b}
I(p) = { FF®), FUED)), -} = Da\{b, f(b)}

(¢) Um das gewiinschte Resultat zu erzielen, muss man ein Universum wéhlen, in dem nicht jedes
Element durch f und b dargestellt werden kann.

Sei also D = Dy U{c}. Es gibt keinen Grundterm ¢, fiir den val(t) = ¢ in Herbrand-Interpretationen
gelten kann. Ist nun I(p) = Dy (also ohne ¢) und I(f)(c) = ¢ und [ identisch zu Iy, wo letzteres
definiert ist, so gilt offensichtlich (1), da diese Formel keine Bedingungen an c stellt. (2) gilt jedoch
nicht, da val; g(p(f(f(x)))) = F fur B(x) = c ist.

Alternative Lisung: Wahle (D, I) mit D = Z, I(f) : x — z+1, I(b) = 0,und I(p) = {z € Z | x > 0}.
Auch dann ist (1) erfiillt, nicht aber (2).

Zu Aufgabe 4

In folgendem Widerspruchsbeweis benutzen wir den Endlichkeitssatz als Spezialfall des Kompaktheitssat-
zes, um zu zeigen, dass es keine Formel F' wie in der Aufgabe gefordert geben kann.

Angenommen, es giibe eine Formel F, die genau in denen Interpretationen (D, I) zu W auswertet, in
denen der durch (D, I) beschriebene Graph: (D, I(kante)) zusammenhéngend ist.

Seien a,b € 3. Die Aussage:

“es existiert kein Pfad zwischen a und b der Lénge n (n € N,n > 0)”
wird formalisiert durch die Formel:
Ay = —(a=b)A-3x;1 -+ Jxp_1((kante(a, x1)A. . Akante(x,—1,b))V(kante(b, zp_1)A. . .Akante(z1,a))) .
Betrachten wir nun die Formelmenge
FU{A, |neNn>0} .

Jede endliche Teilmenge F dieser Menge hat ein Modell. Sei ndmlich A,, die Formel mit dem gréfiten
in E vorkommenden Index. Dann ist

a] = qag
b = Am+1
k:cmte] = {(a07 al)a ) (amv am+l)}

ein Modell von E.

Nach dem Endlichkeitssatz miisste es also ein Modell von F'U {A, | n € N;n > 0} geben. Dies
fithrt zum Widerspruch: F' sagt aus, dass der Graph zusammenhéngend sein muss und die Formelmenge
{A, | n € N,n > 0} beschreibt, dass es zwischen a! und b’ keinen Pfad irgendeiner Linge gibt, der Graph
also nicht zusammenhéngend sein kann.

sogar iiberabzihlbar unendlich



