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Termersetzungssysteme (T

Definition

Termersetzungssysteme sind spezielle Reduktionssysteme.

Ist E eine endliche Menge von Gleichungen Uber der Signatur
¥, dann nennen wir das Reduktionssystem

(Terms, —1>E)

ein Termersetzungssystem.
Da dieses durch X und E eindeutig bestimmt ist, sprechen wir
kirzer vom Termersetzungssystem (¥, E).
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Kanonisches SXIT
Termersetzungssysteme

Theorem
(X, E) sei ein kanonisches Termersetzungssystem.

1. Zu jedem Term t gibt es genau einen irreduziblen Term
irr(t) mitt —g irr(t).
2. Fur beliebige Terme s, t gilt:

El=s=t<ir(s)=irr(l).

3. Die Giiltigkeit einer Gleichung in der Theorie von E ist
entscheidbar.

Spezialfall des Satzes Uber kanonische Reduktionssysteme.
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Ein einfaches kanonisches AT

Termersetzungssystem

Egsr:
OAx = 0 1AXx = X
xAN0 = 0 xA1 = x
Ovx = x 1vx = 1
xv0 = x xvi1 = 1

Far jeden variablenfreien Booleschen Term ¢ gilt

t —Eggr O
oder

t —Eger 1
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Kritisches Paare AT

Definition

Ein Paar (1, &) von Termen hei3t kritisches Paar von (X, E),
wenn existieren: Gleichungen 4 = ry und L = r, die Varianten
von Gleichungen in E sind; ferner ein Term u und eine Substitu-

tion 1, so dass gilt:
» uist Unterterm von /4, u ist keine Variable

Der Term (/) heiBt dabei eine Uberlagerung von Iy mit k.
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von Gleichungen in E sind; ferner ein Term u und eine Substitu-
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Kritisches Paare AT

Definition
Ein Paar (t, ) von Termen heil3t kritisches Paar von (%, E),
wenn existieren: Gleichungen 4 = ry und L = r, die Varianten
von Gleichungen in E sind; ferner ein Term u und eine Substitu-
tion 1, so dass gilt:

» uist Unterterm von /4, u ist keine Variable

» u ist mit k unifizierbar, und y ist ein mgu(u, k)

» ty = u(ry) (nach der Gleichung /1 = ry)

» t entsteht aus p(/), indem dort genau ein Vorkommen von

wu(k) durch p(r2) ersetzt wird (nach der Gleichung b = ).

Der Term (/) heiBt dabei eine Uberlagerung von Iy mit k.
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Das zentrale Lemma AT

Ein Termersetzungssystem (¥, E) ist

lokal konfluent
genau dann, wenn
jedes kritische Paar (t, t2) konfluent ist
d.h. eint existiert mitt;y —g t, b —g t.
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Das zentrale Lemma AT

Theorem
Ein Termersetzungssystem (¥, E) ist

lokal konfluent
genau dann, wenn
jedes kritische Paar (t, t2) konfluent ist
d.h. eint existiert mitt;y —g t, b —g t.

Lemma

Ein endliches Termersetzungsststem (X, E) besitzt bis auf
Variantenbildung nur endlich viele kritische Paare, und diese
lassen sich algorithmisch aus (X, E) erhalten.
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Gruppentheorie Eg KIT

1 0+x = X
2 (X+y)+z = x+(y+2)
3 i(x)+x =0
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Gruppentheorie Eg KIT

1 0+x = X
2 x+y)+z = x+(¥y+2)
3 i(x)+x =0

Ist Eg lokal konfluent?
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Gruppentheorie Eg KIT

1 0+x = X
2 x+y)+z = x+(¥y+2)
3 i(x)+x =0

Ist Eg lokal konfluent?
Wir untersuchen die kritischen Paare.
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Kritische Paare fiir Eg KIT

1in2 (04+u)+z O0+(u+2), u+z
2in2 (u+v)+w)+z (u+v)+(w+2), (U+(v+w))+2)
3in2 (i(u)+u)+z (i(u)+(u+2),0+2)

Formale Systeme — Prof. Dr. Bernhard Beckert, WS 2014/2015 8/14



Kritische Paare fiir Eg KIT

1in2 (04+u)+z O0+(u+2), u+z
2in2 (u+v)+w)+z (u+v)+(w+2), (U+(v+w))+2)
3in2 (i(u)+u)+z (i(u)+(u+2),0+2)

Beide Seiten von 1) reduzieren zu u + z.
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1in2 (04+u)+z O0+(u+2), u+z
2in2 (u+v)+w)+z (u+v)+(w+2), (U+(v+w))+2)
3in2 (i(u)+u)+z (i(u)+(u+2),0+2)

Beide Seiten von 1) reduzieren zu u + z.
Beide Seiten von 2) reduzieren zu ((u+ v) + w) + z.
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Kritische Paare fiir Eg KIT

1in2 (04+u)+z O0+(u+2), u+z
2in2 (u+v)+w)+z (u+v)+(w+2), (U+(v+w))+2)
3in2 (i(u)+u)+z (i(u)+(u+2),0+2)

Beide Seiten von 1) reduzieren zu u + z.
Beide Seiten von 2) reduzieren zu ((u+ v) + w) + z.
Reduktion von 3) fiihrt zu dem Paar

i(uy+(u+2z) z
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Kritische Paare fiir Eg KIT

1in2 (04+u)+z O0+(u+2), u+z
2in2 (u+v)+w)+z (u+v)+(w+2), (U+(v+w))+2)
3in2 (i(u)+u)+z (i(u)+(u+2),0+2)

Beide Seiten von 1) reduzieren zu u + z.
Beide Seiten von 2) reduzieren zu ((u+ v) + w) + z.
Reduktion von 3) fiihrt zu dem Paar

i(uy+(u+2z) z

Es gilt
Eclz=i(u)+(u+2)
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Kritische Paare fiir Eg KIT
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Beide Seiten von 2) reduzieren zu ((u+ v) + w) + z.
Reduktion von 3) fiihrt zu dem Paar

i(uy+(u+2z) z

Es gilt
Eclz=i(u)+(u+2)

Setze EL = EgU {z = i(u) + (u+ 2)}.
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Kritische Paare fiir Eg KIT

1in2 (04+u)+z O0+(u+2), u+z
2in2 (u+v)+w)+z (u+v)+(w+2), (U+(v+w))+2)
3in2 (i(u)+u)+z (i(u)+(u+2),0+2)

Beide Seiten von 1) reduzieren zu u + z.
Beide Seiten von 2) reduzieren zu ((u+ v) + w) + z.
Reduktion von 3) fiihrt zu dem Paar

i(uy+(u+2z) z

Es gilt
Eclz=i(u)+(u+2)

Setze EL = EgU {z = i(u) + (u+ 2)}.
Ist E lokal konfluent?
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Kritische Paare fir £/, T

1in4 i(0)+(0+u) (i(0)+u, u)

2ind i(u+v)+((u+v)+w) (((u+v)+u+(v+w)), w)
3ind i(i(u))+ (i(u )+U) (i(i(u)) + 0, u)

4in2 (i(x)+(x+y))+ () +((x+y)+w), y+w)
4in4 i(i(u)) + (i(u )+(u+ v)) (i(i(u))+v, u+v)
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Kritische Paare fir £/, T

1in4 i(0)+(0+u) (i(0)+u, u)

2ind i(u+v)+((u+v)+w) (((u+v)+u+(v+w)), w)
3ind i(i(u))+ (i(u )+U) (i(i(u)) + 0, u)

4in2 (i(x)+(x+y))+ () +((x+y)+w), y+w)
4in4 i(i(u)) + (i(u )+(u+ v)) (i(i(u))+v, u+v)

Reduktion der kritischen Paare ergibt:

(i(0)+u, u) (i(0)+u, u)
((u+v)+u+(v+w), w) ((U+v)+(Uu+(v+w)), w)
(i(i(u))+0, u) (i(i(u))+0, u)
EIEX)+((X+y)+W),y+W) Ey+w y+w)
i

i(U)+v, u+v) i(i(u)+v, u+v)
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Kritische Paare fir £/, T

1in4 i(0)+(0+u) (i(0)+u, u)

2ind i(u+v)+((u+v)+w) (((u+v)+u+(v+w)), w)
3ind i(i(u))+ (i(u )+U) (i(i(u)) + 0, u)

4in2 (i(x)+(x+y))+ () +((x+y)+w), y+w)
4in4 i(i(u)) + (i(u )+(u+ v)) (i(i(u))+v, u+v)

Reduktion der kritischen Paare ergibt:

i(0)+u, u) (i(0)+u, u)

(Ut v)+u+(v+w)), w) ((u+v)+(u+(v+w)), w)
i(i(u))+0, u) (i(i(u))+0, u)
(X)+((x+y)+w), y+w) (y+w,y+w)

i(i(w)+v, u+v) (i(i(u))+v, u+v)

~ A~ A~~~
~ o~~~ T~
Py

Nur das vorletzte Paar ist also konfluent.
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E2 IT

Eg

1 0+x = X

2 (x+y)+z = x+(¥+2)
3 i(x)+x =0

4 /(x)+(x+y) =y

5 i(0)+ = X

6 /(x+y) (x+(y+2) = z

7 i(i(x)) +y = Xty

Neue Gleichungen in blau.

Formale Systeme — Prof. Dr. Bernhard Beckert, WS 2014/2015 10/14



Kritische Paare fir E2 T

1ine (i(u)+ 0+ (u+2), 2)

1in6 (i0+y)+(y+2), 2)

3in5 (0, 0)

3in6 (i(ily+2z2)+y)+0, 2)
3in7 (x+i(x), 0)

4in5 (0+v, v)

4in6 (i(i(u)+u)+v, v)

4in7 (x+(>i(x)+v), v)

5in2 (i(0)+(x+vVv), x+V)

5in4 (i(i(0)) + x, x)

5in6 (i(i0)+y)+(y+2), 2)
6in2 (ix+y)+(x+Wy+2)+w), z+w)
6in6 (i(i(lu+v)+u)+w, v+w)
7in2 (i(ix)+Wy+2), (x+y)+2)
7in3 (x+i(x), 0)

7ind (x+(ix)+u), u

7in6 (v+w, v+ w)
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Aus den nicht konfluenten kritischen Paare von Eé ergeben

sich die folgenden neuen Gleichungen:

i(ily+2z)+y)+0==z
X+i(x)=0
x+(i(x)+v)=v
i(i(u+v)y+u)+w=v+w
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Beobachtung (T

Im Knuth-Bendix Verfahren kénnen auch Gleichungen wieder
wegfallen.
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Beobachtung (T

Im Knuth-Bendix Verfahren kénnen auch Gleichungen wieder

wegfallen.
Unter den kritischen Paaren von Eg kommt die Uberlagerung

i(ilu+v)+u)+0

von i(i(y+z)+y)+0=zundi(i(u+v)+u)+w= v+ wvor,
die zu dem nicht konfluenten kritischen Paar fuhrt: (v +0, v).
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Beobachtung (T

Im Knuth-Bendix Verfahren kénnen auch Gleichungen wieder
wegfallen.
Unter den kritischen Paaren von Eg kommt die Uberlagerung

i(ilu+v)+u)+0

von i(i(y+z)+y)+0=zundi(i(u+v)+u)+w= v+ wvor,
die zu dem nicht konfluenten kritischen Paar fuhrt: (v +0, v).

Nimmt man die neue Regel (v +0 = v) in E4 dann sieht man,
dass die Termersetzung i(i(y + z) + y) + 0 = z Gberflissig
wird: sie kannaus (v+0=v)undi(i(lu+v)+u)+w=v+w
abgeleitet werden.
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Endergebnis KIT

Ein kanonisches Termersetzungssystem fir die
Gruppentheorie

EGroup :
0+ x — X (x+y)+z — X+ (y+2)
x+0 — x ixX)+(x+y) — y
ixX)+x — 0 x+(i(x)+y) — y
X+i(x) — 0 i(x+y) — i(y) +i(x)
i(0) — 0 i(i(x)) — X
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