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Aufgabe 1
Gegeben sei die modallogische Signatur, die nur das Atom P beinhaltet, sowie folgende Kripke-Struktur K =

(W, R, I) tiber dieser Signatur:
P @ P
—|P
Py

(D.h., dass W = {w1, wa, w3, wy, w5},
R = {(w1, w2), (w1, ws3), (w1, wa), (w2, w1), (w2, wa), (w3, w1), (w3, w2), (wa, ws)},
und fiir die Interpretation I gilt: I(P,w;) = I(P,ws) = I(P,wy) = W, I(P,ws) = I(P,ws) = F.)
(a) Geben Sie fiir jede Welt © € W eine Formel ¢, an, so dass firr jede Welt y € W,z # y gilt:
valy(¢z) # valy(¢z).

(b) Die sogenannte Extension von ¢ (in der Struktur ) ist [¢] := {w € W | val,(¢) = W}.
Bestimmen Sie fiir die Struktur £C: [OP], [0OP], [OOP] und [BOP].

Lésung zu Aufgabe 1

(a) Die Unterscheidungsformeln sind (eine Moglichkeit):
Dw;, =10
buw, = P ANO-P buy = P AOP by = OP AP by = A5

i=wa

(b) Die Extensionen in diesem Modell sind:

[OP] = {w2, w3, w5} [0OP] = {w1, w3, ws}
HQOPH = {wl,wg,wg,w4} [[DDP]] = {w4,w5}



Aufgabe 2

Wir betrachten die Klasse T der Kripke-Strukturen X = (W, R, I) mit reflexiver Ubergangsrelation R,
und eine modallogische Signatur, die das Atom P enthélt. Geben Sie eine konkrete T-Struktur K an, so
daBl K = P — OOP, jedoch K | OP — OOP.

Lésung zu Aufgabe 2

Sei IC der folgende reflexive Kripkerahmen:

&

Es gilt K E P — OOP wegen we = OOP, da we genau sich selbst als Nachfolger hat. Gleichzeitig
wy = OP — OOP, da wy = OP (wegen wy — ws), aber wy = OOP wegen ws = OP.



Aufgabe 3

Uberpriifen Sie, ob die folgenden Formeln mit den Atomen A und B in allen Kripke-Strukturen, bei
denen der Kripke-Rahmen eine strikte Totalordnungﬂ ist, allgemeingiiltig sind. Geben Sie fiir die nicht
allgemeingiiltigen Formeln Gegenbeispiele an.

(a) OA— QA

(b) O0A— O0A

(¢) CAANOB — Q((ANOB)V (OCAANDB)V (ANAB))
Hinweis: Fiir alle W C Z ist beispielsweise (W, <) eine strikte Totalordnung.

Losung zu Aufgabe 3

(a) ist nicht allgemeingiiltig.
Gegenbeispiel: Sei S = {0} und R = (), dann ist 0 = A, aber nicht 0 = QA.

(b) ist nicht allgemeingiiltig.

In der unten stehenden Struktur gilt 0 = Q0 A, aber nicht 0 = QO A.
A

(c) ist allgemeingiiltig.
Sei ty € S eine Kripkewelt.
Gelte I, tg = OANQB, dann gibt es zwei Welten t4 > to und tp > to,sodass K,t4 = A und K,tp
B. Nun werden wir in einer (erschopfenden) Fallunterscheidung drei Fille nebeneinander stellen:
ty < tp: Dann gilt K,t4 = AA OB, also in t, auch K,ty = O(AAOB).
ty =tp: Dann gilt K,t4 = A A B, also in t, auch K, ¢y = O(A A B).
tqa > tp: Dann gilt K, tp = OA A B, also in t, auch K, ty = O(0A A B).

Da immer eine der drei Moglichkeiten erfiillt sein muss, ist insgesamt

K,to E O(ANOB)VO(OAAB)VO(AANB)
— K,tp E O(ANOB)V(OAANB)V(AAB))

Diese Aussage gilt weil die Welten durch die strikte Totalordnung alle ,,in einer Kette“ liegen. Es gibt
keine Verzweigungsmoglichkeiten, so dass auf einem Pfad A und einem anderen B gelten konnte.
Die beiden Welten t4 und tp miissen bezgl. R in Beziehung zu einander stehen.

Die Implikation gilt auch in der Riickrichtung, so daf§ wir ingesamt erhalten:

K,to E O(AANOB)V(OAAB)V(AAB)).
— Kty E O(AANOB)VO(OAAB)VO(AAB).

Falls IC,to = O(A A B), so gilt K,tg = QAN OB.
Falls IC, tg = O(AAOB) (K, to = O(QAAB) analog), so gilt wegen der Transitivitét (d.h. 00A — O A)
auch KC,ty = OA N OB.

1d.h., eine transitive Relation R, bei der zwischen je zwei Elementen a, b immer genau eine der Beziehungen R(a,b),a=b
oder R(b,a) besteht.



Aufgabe 4

Modallogische Formeln kénnen auf priadikatenlogische Formeln abgebildet werden, indem man jeder mo-
dallogischen Variablen p ein einstelliges Prédikat p(-) zuordnet und auerdem die Zugéinglichkeitsrelation
der Kripkestruktur als zweistelliges Pradikat r(-, ) darstellt.

Geben Sie eine rekursive Definition dieser Abbildung, die modallogische Formeln ¢ auf priadikatenlo-
gische Formeln ¢ abbildet.

Geben Sie auch an, wie jeder Kripkestruktur K eine pridikatenlogische Interpretation X' = (D, Ixcr)
zuzuordnen ist, so dass — wie beabsichtigt — gilt:

KE¢  gdw. K'E¢ .

Lésung zu Aufgabe 4

Zunichst die Transformation einer modallogischen Struktur I = (S, R, I) iiber der Signatur ¥ in eine
pridikatenlogische Struktur K’ = (Dx, Ix) iiber Y.

Dy, = S

Yo = (0, 2U{r},a)

a(p) = lfirpeX

a(r) = 2
I(p) = {s€S:1I(p,s) =W}
I(r) = R

Das PL-Universum entspricht der Menge der moglichen Welten der Kripkestruktur. Fiir eine modal-
logische Formel ¢ suchen wir daher nun eine PL-Formel ¢, die eine freie Variable x besitzt. Die Belegung
von = bestimmt die Welt, in der die Formel ,,ausgewertet* werden soll. Dazu transformieren wir durch
die folgende, rekursiv anzuwendende Abbildung:

Modallogik ¢ Pradikatenlogik ¢

D p(z) AL-Atome werden zu Anwendungen von Pridikaten
Yoy Yoy AL-Verkniipfungen bleiben erhalten
Clp Vy(r(z,y) — [z —y]) | O wird zum Allquantor, wobei die Variable y neu

gewdihlt sein muss, also in ¢ nicht auftreten darf.

O Fy(r(z,y) ANz — y]) | O wird zum Existenzquantor, wobei die Variable y neu
gewihlt sein muss, also in 1 nicht auftreten darf.

Offensichtlich enthélt jedes ¢ genau eine freie Variable: z. Diese entspricht dem Zustand, in dem die
Formel ausgewertet werden soll. Entsprechend bedeutet z.B. die Ubersetzung des O-Operators, dass eine
Formel in allen Zusténden y, fiir die r(z,y) wahr ausgewertet wird, auch wahr ausgewertet werden muss.

Die Aussage K, s |= ¢ ist damit genau dann wahr, wenn die Aussage K', I}, 5 = ¢ wahr ist. Die
Aussage ist in jeder Kripkewelt giiltig (K = ¢), wenn K, I}, = Vo @ wahr ist. Setze also ¢’ := Vz ¢.

Da umgekehrt aus jeder PL-Interpretation auch eine Kripkestruktur abgeleitet werden kann, gilt sogar
die Aussage:

¢ ist allgemeingiiltig in allen Kripkestrukturen gdw. ¢’ ist pridikatenlogisch allgemeingiiltig.



