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Aufgabe 1

Zu einer pridikatenlogischen Formel G in Prédnexnormalform bezeichne Ggy, die durch Skolemisierung
(genauer: durch wiederholte Anwendung von Lemma 4.61 im Skriptum) aus G konstruierte Formel in
Skolem-Normalform.

(a) Geben Sie (ohne Beweis) jeweils eine priadikatenlogische Formel G in Prianexnormalform an, so dass
Folgendes gilt:

(i) 7Ggsko A G ist erfiillbar,
(il) =Ggko A G ist unerfiillbar,
(ili) G — Ggko ist nicht allgemeingiiltig.

(b) Zeigen Sie, dass Gg, — G fiir alle prédikatenlogischen Formeln G in Prianexnormalform allge-
meingiiltig ist.

Lésung zu Aufgabe 1

(a) (i) G =3z(p(x)), denn Ggx, = p(c) und —p(c) A Jz(p(x)) ist erfiillbar.
Ein Modell ist D = ({a, b}, I(p) = {a},I(c) =b)

(ii)) Z.B. G = p = Ggxo (mit p O-stelliges Priadikat). Fiir jede variablenfreie Formel G gilt G = Gygo,
also insbondere auch -Gy A G = -GAG = 0.

(iii) G = Jz(p(x)), denn Gg, = p(c) und G — G = Jx(p(x)) — p(c). Die Interpretation
D = ({a,b},I(p) = {a},I(c) = b) ist z. B. kein Modell von G — Ggo.

(b) Sei G obdA in Prianexnormalform und die gebundenen Variablen verschieden. Lemma 4.36 im Skript
besagt:

Sei 3 eine Signatur, D eine Interpretation fiir X, § eine Belegung und o eine fiir A
kollisionsfreie Substitution mit o(y) = y fiir alle Variablen y # x, dann gilt:

valp g(0(A) — JzA) =W

Sei n die Anzahl der Existenzquantoren in G. Die Formel G, wird durch n Skolemisierungsschritte
aus G gewonnen. Seinen Gy, ..., G, die Zwischenschritte mit Gy = G und G,, = Gp,.

Betrachten wir nun den allgmeinen Schritt G; ~» G;41 fiir 0 < i < n.

Jedes G; ist von der Form G; = Vxy...Va;, 3z ¢; mit [; > 0 voranstehenden Allquantoren fiir ein
geeignetes ;.



Fiir G4 gilt nach der Skolemisierung von z: Gy = V1 ...V, o(p;) wobei o(z) = fi(z1,...,x,)
fiir eine neue Skolemfunktion f; ist. o entspricht auf den Variablen verschieden von x der Identitét
und ist wegen der Annahme iiber die Variablen kollisionsfrei.

Damit sind die Voraussetzungen von Lemma 4.36 erfiillt und es gilt, dass o(p) — Jz ¢ allge-
meingiiltig ist.

Wegen (mehrfacher Anwendung) des Lemmas unten gilt auch (G;)sko = Git1 — G ist allge-
meingiiltig. Mit der Transitivitdt von — folgt: G, — Gy ist allgemeingiiltig. g

Lemma: Wenn A — B allgemeingiiltig ist, dann ist auch Vz A — Vx B allgemeingiiltig.

Beweis: Sei (D, I) eine Interpretation und § eine Variablenbelegung, A — B allgemeingiiltig und
gelte val(; g)(Vz A) = W. Dann ist zu zeigen, dass val; g)(Vx B) = W.

Es gilt, dass val(; gay(A) = W fiir alle d € D und wegen der Allgemeingiiltigkeit von A — B damit
auch val(; gay(B) = W fiir alle d. Das wiederum impliziert val(; g)(Vz B) = W. O

Aufgabe 2

Berechnen Sie fiir die pridikatenlogischen Formeln (a) und (b) zunéchst die Prénex-Normalform und dann
die Skolem-Normalform.

(a) (Vo p(z) — Vo q(z)) = Va(p(z) — q(z))
(b) Jx(Vy p(z,y) V Iz(p(x, 2) AVx p(z,x)))
(c) Geben Sie eine Skolem-Normalform fiir (a) an, die sich von Threr Losung zu (a) nicht nur durch

Umbenennung und Aquivalenzumformung unterscheidet.

Lésung zu Aufgabe 2

Es gilt im Allgemeinen G = G, nicht, wie uns Aufgabe [1] zeigte.

Es gibt verschiedene unterschiedliche Losungen fiir diese Aufgaben, aber man sollte immer versucht
sein, Skolemsymbole mit moglichst wenig Argumenten zu erzeugen, weil das nachfolgende Beweise effizi-
enter gestalten ldsst (weniger Unifikation notwendig!).

(a) Uberfiihren in Priinex-Normalform

(Vo p(x) = Va q(x)) = Va(p(r) — q(x))

(Vz1 p(z1) = Voo ¢(x2)) — Vas(p(zs) — ¢(x3)) Umbenennen der gebundenen Variablen

(VzoTzy(p(z1) — q(x2))) — Vas(p(zs) — ¢(x3)) Innere Quantoren aus der Implikation ziehen
Dabei erweist es sich als sinnvoll, x5 vor x1 zu setzen

= JaxoVaiVas((p(r1) — q(x2)) = (p(x3) — q(x3))) Alle Quantoren nach auflen
= dzaVaVas((p(x1) A —g(x2)) V —p(xs3) V q(xg)) Matrix in ...
= EImQV:nN:Uz(((p(fL‘ 1)V —p(z3) v Q(CBB JA

A=

Skolemisieren: fiir 9 wird eine Konstante ¢ eingefiihrt.

Vo Vos((p(z1) V —p(as) V g(xs)) A (mg(c) V —p(zs) V q(z3)))

x2) V p(x3) V q(x3)) ... KNF iiberfiihren

(b) Uberfiihren in Prinex-Normalform

)
Jx(Vy p(x,y) Vv Elz( (x,2) ANVYw p(z,w))) Umbenennen gebundener Variablen
JrIVyVw(p(z,y) V (p(z, 2) A p(z,w))) Herausziehen der Quantoren
JrI2VyVw((p(z,y) V p(z,2)) A (p (1:, y) Vp(z,w))) Matrix in KNF



Skolemisieren: fiir x wird eine Konstante ¢ eingefithrt und fiir z die Konstante d.
VyVw((p(e,y) V ple, d)) A (ple, y) V p(d, w)))

(¢) Nach der Umbenennung der Variablen (siehe (a)) kénnen die Quantoren auch in anderer Reihenfolge
behandelt werden:

(Vo1 p(z1) — Vo q(x2)) = Vas(p(es) — q(xs))

Vas((Vz1 p(x1) — Voo q(z2)) — (p(z3) — q(x3))) Ziehe z3 zuerst heraus

Vas((Fz1Vra(p(z1) — q(x2))) — (p(x3) — ¢(x3))) Innere Quantoren aus der Implikation ziehen
s.0.

VraVay s (p(z1) V —p(@s) V (@) A - .
A (mg(x2) V —p(x3) V q(w3))

Skolemisieren: fiir x5 wird eine Funktion f eingefiihrt, die als Argument die freien Variablen x5 und
1 erhélt:

Vo Vos((p(z1) V —p(as) V q(xs)) A (mq(f(xs,21)) V —p(as) V q(x3))

Diese Losung ist strukturell (nicht nur durch Umbenennung!) verschieden von der Losung in (a),
weil die Skolemfunktion 2 statt keinem Argument erhélt.

Aufgabe 3

Transformieren Sie die folgende Formel schrittweise in Skolemnormalform.
Vvﬂx(((v,zr(z,v)) — (Vap(z,2))) = q(z) vV r(v, x))

Bei welchem Schritt geht die die Aquivalenz zur urspriinglichen Formel verloren?

Lésung zu Aufgabe 3

Vvﬂx(((v,zr(zjv)) — Yz p(z,2)) = (¢(z) v r(v,ac)))

i. All-Abschluss:

VszEIx((Vz(r(z,v)) — Yz p(z, 2)) = (¢(z) v r(v,a:)))
ii. Bereinigen:
VszEIa:((Vz(r(z,v)) — Va1 p(z1,21)) = (¢(z) V r(v,x)))

iii. Pranexnormalform:

Vi Voda ( (Vz(r(z,v)) = Vo p(z1, 1)) —

Va1 Vodz (= (=(Vz 7(z,v)) V Vz1 p(z1,21)) V (g(z) V (v, z ))
V
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iv. Skolemisieren:

Vz1Vo3aVz3z, ((r(z, v) A =p(z1,21)) V (q(z) V7 (v, x)))
= VZ;NUVZ((T(Z, v) A =p(g(21,v,2),21)) V (q(f(21,v)) V r(v, f(zl,v)))>
Dieser Schritt ist keine Aquivalenzumformung. Die zweite Formel ist nur erfiillbarkeitsiquivalent (=)

zur ersten.

v. Matrix in KNF:

Vz1VoVz (r(z, v) A p(g(z1,v, 2), zl)) V (q(f(z1,v)) Vr(v, f(z1, v))))
= VznVovz (r(z,v) Vq(f(z1,v)) V r(v, f(zl,v))) A (ﬂp(g(zl, v,2),21) V q(f(z1,v)) Vr(v, f(z1, v)))

Aufgabe 4

Fiir eine Formel in Skolemnormalform muss die Matrix in konjunktiver Normalform sein. Wie kann man
das in der Vorlesung vorgestellte Prinzip der erfiillbarkeitsdquivalenten kurzen KNF fiir die Aussagenlogik
auf die Pridikatenlogik tibertragen?

Loésung zu Aufgabe 4

Zur Erinnerung das Vorgehen im aussagenlogischen Fall: Eine binére Teilformel A o B in einer Formel
F, wobei A, B Literale sind und o € {A,V,—, <>}, wird durch ein neues Symbol X ersetzt und das neue
Symbol definiert durch X <> A o B. Die Definition kann leicht in CNF gewandelt werden und konjunktiv
zum Ergebnis verkniipft werden. Dieses Verfahren wird iterativ wiederholt, bis die ganze Formel in CNF
vorliegt.

Man konnte versucht sein, dieses Verfahren direkt auf die PL zu {ibertragen und neue aussagenlogische
Variablen (also nullstellige Priadikate) als Abkiirzungen fiir Teilformeln einzufithren. Dies wird aber der
verdnderten Situation nicht gerecht, da in PL die Auswertung von Teilformeln von den auftretenden
logischen Variablen abhéingen kann, ein nullstelliges Préadikat aber einen davon unabhéngigen Wert hat.

Folgendes Beispiel einer Formel in Skolemnormalform verdeutlicht, dass es nicht geniigt, kKKNF der
AL zu erstellen:

var(((p(2) V p(@)) V ~p(2)) A (p(c) A =p(d))) (1)

Diese Formel hat ein Model (z.B. M = (D,I) mit D = {01,02},I(c) = 01,1(d) = 02,1(p) = {01}). Wenn
man naiv das Verfahren der AL darauf anwenden wiirde, so kdime dabei als Ergebnis heraus (fiir neue
nullstellige Priadikatensymbole A, B, C):

Ve (BACA (A6 (p() Vp()) A (B & (AV=p(@)) A (C & (p(e) A-p(d))) (2)

Diese naive-falsche kKNF von hat kein Modelllﬂ Die Formeln und sind nicht erfiillbarkeits-
dquivalent.
Dieses Beispiel zeigt, dass nullstelligen Pradikate nicht als Platzhalter fiir Teilformeln stehen kénnen.
Sie erlauben es nicht, in Abhéngigkeit von den logischen Variablen unterschiedlich auszuwerten.
Stattdessen muss man folgendermaflen vorgehen:

! Angenommen es gebe ein Modell M = (D, I), dann gilt: I = V(B A C). Da z in B und C nicht auftritt, sind I(B) =
I(C) = W. Das bedeutet aber auch, dass I |= p(c) und I |= —p(d). Wenn nun I |= A gelten wiirde, so wiirde auch folgen, dass
I = Vz(p(z) V p(z)), was im Widerspruch steht zu I = —p(d), also ist I(A) = F. Dann ist aber I = Vz(B + (AV —p(z)))
dasselbe wie I |= Vax—p(z). Das steht aber im Widerspruch zu I = p(c). Alle Félle fithren also zu einem Widerspruch: es
kann kein Modell von geben.



Sei F' seine PL1-Formel in Skolemnormalform. Die kurze KNF wird schrittweise gebildet, indem eine
bindre Teilformel A o B in F' ersetzt wird. Die Teilformnen A und B seien wieder Literale, nur kénnen
nun in diesen logische Variablen Z auftreten, wir schreiben daher jetzt A[z] o B[z]. Es wird wieder ein
neues Pradikatensymbol X verwendet, das anstelle von A[Z] o B[z] eingesetzt wird. Dieses muss nun
jedoch die auftretenden Variablen als Argument bekommen: X (). Als Definition wird X (z) <+ (Ao B) in
CNF gewandelt und zur Lésung hinzugenommen. Dieses Verfahren wird iterativ wiederholt, bis die ganze
Formel in CNF als Fjy,, s vorliegt. Dieser Teil ist wie in der Aussagenlogik.

Es bleibt zu zeigen, dass I’ und Fjy,s erfiillbarkeitsdquivalent sind, wobei es geniigt, dies fiir eine
Ersetzung (X fiir A[z] o B[z]) zu betrachten. Sei Fx die Formel, die aus F' hervorgeht, indem A[z] o B[Z]
durch X (Z) ersetzt wurde. Wenn M = (D, I) ein Modell von Fjyy, s ist, so gilt insbesondere, dass I |= Fx
und I = Vz2.X(Z) <+ A[z]o B[z], fiir jede Variablenbelegung 3 ist valy g(X (z)) = val; 3(A[z] o B[Z]), daher
gilt auch valy g(F) = val; g(Fx).

Sei umgekehrt M = (D, I) Modell von F'. Es kann leicht zu einem Modell von Fjy, s erweitert wer-
den, wenn man I(X) := {d | I, 8¢ |= A[z] o B[z]} setzt. Diese Definition sorgt dafiir, dass die Definition
Vz.X(z) <» Alz] o B[z] von X erfiillt wird. Wie oben kann man dann schlieffen, dass fiir jede Varia-
blenbelegung  gilt, dass valy g(X(Z)) = valy g(A[Z] o B[z]), und damit wieder val; g(F) = val; g(Fx).



