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Aufgabe 1
Zeigen Sie die Unerfiillbarkeit der folgenden Klauselmenge mittels des Resolutionskalkiils:
{ {p(x17f($1)}7 {_‘p(x2a$3)a_'p($371'4)ap($27$4)}7 {p(g(d),xg)},

{_‘p(c7 C)a _'p(d7 g(x'?))}v {p($5, .’EG), ﬂp(‘rﬁv 1’5)} }

Darin sind p ein zweistelliges Priadikatensymbol, x1,...,xs Variablen, f, g einstellige Funktionssymbole
und ¢, d Symbole fiir konstante Funktionen.
Geben Sie fiir alle Resolutionsschritte den verwendeten Unifikator an.

Lésung zu Aufgabe 1

Nummeriere die gegebenen Klauseln (1) bis (5).

(6) {=p(f(z1),24),p(x1,24)} (1, 2] p={za/w1,23/f (1)}
(1) Ap(f(x1),21)} [1,5]  p={xs/f(x1),z6/71}
(8) A{p(z1,71)} 6,7 p={xa/w1}

9) {-p(d,g(z7))} 8,4] p={x1/c}

(10) {—p(g(x7,d))} 9,5]  p={xs/d,x6/g(x7)}
(11) O [10, 3] p = {zs/d,x7/d}

Hinweis: Es ist hilfreich, wenn man in einigen Klauseln Struktur erkennt: Klausel (2) besagt, dass p
transitiv ist und (5), dass p symmetrisch ist. Dies kann man verwenden, um p(z,z) zu resolvieren. Eine
zweite Anwendung der Symmetrie sorgt dann fiir den endgiiltigen Abschluss.

Aufgabe 2

Es sei eine priadikatenlogische Signatur gegeben, die die einstelligen Priadikatensymbole p, ¢ und r enthélt
und das einstellige Funktionssymbol f. Zeigen Sie mit Hilfe des pridikatenlogischen Resolutionskalkiils,
dass die Formel

((Va p(x)) = (Vz q(2))) A (Va(g(z) — r(2))) = Cz(p(@) — r(f(2))))

allgemeingiiltig ist.

Lésung zu Aufgabe 2

Um eine Formel mit dem Resolutionskalkiil als allgemeingiiltig zu beweisen, geht man folgendermafien
vor:

1. negieren der Formel
tiberfithren der Formel in Pranexnormalform, Matrix in konjunktiver Form.

skolemisieren

-~ W N

resolvieren



Negieren und Uberfiihren in PNF Nach einigen ereinfachenden Aquivalenzumformungen ist das
Negat

(Vo1 p(z1)) — (Voo q(z2)))
A (Vas(g(as) — r(x3)))
A (Yoa(r(f(24)) A p(24)))

Wenn die Quantoren herausgezogen sind, lautet die Formel in PNF":

dx1VaoVasVey (ﬂp(an) \ Q(CL‘Q))
A (—\q<$3) V T’(afg))
A (=r(f(za)) Ap(as))

Skolemisieren Die Skolemisierung fiihrt ein neues Funktionssymbol ¢ fiir z; ein. Die erfiillbarkeitsdquivalente
Formel lautet nun:

(=p(e) V q(a2))
A (a(z3) v r(as))
A r(f(za)) A p(xa)

wobei die Allquantoren als implizit angenommen und daher weggelassen wurden.

Resolution Die Ausgangs-Klauselmenge lautet nun:
L {=w(c),q(z2)}
2. {=q(w3),7(w3)}
3. {or(f(za))}
4. {p(z4)}

Weitere Resolution ergibt:

5. {q(x2)} 1.4 o= {x4/c}

6. {r(zs)} 52 o ={x2/z4}

7. O 6,3 o= {za/f(za)}
Aufgabe 3

Betrachten wir — nur fiir diese Ubungsaufgabe — die folgende geiinderte Version der Definition von Res(M)
aus Definition 5.17 im Skript:

Res'(M) = {B| es gibt Klauseln C;,Cs aus M, so dass B eine Resolvente von Cy, Cy ist.}

Gegeniiber der offiziellen Definition ist die Variantenbildung, d.h. die Umbennung der Variablen in C', Co,
weggefallen. Wie wird dadurch Korrektheit und Vollstéindigkeit des Kalkiils beeinflult? Geben Sie ein
Beispiel an, das dies belegt.

Lésung zu Aufgabe 3

Wegen Res'(M) C Res(M) ist der modifizierte Kalkiil auf jeden Fall noch korrekt. Er ist aber nicht mehr
vollstdndig. Die Formelmenge {Vz(p(x, f(x))), ~3z(p(a,x))} ist sicherlich unerfiillbar. Nach Umwand-
lung in Klauselnormalform erhalten wir {{p(z, f(z))}, {-p(a,z)}}. Die beiden Einerklauseln {p(z, f(x))},
{-p(a,z)} sind allerdings nicht resolvierbar, da die Unifikation von z mit f(z) in der zweiten Argument-
stelle von p nicht moglich ist. Dagegen liefert die Resolution von {p(z, f(x))} mit {—p(a,y)} sofort die
leere Klausel.




Aufgabe 4

Zeigen Sie oder widerlegen Sie mithilfe des Tableaukalkiils fiir die Aussagenlogik die Allgemeingiiltigkeit
folgender Formeln. Falls eine der Formeln nicht allgemeingiiltig ist, geben Sie eine erfiillende Belegung
ihres Negats als Gegenbeispiel an.

(a) (A—B)—C)—(B—C)
(b) (B—C)— ((A— B)— ()

Lésung zu Aufgabe 4

Abbildung (1| zeigt Tableaubeweise fiir beide Teilaufgaben. Das Tableau fiir Teilaufgabe (a) ldsst sich
schliefen, die Allgemeingiiltigkeit der Formel ¢, ist damit bewiesen.

Das Tableau fiir die Formel = ldsst sich auch im erschépften Zustand nicht schlielen, daher ist =y
erfiillbar, ¢y, also nicht allgemeingiiltig.

Die Abbildungen sind mit der Vorzeichen-Variante des Kalkiils aus der Vorlesung erstellt und die
Regelanwendungen darin markiert. Dabei steht eine rote Kante fiir eine a- und eine blaue fiir eine (-
Erweiterung. Die jeweils letzten Formeln im Tableau von (b) gehen aus der 5-Formel 1B — C hervor.
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|
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Abbildung 1: Tableaubeweise zu Aufgabe [{f(a) (links) und [d{(b) (rechts)

Ein erschopftes, nicht geschlossenes Tableau hat einen Ast, der nicht geschlossen werden kann. Dieser
Erlaubt das Ablesen einer Interpretation, die die Wurzelformel erfiillt: Setze fiir jede Variable P € 3

e wenn 0P auf dem Ast vorkommt I(P) := F,
e wenn 1P auf dem Ast vorkommt I(P) := W.

e andernfalls /(P) beliebig.

Zur Begriindung siehe Lemma 3.34 im Skript.
Insbesondere wird die Wurzel des Baumes erfiillt, das Negat der Formel, die auf Allgemeingiiltigkeit
iiberpriift werden soll. Fiir diese Formel ist die Belegung also ein Gegenbeispiel zur Allgemeingiiltigkeit.
Fiir (b) ist das der Fall fiir die Belegung I mit I(A) = I(B) = I(C') = F. Denn dann gilt: val;(¢) = F.



