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1 Zur Einstimmung (5+5 = 10 Punkte)

a. Kreuzen Sie in der folgenden Tabelle alles Zutreffende an.

Fiir jede korrekte Antwort gibt es einen Punkt, fiir jede falsche Antwort wird ein halber Punkt
abgezogen! (Dabei werden jedoch keinesfalls weniger als 0 Punkte fiir jede der zwei Teilaufgaben
vergeben.)

Hinweise:
e . PL1“ steht fiir ,,Priadikatenlogik erster Stufe (mit Gleichheit =)“, wie sie in der Vorlesung

vorgestellt wurde. Auf diese beziehen sich in Teilaufgabe a. auch die Begriffe ,erfiillbar®, , all-
gemeingiiltig* und ,,unerfiillbar®.

e p,qund P, P, sind Pradikatensymbole, f ist ein Funktionssymbol, ¢, d sind Konstantensymbole
und z,y sind Variablen.

e Es gelten die iiblichen Klammereinsparungsregeln.

=
L a0 F
% | 5 s
= (<] < O :
S E | 2 B
Fa] 2 g5 g
fiv{ioy = 5= =
(p(c) ANVz(p(z) — p(f(2)))) — Yzp(=) X
(Pl V PQ) VAN (P1 vV —\Pg) AN (—\Pl V PQ) VAN (—\P1 V —\Pg) X
(Vx(x =c)) = (Vz(z = d)) X
(Vzp(z)) = p(p(c)) X
Vz(p(z) = Jyqly) < ((Yep(r)) —3ya(y)) X

b. Bitte kreuzen Sie in der folgenden Tabelle das Zutreffende an. Fiir korrekte Antworten erhalten
Sie einen Punkt, fiir falsche Antworten wird ein Punkt abgezogen. Dabei werden jedoch nie
weniger als 0 Punkte fiir diese Teilaufgabe vergeben.

| Richtig | Falsch |

Fiir jeden Biichi-Automaten B iiber V = P(X) gibt es eine LTL-Formel X
F iiber X, die genau in den omega-Strukturen gilt, die von B akzeptiert werden.

Jedes lokal konfluente und terminierende Termersetzungssystem ist konfluent. X
Die Allgemeingiiltigkeit fiir PL1-Formeln ohne Variablen ist entscheidbar. X
Fiir jede allgemeingiiltige PL1-Formel in NNF ist die zugehorige Formel in X

Skolemnormalform auch allgemeingiiltig.

Die modallogische Formel OP — QP ist in allen reflexiven Kripkerahmen giiltig X
(das heiBt: Reflexivitit von R impliziert (S, R) = OP — OOP).
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Zur Begriindung:

a. i. Einerseits ist die Formel erfiillbar, z. B. wenn D = {a} und I(p) = {a}. Andererseits ist sie nicht
allgemeingiiltig, weil sie fiir nicht erfiillt ist fir D = {c,a},I(c) = ¢, I(f)(z) = ¢, I(p) = {c}.
ii. Diese KNF listet alle Klauseln, die mit P, und P, gebildet werden kénnen, auf. Sie ist unerfiillbar.
Die ersten beiden Klauseln kénnen (z. B. per Resolution oder per Distributivgesetz) vereinfacht
werden zu Pj, die letzten beiden zu —P;.

iii. Wenn die Pramisse in einem Modell wahr ist, gibt es nur ein Element w im Universum D = {u}.
Also muss auch I(d) = u = I(c) sein, und die Konklusion gilt. Wenn die Pramisse nicht wahr
ist, ist die gesamte Formel auch wahr; insgesamt ist sie allgemeingiiltig.

iv. Ein Symbol ist entweder ein Pridikaten- oder ein Funktionssymbol. p wird hier aber wie ein
Pradikaten- und gleichzeitig wie ein Funktionssymbol verwendet, das ist keine Formel der PL1.

v. Die Formelist erfiillbar, z. B. fiir D = {a}, I(q) = {a}. Andererseits ist sie fiir D = {a, b}, I(p) =
{a},I(q) = 0 nicht erfiillt.
Man kann auch Aquivalenzumformungen machen und erkennen, dass die rechte Seite der Aqui-
valenz zu Jx(p(x) — Jy q(y)) dquivalent ist.

b. i. Es gibt Biichi-Automaten, fiir die es keine Entsprechung als LTL-Formel gibt, z. B. der Automat,
der besagt, dass p wenigstens in jedem zweiten Zustand gilt:

V

P

il. Satz aus der Vorlesung

iii. Eine PL1-Formel ohne Variablen kann als aussagenlogische Formel verstanden werden, in der
die atomaren (Grund-)Formeln die Menge der AL-Variablen bilden. BekanntermaBen ist die
Allgemeingiiltigkeit von AL entscheidbar.

iv. Ein Gegenbeispiel ist das allgemeingiiltige (Vx p(z)) — (3y p(y)). Ihre Skolemnormalform lautet
p(c) — p(d), was nicht allgemeingiiltig ist.

v. Wenn ineinem Zustand s einer Kripkestruktur S mit reflexivem Rahmen R die Formel 0P gilt
(S, R, s = OP), dann gilt wegen Reflexivitdt auch P (also S, R, s = P). Wiederum wegen der
Reflexivitat, gibt es einen Nachfolger von s (ndmlich s selbst), in dem P gilt: S, R, s = QP und
auch S, R, s = OOP.
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2 Kalkiilwahl (6 Punkte)

Thnen wird die Aufgabe iibertragen, ein Beweisersystem zu konzipieren, das die Allgemeingiiltigkeit von
Formeln in PL1 iiberpriift.

Nennen Sie Vor- und Nachteile, die die Umsetzung des Beweisers im Sequenzenkalkiil bzw. im Resolutions-
kalkiil mit sich bringen und Ihre Entscheidung beeinflussen.

Hinweis: Die volle Punktzahl wird fiir diese Aufgabe erreicht, wenn fiir beide Kalkiile zusammen insgesamt

6 Vor-/Nachteile richtig angegeben sind.

Resolutionskalkiil
Vorteile:
Nur eine Regel und Normalform giinstig fiir Imple-

mentierbarkeit

Nur eine Regel, daher giinstig fiir Nachweis der Kor-
rektheit von Beweisen

Nachteile:

Ungeeignet fiir interaktives Beweisen

Normalform fiir Menschen schwer lesbar

Sequenzenkalkiil

Vorteile:

Keine Normalform erforderlich

Fiir interaktives Beweisen geeignet, fiir Menschen gut
lesbar

Gegenbeispiele aus offen gebliebenen Sequenzen di-
rekt ablesbar

Nachteile:

Viel Schreibarbeit, darum fiir Papier-und-Bleistift-
Beweise ungeeignet

Viele Regeln, darum grofler Implementierungsauf-
wand und Korrektheit der Implementierung schwie-
riger sicherzustellen
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3 DPLL (8 Punkte)

Gegeben sei die folgende Menge M aussagenlogischer Klauseln:

{{A,~B,C,~D,~E}, {~B,E}, {A,C}, {~A,E}, {B,~C}, {C,~E}, {~B,~C,~E}}

Zeigen Sie mit Hilfe des Davis-Putnam-Loveland-Algorithmus, dass M unerfiillbar ist. Geben Sie die
Zwischenschritte an.

Da M keine Unit-Klauseln enthilt, beginnen wir mit einer Fallunterscheidung. Als Variable dafiir bietet sich
z.B. A an, da dadurch Unit-Klauseln entstehen. Die Ergebnisse der Unit-Propagation sind dabei schrittweise
von links nach rechts abgebildet.
e Fall A« 0
A0 C«1 B+1 E—1
{-B,C,~D,—-E} — — —
{-B, E} {=B, E} {E} -
) - : -
{B,~C} {B} - -
{C,—E} - < -
{ﬂBv_‘Cg _'E} {_‘Bv_‘E} {_‘E} O
e Fall A« 1
A1 E+1 C«1 B+1
{-B,E} — — —
(E} - - -
{B,~C} {B,~C} {B} -
{C,~E} {C} - -
{ﬂBv -0, _'E} {—‘Bv —‘C} {_‘B} O
Jede Fallunterscheidung fiihrt demnach zu einem Konflikt (leerer Klausel). Damit ist M unerfiillbar.
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4 Formalisieren in PL1 (1424242 = 7 Punkte)

Formalisieren Sie die vier folgenden Aussagen iiber die Knoten und Kanten in einem eingefirbten Gra-
phen mittels Pradikatenlogik erster Stufe mit Gleichheit. Benutzen Sie dafiir jeweils die angegebenen
interpretierten Symbole.

Sie kénnen davon ausgehen, dass nur solche priadikatenlogischen Interpretationen (D, I) zur Auswertung
der Formeln verwendet werden, deren Universum D gleich der Menge der Knoten des Graphen ist.

a. Jeder Knoten ist entweder schwarz oder weif3.
Pradikat(e): S(-), W (-).

| Va.~(S(x) & W(2)) |

b. Es gibt mindestens zwei verschiedene schwarze Knoten.

Pradikat(e): S(-).

‘ dz. Jy. (S(z) AS(y) A~z =) ‘

c. Es gibt hochstens zwei schwarze Knoten.
Pradikat(e): S(-).

Ve Vy Vz. (S(x) AS) ANS()A-y =2) = (z=yVa=2) ‘

d. Von jedem schwarzen Knoten geht eine Kante zu mindestens einem weiflen Knoten.
Pradikat(e): S(-), W(-), K(-,).

| V. (S(x) = 3y. (K(r,9) AW (y) |
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5 Resolution (9 Punkte)

Zeigen Sie mittels Resolution, dass die Menge folgender Klauseln unerfiillbar ist.

Notieren Sie Ihren Beweis so, dass bei jeder neu entstehenden Klausel klar erkennbar ist, aus welchen
Elternklauseln sie entsteht und welche Substitution verwendet wurde.

Signatur: p, q,r, s, t sind Priadikate; c ist eine Konstante; f ist eine Funktion; v, w, z,y, z sind Variablen.

{=r(e)} {p(c),p(v)} {—q(2),~s(2)} {a(y), ~tle,y)} {s(f(x)),~p(x),r(x)} {t(w, f(w)), ~p(w),r(w)}

{t(w, f(w)), ~p(w),r(w)} {=r(c)} {s(f(x)), =p(x),r(x)} {p(c),p(v)} {—q(2),s(2)} {a(y), ~t(c,p)}

{x/%‘/
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{y/f(x)}

{-t(e, f(2)),
{w/e, z/c}
{=p(e),

r(c)}
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6 Spezifikation mit der Java Modeling Language
((24+2+3)+(141+2) = 11 Punkte)

a. Gegegeben sei die Java-Klasse BasedArray, in der ein Array a von ganzzahligen Werten zusammen
mit einem Basiswert base gespeichert wird. Ein Objekt vom Typ BasedArray stellt eine Folge
(€0, - ,€alengtn—1) dar, wobei e; = base + a[i] (fiir 0 < i < a.length).

Beispiel:
FEin BasedArray-Objekt ba mit ba.a = {-2,1,0} und ba.base = 3 reprisentiert (1,4, 3).

Ein BasedArray-Objekt heifit normalisiert, wenn

(N1) das Array a (mindestens) einen Eintrag mit dem Wert 0 hat,
(N2) kein Eintrag in a negativ ist.

Beispiel:
Fin BasedArray-Objekt nba mit nba.a = {0,3,2} und nba.base = 1 reprasentiert (wie
das Objekt ba) die Folge (1,4,3); zudem ist nba normalisiert.

Ergénzen Sie im folgenden Quelltext den JML-Vertrag einer Methode normalize, indem Sie die
obigen Normalisierungsbedinungen (N1) und (N2) in JML formalisieren und zudem:

(N3) das Objekt reprisentiert nach dem Aufruf von normalize die gleiche Folge wie zuvor.

class BasedArray {
int[] a;
int base;

/*@ public normal_behaviour
@ requires a.length > 0;

Q
@ ensures (N1)
@
0 ’(\exists int i; 0 <= i && i < a.length; al[i] == 0);
(]
Q
@ ensures (N2)
Q@
0 ‘(\forall int i; 0 <= i && i < a.length; al[i] >= 0);
(]
Q
@ ensures (N3)
Q
o | (\forall int i; 0 <= i &k i < a.length; al[i] + base == \old(ali] + base));
¢]
Q
@ assignable base, al[*];
@x*/
void normalize() { /* ... %/ }
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Fortsetzung 6 Spezifikation mit der Java Modeling Language

b. Gegeben sei die folgende Klassendefinition:

class C {

int[] a;

/*@ nullable @*/ C n;
}

Geben Sie fiir die folgenden JML-Klasseninvarianten die Bedeutung in natiirlicher Sprache wieder:

i. /*@ invariant (\forall int i; O<=i &% i<a.length-1; a[i] <= ali+1]); */

Die Eintrdge im Array this.a sind aufsteigend sortiert.

oder
Fiir jeden Eintrag im Array, der einen Nachfolger hat (/auBer dem letzten) gilt, dass er kleiner oder gleich

seinem Nachfolger ist.

ii. /*@ invariant n != null ==> n.a.length > a.length; */

Wenn die Referenz this.n von null verschieden ist, so ist das Array, auf das this.n.a zeigt, langer als
das Array, auf das this.a zeigt.

iili. /*@ invariant a.length < 5 ==>
@ n !'= null & (\sum int i; 0<=i && i<a.length; al[il) == n.al0]; */

Wenn das Array, auf das this.a zeigt, (echt) weniger als fiinf Eintrdge hat, so ist this.n nicht null und
das erste Element des Arrays, auf das this.n.a zeigt, enthilt die Summe der Werte im Array this.a.
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7 Biichi-Automaten und LTL (44342 = 9 Punkte)

Gegeben sei eine AL-Signatur ¥, die die drei Variablen a,b und ¢ enthélt. Fiir das Vokabular V' = P(X)
(Potenzmenge von ) werden die folgenden aus der Vorlesung bekannten Abkiirzungen definiert:
A = {MeV:iaeM}CV
B = {MeV:beM}CV
C = {MeV:iceM}CV

a. Kreuzen Sie fiir den folgenden Biichi-Automaten A iiber dem Alphabet V = P(X) und die folgenden
LTL-Formeln ¢; je an, ob L¥(A) = {£ € V¥ : £ |= ¢;} gilt oder nicht (ob also A4 und ¢; dquivalent

sind oder nicht).

Falls diese beiden Sprachen nicht gleich sind, geben Sie ein Gegenbeispiel £ an, so dass € = ¢; und
¢ ¢ L¥(A) gilt. Sie kénnen eine omega-Struktur £ : N — V' als Gegenbeispiel angeben, indem Sie
den Anfang der Zustandsfolge als Folge von Elementen aus V' ausdriicken.

c B

b 5 (]
OO

Gilt L¥(A) = {€ € V¥ 1 € |= ;)2

Nein, Gegenbeispiel:

X| Nein, Gegenbeispiel: | £(0) = {{c}},£() = {{b}} fiir alle i € N,i > 0

p1=00bUc) X|Ja
w2 = (Ob) Uc Ja
w3 =0((bVe) A Qc) X| Ja

Nein, Gegenbeispiel:

b. Geben Sie zu folgendem Biichi-Automaten A eine LTL-Formel ¢ an, so dass
L9(A) = {£ € V¥ £ |= o} gt

Losung: |2 UO0bUCc)

c. Geben Sie zu der folgenden LTL-Formel eine dquivalente LTL-Formel an,
die als temporale Modaloperatoren nur O und ¢ verwendet (d.h., U kommt nicht vor):

(Oa) U (Ob)

& |(OavOb) AODH|

L I




