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David Hilbert AT

Wesentlicher Begriinder der axiomatischen Logik

David Hilbert *x1862, + 1943

» Einer der bedeutensten und
einfluBreichsten Mathematiker aller
Zeiten

» Professor in Kdnigsberg und Géttingen

» Wichtige Beitrage zu
— Logik
Funktionalanalysis
— Zahlentheorie
— Mathematische Grundlagen der
Physik
— uvm.
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Hilbertkalkiil AT

Axiome und Regeln

Axiome sind Schemata!
X: Variable, t: Term, a, 3,~: Formeln

Zur Vereinfachung:
Beschrankung auf logische Operatoren —, —,V

Formale Systeme — Prof. Dr. Bernhard Beckert, WS 2015/2016 3/9



Hilbertkalkiil AT

Axiome und Regeln

Axiome sind Schemata!
X: Variable, t: Term, a, 3,~: Formeln

Zur Vereinfachung:
Beschrankung auf logische Operatoren —, —,V

Ax1:
Ax2:
Ax3:
Ax4:
Ax5:

Mp:

Gen:

a— (8 — a) (Abschwachung)
(@ = (8—17) = (e = B) = (a —~)) (Verteilung von —)
(ma — =8) = (B — «a) (Kontraposition)
Vxa — {x/t}(a) {x/t} kollisionsfrei fir « (Instantiierung)
Vx(a — B) — (a« — VxpB) x & Frei(a)  (V-Verschiebung)
a’aﬁ—)ﬁ (Modus ponens)
(6% .
Yxa (Generalisierung)
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Axiome und Regeln

Axiome sind Schemata!
X: Variable, t: Term, a, 3,~: Formeln

Zur Vereinfachung:
Beschrankung auf logische Operatoren —, —,V

Ax1:
Ax2:
Ax3:
Ax4:
Ax5:

Mp:

Gen:

a— (8 — a) (Abschwachung)
(@ = (8—17) = (e = B) = (a —~)) (Verteilung von —)
(ma — =8) = (B — «a) (Kontraposition)
Vxa — {x/t}(a) {x/t} kollisionsfrei fir « (Instantiierung)
Vx(a — B) — (a« — VxpB) x & Frei(a)  (V-Verschiebung)
a’aﬁ—)ﬁ (Modus ponens)
(6% .
Yxa (Generalisierung)

Ax1, Ax2, Ax3 + Mp bilden den aussagenlogische Hilbertkalkul
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Eine Ableitung o A — A T

Ax2
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Eine Ableitung o A — A T

« B ol
((\4/—>(A—>A))—>(¢—>\é\/)) Ax2
a B @ ¥
2. A= (A= A) — A Ax1
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Eine Ableitung o A — A

(A= (A—h)— A)) —
o 5
(A~ (A=A)— (A~ A)
a B @ ¥
2. A= (A= A) — A
3. A-(A—-A)—-(A—-A)
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Eine Ableitung o A — A T

(A~ (asA -

L=
« B o
(A~ (@A)~ (A~ A) Ax2
a B @ ¥
2. A= (A= A) — A Ax1
3. A= (A—-A)— (A=A Mp auf (2),(1)

4. A—>(A—>A) Ax1
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Eine Ableitung o A — A T

« B ol
((\4/—>(A—>A))—>(¢—>\é\/)) Ax2
a B @ ¥
2. A= (A= A) — A Ax1
3. (A= (A= A) - (A— A) Mp auf (2),(1)
4. A — (A — A) Ax1
5. A=A Mp auf (3),(4)
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Deduktionstheorem AT

Theorem (Deduktionstheorem)

Sei M ein Formelmenge, A,B Formeln, wobei A keine freien
Variablen enthéalt. Dann gilt:

MFHA—B < MU{A}I—HB
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Deduktionstheorem AT

Theorem (Deduktionstheorem)

Sei M ein Formelmenge, A,B Formeln, wobei A keine freien
Variablen enthélt. Dann gilt:

MFHA—B < MU{A}I—HB

Proof.

ii|

Es gelte M F A— B. Dann
MuU{A} F A— B. (erstrecht)
MuU{A} F A (trivialerweise)
MuU{A} + B (Mp)
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Deduktionstheorem AT

Theorem (Deduktionstheorem)

Sei M ein Formelmenge, A,B Formeln, wobei A keine freien
Variablen enthéalt. Dann gilt:

MFHA—B < MU{A}I—HB

Proof.

ii|

Es gelte M F A— B. Dann
MuU{A} F A— B. (erstrecht)
MuU{A} F A (trivialerweise)
MuU{A} + B (Mp)
< siehe Skriptum. O
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Beispiel einer Ableitung mit
Deduktionstheorem

Zeige, dass
(A—-B)—=((B—C)—(A—C))

eine Tautologie ist.
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Beispiel einer Ableitung mit
Deduktionstheorem

Zeige, dass
(A-B)—(B—C)—(A—-0))
eine Tautologie ist.

{(A>BB—CA I+ A
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Beispiel einer Ableitung mit Sar
Deduktionstheorem

Zeige, dass
(A-B)—(B—C)—(A—-0))
eine Tautologie ist.

(A-BB—-CA + A (triv.)
(A-BB—CA + A—B (triv.)
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Beispiel einer Ableitung mit
Deduktionstheorem

Zeige, dass
(A—-B)—=((B—C)—(A—C))
eine Tautologie ist.
{A—-B,B—~CA F+ A

{A-B,B—-CA} + A—-B
{A—-B,B—~C/A} + B
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Beispiel einer Ableitung mit
Deduktionstheorem
Zeige, dass
(A—B)—((B—C)—(A—C))
eine Tautologie ist.

{A—-B,B— C,A} +F
{A-B,B—-CA} + A—-B
{A—B,B— C,A} F

'_

{A— B,B— C,A} B—-C
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Beispiel einer Ableitung mit
Deduktionstheorem

Zeige, dass
(A—-B)—=((B—C)—(A—C))

eine Tautologie ist.

(A-BB—-CA + A
(A-BB—CA + A—B
(A-BB-CA + B
(A-BB—CA + B-C
(A-BB—C,A + C
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Beispiel einer Ableitung mit
Deduktionstheorem

Zeige, dass
(A—-B)—=((B—C)—(A—C))

eine Tautologie ist.

{A—-B,B—-CA} + A
{A—-B,B—~CA} + A—B
{A—-B,B—C,A} - B
{A-B,B—~CA} - B—-C
{A—-B,B—C,A} + C
{A—-B,B— C} F A-C
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Beispiel einer Ableitung mit
Deduktionstheorem

Zeige, dass
(A—-B)—=((B—C)—(A—C))

eine Tautologie ist.

{A—-B,B—-CA} + A
{A—-B,B—~CA} + A—B
{A—-B,B—C,A} - B
{A-B,B—~CA} - B—-C
{A—-B,B—C,A} + C

{A—B,B— C} F A-C

{A— B} F (B—C)—(A—0C)
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Beispiel einer Ableitung mit AT
Deduktionstheorem
Zeige, dass
(A-B)—((B—C)—(A— ()
eine Tautologie ist.
{A—-B,B—~CA F+ A (triv.)
{A—-B,B—~CA} + A—B (triv.)
{A—-B,B—C,A} +~ B (MP)
{A—-B,B—~CA} + B—C (triv.)
{A—-B,B— C,A} + C (MP)
{A— B,B— C} F A-=C (DT)
{A— B}  (B—C)— (A— C) (DT)
H (A—-B)—(B—-C)—(A—C)) (DT)
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Volistandigkeit der PL1 SIT
GopeL 1931

Theorem
Y sei eine Signatur der PL1.

Dann istH Uber ¥ korrekt und vollstandig:
fur alle M C Fors, A € Fors gilt:

MEA— MFH A
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Konsequenzen der Korrektheit und ST
Vollstandigkeit

Theorem (Kompaktheitsatz)

Fr beliebige M C Fors, A € Fors gilt:

MEA
&
E = A fir eine endliche Teilmenge E C M.
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Konsequenzen der Korrektheit und ST
Vollstandigkeit

Theorem (Kompaktheitsatz)

Fr beliebige M C Fors, A € Fors gilt:

MEA
&
E = A fir eine endliche Teilmenge E C M.

Theorem (Endlichkeitssatz)

Eine Menge M C Fors hat genau dann ein Modell, wenn jede
endliche Teilmenge von M ein Modell hat.
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Konsequenzen der Korrektheit und ST
Vollstandigkeit

Theorem (Kompaktheitsatz)

Fr beliebige M C Fors, A € Fors gilt:

MEA
&
E = A fir eine endliche Teilmenge E C M.

Theorem (Endlichkeitssatz)

Eine Menge M C Fors hat genau dann ein Modell, wenn jede
endliche Teilmenge von M ein Modell hat.

Der Endlichkeitssatz ist der Spezialfall A= 0
des Kompaktheitssatzes.
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Beweis des Kompaktheitsatzes (T
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Beweis des Kompaktheitsatzes (T

M E A

< M A (Korrektheit und Vollstandigkeit)
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Beweis des Kompaktheitsatzes (T

M E A
< M A (Korrektheit und Vollstandigkeit)

< E A fireinendliches EC M
Endlichkeit von Ableitungen
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Beweis des Kompaktheitsatzes

< M A (Korrektheit und Vollstandigkeit)

< E A fireinendliches EC M
Endlichkeit von Ableitungen

< E E A flreinendliches ECM
Korrektheit u. Vollstandigkeit
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