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Craig’s Lemma: 1950er Jahre, fir Pradikatenlogik formuliert
Praktische Relevanz um Jahrtausendwende
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Das Craigsche Interpolationslemma KIT

Seien A,B aussagenlogische Formeln mit
FA—B
dann (und genau dann) gibt es eine Formel C mit
FA—C und |C—B,

so dass in C nur solche aussagenlogischen Atome P € ¥
vorkommen, die sowohl in A als auch in B vorkommen.
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Das Craigsche Interpolationslemma KIT
Einfaches Beispiel

» Pi AP, — Py Vv Psist eine Tautologie.
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Das Craigsche Interpolationslemma
Einfaches Beispiel

» Py A P> — Py Vv Psist eine Tautologie.
» Ebenso Pi A P> — Pj.
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Das Craigsche Interpolationslemma
Einfaches Beispiel

» Py A P> — Py Vv Psist eine Tautologie.
» Ebenso Py A P, — Py.
» Ebenso Py — Py V Ps.
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Das Craigsche Interpolationslemma KIT
Einfaches Beispiel

v

Pi A P> — Py V Pj3 ist eine Tautologie.

Ebenso Py A P> — Py.

Ebenso Py — Py V Ps.

Also: P; ist eine Interpolante fir Py A P, — Py V Ps.

v

v

v
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Interpolationslemma: Konstruktion KIT

Seien P4, ... P, alle in A vorkommenden aussagenlogischen
Atome, die nicht in B vorkommen.
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Interpolationslemma: Konstruktion KIT

Seien P4, ... P, alle in A vorkommenden aussagenlogischen
Atome, die nicht in B vorkommen.
Fir Konstanten ¢; € {1,0} bezeichnen wir mit A[cq, ..., cy] die

Formeln, die aus A hervorgeht, indem P; durch c; ersetzt wird
firalle1 <ij<n.
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Interpolationslemma: Konstruktion KIT

Seien P4, ... P, alle in A vorkommenden aussagenlogischen
Atome, die nicht in B vorkommen.
Fir Konstanten ¢; € {1,0} bezeichnen wir mit A[cq, ..., cy] die
Formeln, die aus A hervorgeht, indem P; durch c; ersetzt wird
firalle1 <i<n.
Wir setzen
C= \/ A[C1,...,Cn]
(ct,...,cn)e{1,0}"
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Interpolationslemma: Konstruktion KIT

Seien P4, ... P, alle in A vorkommenden aussagenlogischen
Atome, die nicht in B vorkommen.
Fir Konstanten ¢; € {1,0} bezeichnen wir mit A[cq, ..., cy] die
Formeln, die aus A hervorgeht, indem P; durch c; ersetzt wird
firalle1 <i<n.
Wir setzen
C= \/ A[C1,...,Cn]
(ct,...,cn)e{1,0}"

Beweis der Korrektheit der Konstruktion: Siehe Skriptum
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Einfaches Beispiel
zur Konstruktion von C

» Betrachte die Tautologie A — B
mit A= Py AP, B=P;V Ps.
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Einfaches Beispiel Sar
zur Konstruktion von C

» Betrachte die Tautologie A — B
mit A= Py AP, B=P;V Ps.

» P, ist das einzige Atom, das in A, aber nicht in B
vorkommt.
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Einfaches Beispiel
zur Konstruktion von C

» Betrachte die Tautologie A — B
mit A= Py AP, B=P;V Ps.

» P, ist das einzige Atom, das in A, aber nicht in B
vorkommt.

> A[1] = P1 A1 = P1
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Einfaches Beispiel Sar
zur Konstruktion von C

» Betrachte die Tautologie A — B
mit A= Py AP, B=P;V Ps.

» P, ist das einzige Atom, das in A, aber nicht in B
vorkommt.

> A[1] = Pini = Py

» A0] = PiA0 = 0
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Einfaches Beispiel Sar
zur Konstruktion von C

» Betrachte die Tautologie A — B
mit A= Py AP, B=P;V Ps.
» P, ist das einzige Atom, das in A, aber nicht in B
vorkommt.
> A[1] = Pini = Py
» A0] = PiA0 = 0
» C = A[1]VA[0]
= P;VvO0
= Py
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Weiteres Beispiel

zur Konstruktion von C

B mit

(P1V =P2) A (=P1 vV =P3) A P
—|((ﬁP2 V P3) AN (P2 V P4) A\ _\P4)

cu:>:>
||¢
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Weiteres Beispiel
zur Konstruktion von C

» A— Bmit
A= (P1 V —|P2) VAN (—|P1 V ﬂPg) A Po
B= —|((ﬂP2 \Y P3) VAN (P2 V P4) A _\P4)
» A=Pi{APA=P3; und B=-PoV—-P3V P,
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Weiteres Beispiel
zur Konstruktion von C

» A— Bmit
A= (P1 V —|P2) A (—|P1 V ﬂPg) A Po
B=—=((=PoV P3)A(P2V Ps) N —Py)
» A=PiAP>A=-P3 und B=-PoV-P3V P,
» A — Bist eine Tautologie.
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Weiteres Beispiel Sar
zur Konstruktion von C

» A— Bmit
A= (P1 V —|P2) VAN (—|P1 V ﬂPg) A Po
B= —|((ﬂP2 \Y P3) VAN (P2 V P4) A _\P4)
» A=PiAP>A=-P3 und B=-PoV-P3V P,
» A — Bist eine Tautologie.
» P, ist einziges Atom in A und nichtin B.
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Weiteres Beispiel Sar
zur Konstruktion von C

» A— Bmit
A= (P1 V —|P2) VAN (—|P1 V ﬂPg) A Po
B= —|((ﬂP2 \Y P3) VAN (P2 V P4) A _\P4)

» A=PiAP>A=-P3 und B=-PoV-P3V P,
» A — Bist eine Tautologie.
» P, ist einziges Atom in A und nichtin B.
> A[1] = (1 V —|P2) A (—|1 V —|P3) A Po
= 1A —\P3 A Po
= -P3AP
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Weiteres Beispiel Sar
zur Konstruktion von C

» A— Bmit
A= (P1 V —|P2) VAN (—|P1 V ﬂPg) A Po
B= —|((ﬂP2 \Y P3) VAN (P2 V P4) A _\P4)

» A=PiAP>A=-P3 und B=-PoV-P3V P,
» A — Bist eine Tautologie.
» P, ist einziges Atom in A und nichtin B.
> A[1] = (1 \/—|P2)/\(—|1 \/—|P3)/\P2
= 1A —\P3 A Po
= -P3AP
» A0] = (OV-P)A(-0V—=P3)A P>
= P ATAP
=0
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Weiteres Beispiel Sar
zur Konstruktion von C

» A— Bmit
A= (P1 V —|P2) VAN (—|P1 V ﬂPg) A Po
B= —|((ﬂP2 \Y P3) VAN (P2 V P4) A _\P4)

» A=PiAP,A-P3 und B=-Pov-P3V P,
» A — Bist eine Tautologie.
» P, ist einziges Atom in A und nichtin B.
> A[1] = (1 \/—|P2)/\(—|1 \/—|P3)/\P2
= 1A —\P3 A Po
= -P3AP
» A0] = (OV-P)A(-0V—=P3)A P>
= P ATAP
=0
» Also C = (—\Pg VAN P2) v0 = P3NP

ist eine Interpolante fir A — B.
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