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Der aussagenlogische Tableaukalkiil ~ <XIT

Wesentliche Eigenschaften

» Widerlegungskalkul: Testet auf Unerflllbarkeit

MEA < MU{-A}F100.
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Der aussagenlogische Tableaukalkiil ~ <XIT

Wesentliche Eigenschaften

» Widerlegungskalkul: Testet auf Unerfillbarkeit

MEA < MU{—|A} F1o O.

» Beweis durch Fallunterscheidung
» Top-down-Analyse der gegebenen Formeln
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Der aussagenlogische Tableaukalkiil ~ <XIT

» Intuitiver als Resolution
» Formeln missen nicht in Normalform sein

» Falls Formelmenge erflllbar ist (Test schlagt fehl),
wird ein Gegenbeispiel (eine erflllende Interpretation)
konstruiert

Nachteil

» Mehr als eine Regel
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Kleine Deutsch- und SXIT
Englischsstunde @

Deutsch

das Tableau

des Tableaus (Gen.)

die Tableaus (pl.)

der Tableaukalkil (nicht das)

Englisch
the tableau (sing.)
the tableaux (pl.)

the tableau calculus
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Vorzeichenformel AT

Definition (Vorzeichenformel)

Eine Vorzeichenformel ist eine Zeichenkette der Gestalt
0OA oder 1A mit A € ForO.

0, 1 sind neue Sonderzeichen (die Vorzeichen) im Alphabet der
Objektsprache.
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Vorzeichenformel AT

Definition (Vorzeichenformel)

Eine Vorzeichenformel ist eine Zeichenkette der Gestalt
0OA oder 1A mit A € ForO.

0, 1 sind neue Sonderzeichen (die Vorzeichen) im Alphabet der
Objektsprache.

Definition
Wir setzen val, fort auf die Menge aller Vorzeichenformeln

durch
val|(0A) = vali(—-A),

und
val|(1A) = vali(A).
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Uniforme Notation AT

Konjunktive Formeln: Typ «

» 1(ANB)
» 0(AV B)
» 0(A— B)
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Konjunktive Formeln: Typ «
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Uniforme Notation AT

Konjunktive Formeln: Typ «

1(AA B)
0(AvV B)
0(A — B)
0-A

» 1-A

vV vV v VY

Disjunktive Formeln: Typ

» 0(AA B)
» 1(AV B)
» 1(A— B)
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Uniforme Notation AT

Konjunktive Formeln: Typ «

» 1(ANB)
0(AvV B)
0(A— B)
» 0-A
» 1-A

Disjunktive Formeln: Typ /3 B
. -

» 0(AA B) — "
>~ 1(AV B) Raymond Smullyan

» 1(A— B)

Formale Systeme — Prof. Dr. Bernhard Beckert, WS 2016/2017 7/25



Uniforme Notation AdT

(ANB) | 1A 1B
(AvB)| 0A 0B
0(A— B) | 1A 0B
0-A|1A 1A
1-A| 0A 0A

O —
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Uniforme Notation

(AN B)
(Av B)
0(A— B)
0-A

O —

1-A
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1B
0B
0B
1A
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Regeln des (aussagenlogischen)
Tableaukalkils

@ konjunktiv 1p A

- (p . q)

oo 1|p
lqg
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Regeln des (aussagenlogischen)

Tableaukalkils
e konjunktiv 1(p A q)
q |
(67)) 1|p
lg
B disjunktiv
1(pV
B1 | B2 (/p \q)
Ip  1q
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Regeln des (aussagenlogischen)

Tableaukalkuls

o konjunktiv

B disjunktiv

1F Widerspruch
OF 01 10
*
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Instanzen der o- und 3-Regel (T

Instanzen der a-Regel

1(PAQ) 0(PV Q) o(P — Q) 0-P 1-P
1P 0P 1P 1P 0P
1Q 0Q 0Q
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Instanzen der o- und 3-Regel (T

Instanzen der a-Regel

1(PA Q) 0(PV Q) o(P — Q) 0-P 1-P
1P 0P 1P 1P 0P
1Q 0Q 0Q

Instanzen der 5-Regel
1(PV Q) 0(PAQ) 1(P— Q)

1P| 1Q 0P| 0Q 0P| 1Q
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Beispiel:
E((FA—=B)—=C)—= ((—-B— A)— 0))

0(((nrA—=B)—=C)—= ((-B— A) = ()
1(—A —>'B) —C
0((=B — A4) = C)

1(~B — A)
oC
0(~A — B) —— 1C
1ﬂ:A !
op
~ 04 S~
O—I\B 1i4
1B *
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Determinismus von Kalkil und SAT
Regen =

Determinismus

» Die Regeln sind alle deterministisch
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Determinismus von Kalkil und SAT
Regen =

Determinismus

» Die Regeln sind alle deterministisch

» Der Kalkil aber nicht:
Wabhl der nachsten Formel, auf die Regel angewendet wird

Heuristik

Nicht-verzweigende Regeln zuerst: ,« vor 5

Nota bene

Selbe Formel kann mehrfach (auf verschiedenen Asten)
verwendet werden — unter Umsténden ist das auch notwendig!
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Formale Definition des Kalkiils AT

Definition: Tableau

Binarer Baum, dessen Knoten mit Vorzeichenformeln markiert
sind
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Formale Definition des Kalkiils AT

Definition: Tableau

Binarer Baum, dessen Knoten mit Vorzeichenformeln markiert
sind

Definition: Tableauast

Maximaler Pfad in einem Tableau (von Wurzel zu Blatt)
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Formale Definition des Kalkiils AT
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Formale Definition des Kalkiils AT

» T ein Tableau flir A Gber M
» BeinAstvon T
» F eine Formel auf B, die kein Atom ist

T’ entstehe durch Erweiterung von B geman
der auf F anwendbaren Regel (a oder j3)
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Formale Definition des Kalkiils AT

Erweiterung

» T ein Tableau flir A Gber M
» BeinAstvon T
» F eine Formel auf B, die kein Atom ist

T’ entstehe durch Erweiterung von B geman
der auf F anwendbaren Regel (« oder )
Dann ist T’ ein Tableau fiir A Gber M
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Formale Definition des Kalkiils AT

Voraussetzungsregel

» T ein Tableau fir A Gber M
» F eine Formel in M
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Formale Definition des Kalkiils AT

Definition: Geschlossener Ast

Ast B eines Tableaus ist geschlossen, wenn

1F,.0F € B oder 10 B oder 01eB
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Formale Definition des Kalkiils AT

Definition: Geschlossener Ast
Ast B eines Tableaus ist geschlossen, wenn

1F,.0F € B oder 10 B oder 01eB

Definition: Geschlossenes Tableau

Ein Tableau ist geschlossen, wenn jeder seiner Aste
geschlossen ist

Definition: Tableaubeweis

Ein Tableau fir A Gber M, das geschlossen ist,
ist ein Tableaubeweis fir M U {—=A} 19 0 und damit fir M = A

Formale Systeme — Prof. Dr. Bernhard Beckert, WS 2016/2017 16/25



Korrektheit und Vollstandigkeit des AT
Tableaukalkils

Esqit M= A
genau dann, wenn
es einen Tableaubeweis flir A Gber M gibt
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Kern des Korrektheitsbeweises AT

Definition: Erflllbares Tableau

Tableauast ist erfillbar, wenn die Menge seiner Formeln
erflllbar ist
Tableau ist erfillbar, wenn es (mindestens) einen erfillbaren

Ast hat
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Korrektheitslemma AT

Initialisierung: [ ist Modell von M U {-A}, also von 0A.
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a-Fall (8-Fall analog):
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Korrektheitslemma AT

Initialisierung: [ ist Modell von M U {-A}, also von 0A.

Voraussetzung: [ ist Modell von M U {-A},
also von 1F fir alle F € M.

a-Fall (8-Fall analog):

» Nach Ind.-Ann. erfillt / einen Ast 7 in T.

» Zur Anwendung der a-Regel wird ein Ast 74 in
T und eine a-Formel « auf 71 gewahlt, 7
wird verlangert um a4, as.

» Wenn mq # m, ist 7 ein Astin T’, und damit
(trivial) auch T erfillt.

» Wenn my = 7, haben wir aus val|(7) = W,
dass val)(a) = W, also val)(a1) = W und
Va//(ag) =W.
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Korrektheitslemma AT

Initialisierung: [ ist Modell von M U {-A}, also von 0A.

Voraussetzung: [ ist Modell von M U {-A},
also von 1F fir alle F € M.

a-Fall (8-Fall analog):

» Nach Ind.-Ann. erfillt / einen Ast 7 in T.

» Zur Anwendung der a-Regel wird ein Ast 74 in
T und eine a-Formel « auf 71 gewahlt, 7
wird verlangert um a4, as.

» Wenn mq # m, ist 7 ein Astin T’, und damit
(trivial) auch T erfillt.

» Wenn my = 7, haben wir aus val|(7) = W,
dass val)(a) = W, also val)(a1) = W und
Va//(ag) =W.

» Somit val(7’) = W fur den neu entstehenden
Pfad 7/, d.h. T" ist erfillbar
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Kern des Vollstandigkeitsbeweises (T

Definition: Voll expandiertes Tableau

Ein Tableau heif3t voll expandiert, wenn
» jede Regel
» auf jede passende Formel
» auf jedem offenen Ast
angewendet worden ist und
» flr jedes F e M (hierfir muss M endlich sein)
» flr jeden Ast B
1F auf B vorkommt
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Kern des Volistandigkeitsbeweises KIT

Lemma

Ist B ein offener Ast in einem voll expandierten Tableau,
dann ist B erfullbar.
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Kern des Volistandigkeitsbeweises KIT

Lemma

Ist B ein offener Ast in einem voll expandierten Tableau,
dann ist B erfullbar.

Also

Ist MU {—A} unerfillbar,

also jeder Ast jedes vollexpandierten Tableaus fir A Uber M
unerfillbar,

dann ist jedes voll expandierte Tableau fur A Gber M
geschlossen

(denn sonst ware er wegen des Lemmas erfillbar)
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Kern des Volistandigkeitsbeweises KIT

Beweis

Sei B ein offener Ast eines voll expandierten Tableaus
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Kern des Vollstandigkeitsbeweises (T

Beweis
Sei B ein offener Ast eines voll expandierten Tableaus

Wir definieren

F fallsOPeB
bel. sonst

W fallsiPeB
I(P) :=
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Kern des Vollstandigkeitsbeweises (T

Beweis
Sei B ein offener Ast eines voll expandierten Tableaus
Wir definieren

I(P):={ F fallsOPecB

W fallsiPeB
bel. sonst

Durch Induktion zeigt man leicht:
val)(F) = W fir jedes F auf B.
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Kern des Vollstandigkeitsbeweises (T

Beweis
Sei B ein offener Ast eines voll expandierten Tableaus
Wir definieren

I(P):={ F fallsOPecB

W fallsiPeB
bel. sonst

Durch Induktion zeigt man leicht:
val)(F) = W fir jedes F auf B.

Es folgt, dass / Modell von M U {-A} ist.
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Allgemeine Tableauregel KIT

Y11 | ... | UnA

Vi |- | Yk,

Um die Teilformeleigenschaft des Tableaukalkills zu
gewabhrleisten, wird gefordert, dass alle Vorzeichenformeln +); ;
Teilformeln der Vorzeichenformel ¢ sind.

Formale Systeme — Prof. Dr. Bernhard Beckert, WS 2016/2017 23/25



Korrektheit und Vollstandigkeit einer  aqr
Regel

Eine allgemeine Tableauregel

¢
Y11 || Unt

Vik |- | Yk,
hei3t vollstandig und korrekt, wenn flr jede Interpretation / gilt

vali(¢) = W gdw esgibteini, 1 <i<n, sodass
furalle j,1 <j < k; qgilt vali(v;;) = W
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Tableauregel fiir den logischen ST
Aquivalenzoperator
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Tableauregel fiir den logischen
Aquivalenzoperator

(o [W]F

ww
FF

1(A+ B)
1A | 0A
1B | 0B
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Tableauregel fiir den logischen ST
Aquivalenzoperator

(o [W]F

ww
FF

1(A < B) 0(A+ B)
1A |0A 1A |0A
1B | 0B 0B |1B
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