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Sudoku AT

=3 . Vervollstandigen Sie das Sudo-
6 11905 ku so, dass

9|8 6 » in jeder der neun Spalten
8 5 6 3 1 » in jeder der neun Reihen
7 2 6 » und in jeder der neun

6 IE Regionen

41119 s Z alle Zahlen von 1 bis 9 vorkom-
men.
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Sudoku

Lésung

53|46, 7|8[9]1|2
6/7(2(1,9|5(13/4|8

1/9/813/4|2|5|/6]7

8/5/9|[7/6/1]4/ 2|3

4121618|/5/3|17/9|1

711139/ 2/ 4|85 6
9lgl1]|5/3/7]2 8|4
218|7]|4/1]9|6| 3|5

3/4/5(2|8/6|1]|7|°9

4/29
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Lésungsweg via Aussagenlogik (T

Wir fhren fUr jede Zellenposition (i, j) des Sudoku und jede
Zahl k zwischen 1 und 9 eine Boolesche Variable

k
Di;

ein, mit der Vorstellung, dass Dk den Wert wahr hat, wenn auf
dem Feld (/,/) die Zahl k steht.
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Lésungsweg via Aussagenlogik (T

Wir fhren fUr jede Zellenposition (i, j) des Sudoku und jede
Zahl k zwischen 1 und 9 eine Boolesche Variable

k
Di;

ein, mit der Vorstellung, dass Dk den Wert wahr hat, wenn auf
dem Feld (/,/) die Zahl k steht.

Wir benutzen kartesische Koordinaten zur Notation von
Positionen.
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Lésungsweg via Aussagenlogik (T

Wir fhren fUr jede Zellenposition (i, j) des Sudoku und jede
Zahl k zwischen 1 und 9 eine Boolesche Variable

k
Di;

ein, mit der Vorstellung, dass Dk den Wert wahr hat, wenn auf
dem Feld (/,/) die Zahl k steht.

Wir benutzen kartesische Koordinaten zur Notation von
Positionen.

So ist z.B. Dg ; wahr, wenn in der rechten unteren Ecke die
Zahl 9 steht.
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Sudoku Regeln als AL-Formeln T

1 1 1 1 1 1 1 1 1
DigV D39V D39V D49V D59V DoV D79V DggV Dgg

sagt, dass die Ziffer 1 mindestens einmal in der ersten Zeile
vorkommen muf3.
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Sudoku Regeln als AL-Formeln T

1 1 1 1 1 1 1 1 1
DigV D39V D39V D49V D59V DoV D79V DggV Dgg

sagt, dass die Ziffer 1 mindestens einmal in der ersten Zeile
vorkommen muf3.

1 1 1 1 1 1 1 1 1
Dij1VvDjoVvDj3VvDjyVvDisVvDigVvDizVvDigVvDig

sagt, dass die Ziffer 1 mindestens einmal in der ersten Spalte
vorkommen muf3.
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Sudoku Regeln als AL-Formeln T

1 1 1 1 1 1 1 1 1
DigV D39V D39V D49V D59V DoV D79V DggV Dgg

sagt, dass die Ziffer 1 mindestens einmal in der ersten Zeile
vorkommen muf3.

1 1 1 1 1 1 1 1 1
Dij1VvDjoVvDj3VvDjyVvDisVvDigVvDizVvDigVvDig

sagt, dass die Ziffer 1 mindestens einmal in der ersten Spalte
vorkommen muf3.

1 1 1 1 1 1 1 1 1
Di1VDipVDi3VvDy1 VDoV D3V D31V D35V D35

sagt, dass die Ziffer 1 mindestens einmal in der Region links

unten vorkommen muss.
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Zusitzliche AL-Formeln AT

Ergibt soweit: (9 + 9 + 9) x 9 = 243 Formeln.
Diese Formeln beschreiben Sudoku noch nicht genau.
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Zusitzliche AL-Formeln AT

Ergibt soweit: (9 + 9 + 9) x 9 = 243 Formeln.
Diese Formeln beschreiben Sudoku noch nicht genau.

Man muss noch sagen, dass auf jeder Zelle héchstens eine
Zahl stehen kann.
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Zusitzliche AL-Formeln AT

Ergibt soweit: (9 + 9 + 9) x 9 = 243 Formeln.
Diese Formeln beschreiben Sudoku noch nicht genau.

Man muss noch sagen, dass auf jeder Zelle héchstens eine
Zahl stehen kann.

~(Dj 4 A D% 4), ~(D] 4 A D3 ), ~(Dj 4 A Df4), (D} 4 A D3 ),
~(Dj 1 A D% ), —( 11/\D11)aﬁ( Di, AD%,), ~(D} 4 A D7y,
(D84 A D3 ), ~(D% D), ~(DR A D), (DR 1 D%,
(D2 A D7), ~(DBy A DB ), ~(DF A D), ~(DFy A DE ),
USw.
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Zusitzliche AL-Formeln AT

Allgemein:
~(D§; A D))

firalle1 < j,s,t<9mits<t
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Zusitzliche AL-Formeln AT

Allgemein:
~(D§; A D))

firalle1 < j,s,t<9mits<t

Ergibt insgesamt: 243 + 81 « 36 = 3159 Formeln.
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Zusitzliche AL-Formeln AT

Allgemein:
~(D§; A D))
firalle1 < j,s,t<9mits<t
Ergibt insgesamt: 243 + 81 « 36 = 3159 Formeln.
Hinzu kommen atomare Formeln, die das konkrete Ratsel

beschreiben:
7 3
D174, . D976
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Das 8-Damen-Problem AT

Man plaziere acht Damen so auf einem Schachbrett, dass sie
sich gegenseitig nicht bedrohen.
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Das 8-Damen-Problem AT

Man plaziere acht Damen so auf einem Schachbrett, dass sie
sich gegenseitig nicht bedrohen.

abcdefgh
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Eine Losung des 8-Damen-Problems

T W 7
////,//

—_ N W A W N N

Aw/ w o
o ///%//
C

v
. iiif://
n ///g/

a b ¢c d e f g h

Beckert, WS 2017/2018




Wiederholung

Syntax und Semantik
der
Aussagenlogik
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Vokabular der Aussagenlogik KIT

Logische Zeichen
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Vokabular der Aussagenlogik KIT

Logische Zeichen

1 Symbol fiir den Wahrheitswert ,wahr*
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Vokabular der Aussagenlogik KIT

Logische Zeichen

1 Symbol fiir den Wahrheitswert ,wahr*
0 Symbol fir den Wahrheitswert ,falsch*
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Vokabular der Aussagenlogik (T

Logische Zeichen

1 Symbol fiir den Wahrheitswert ,wahr*
0 Symbol fir den Wahrheitswert ,falsch*
- Negationssymbol (,nhicht*)
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Vokabular der Aussagenlogik el

Logische Zeichen

1 Symbol fiir den Wahrheitswert ,wahr*
0 Symbol fir den Wahrheitswert ,falsch*
= Negationssymbol (,nicht*)

A Konjunktionssymbol (,und®)
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Vokabular der Aussagenlogik (T

Logische Zeichen

1 Symbol fiir den Wahrheitswert ,wahr*
0 Symbol fir den Wahrheitswert ,falsch*
= Negationssymbol (,nicht*)

A Konjunktionssymbol (,und®)

V Disjunktionssymbol (,oder”)
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Vokabular der Aussagenlogik (T

Logische Zeichen

1 Symbol fiir den Wahrheitswert ,wahr*
0 Symbol fir den Wahrheitswert ,falsch*
= Negationssymbol (,nicht*)

A Konjunktionssymbol (,und®)

V Disjunktionssymbol (,oder”)

— Implikationssymbol (,wenn ... dann®)
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Vokabular der Aussagenlogik (T

Logische Zeichen

1 Symbol fiir den Wahrheitswert ,wahr*
0 Symbol fir den Wahrheitswert ,falsch*
= Negationssymbol (,nicht*)

A Konjunktionssymbol (,und®)

V Disjunktionssymbol (,oder”)

— Implikationssymbol (,wenn ... dann®)

+» Symbol fur beiderseitige Implikation (,genau dann,
wenn®)
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Vokabular der Aussagenlogik (T

Logische Zeichen

1 Symbol fiir den Wahrheitswert ,wahr*
0 Symbol fir den Wahrheitswert ,falsch*
= Negationssymbol (,nicht*)

A Konjunktionssymbol (,und®)

V Disjunktionssymbol (,oder”)

— Implikationssymbol (,wenn ... dann®)

+» Symbol fur beiderseitige Implikation (,genau dann,
wenn®)

(,) die beiden Klammern
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Vokabular der Aussagenlogik KIT

Signatur

Eine (aussagenlogische) Signatur ist eine abzahlbare Menge ¥
von Symbolen, etwa
ZZ{PO,,P[‘)}

oder
Y ={Py, Ps,...}.

Die Elemente von X hei3en auch atomare Aussagen, Atome
oder Aussagevariablen.
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Formeln der Aussagenlogik

Zur Signatur ¥ ist ForOx, die Menge der
Formeln Gber ©

induktiv definiert durch

» 1 ¢ ForOs
0 € ForOs
> C ForOs

Formale Systeme — Prof. Dr. Bernhard Beckert, WS 2017/2018
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Formeln der Aussagenlogik (T

Zur Signatur ¥ ist ForOx, die Menge der
Formeln Gber ©

induktiv definiert durch

» 1 ¢ ForOs
0 € ForOx
> C ForOs
» wenn A, B € ForOsy dann sind auch
-A
(AN B)
(Av B)
(A— B)
(A< B)

Elemente von ForOs
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Semantik der Aussagenlogik KIT

Interpretation

Es sei ¥ eine aussagenlogische Signatur. Eine Interpretation
Uber X ist eine beliebige Abbildung

I:5 — {W,F).
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Semantik der Aussagenlogik (T

Auswertung

Zu jedem [ Uber X wird eine zugehdrige Auswertung der
Formeln Uber X definiert

val, : ForOy — {W, F}
mit:

val,(1 ) = W
val;(0) F
vali(P) = I(P) flr jedes P € ©

[ F falls val(A)=W
va//(ﬁA)—{ W falls val(A) =F
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Semantik der Aussagenlogik

Auswertung (Forts.)

val; auf (AA B),(AV B),(A— B), (A« B) wird gemaf der
folgenden Tabelle berechnet

val, val, val, val,
vali(A) | val(B) || (AANB) | (AvB) | (A—B) | (A« B)
W W W W W W
W F F W F F
F W F W W F
F F F F W W

Formale Systeme — Prof. Dr. Bernhard Beckert, WS 2017/2018
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Logische Grundbegriffe KIT

» Ein Modell einer Formel A € ForOy ist eine Interpretation /
uber X mit valj(A) = W.
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Logische Grundbegriffe KIT

» Ein Modell einer Formel A € ForOy ist eine Interpretation /
uber X mit valj(A) = W.

» Zu einer Formelmenge M C ForOy ist ein Modell von M
eine Interpretation /, welche Modell von jedem A € M ist.
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Logische Grundbegriffe KIT

» Ein Modell einer Formel A € ForOy ist eine Interpretation /
uber X mit valj(A) = W.

» Zu einer Formelmenge M C ForOy ist ein Modell von M
eine Interpretation /, welche Modell von jedem A € M ist.

» A € ForOx heif3t allgemeingultig
gdw
valj(A) = W fir jede Interpretation / Gber %.
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Logische Grundbegriffe KIT

» Ein Modell einer Formel A € ForOs ist eine Interpretation /
uber X mit valj(A) = W.
» Zu einer Formelmenge M C ForOy ist ein Modell von M
eine Interpretation /, welche Modell von jedem A € M ist.
» A € ForOs heif3t allgemeingultig
gdw
valj(A) = W fir jede Interpretation / Gber %.
» A € ForOyx heif3t erfillbar
gdw
es gibt eine Interpretation / Gber X mit val;(A) = W.
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Logische Grundbegriffe (Forts.) KIT

Definition
Y sei eine Signatur, M C ForOs, A, B € ForQOy.

» MEA lies: aus M folgt A
gdw
Jedes Modell von M ist auch Modell von A.
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Logische Grundbegriffe (Forts.) KIT

Y sei eine Signatur, M C ForOs, A, B € ForQOy.
» MEA lies: aus M folgt A
gdw
Jedes Modell von M ist auch Modell von A.

» A, B € ForOx heiB3en logisch aquivalent
gdw
{A} Ex Bund {B} 5 A
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Beispiele allgemeinguiltiger Formeln

A—A Selbstimplikation
-AV A Tertium non datur
A— (B— A) Abschwachung
0 A Ex falso quodlibet
(AN(A—B))—B Modus Ponens
ANA+ A ldempotenz
(—A) < A Doppelnegation
AN(AVB)«+ A Absorption
(A« B) < ((A— B)A(B— A) Aquivalenz/Implikation
AAN(BVC)«< (ANB)V(AANC) Distributivitat
AV (BAC)«+ (AVB)A(AVC) Distributivitat

Formale Systeme — Prof. Dr. Bernhard Beckert, WS 2017/2018
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Beispiele allgemeingtiltiger Formeln
(Forts.)

(A— B) +» (-B — —=A) Kontraposition

(A (B 0) o

(A= B)— (A= 0)) Verteilen
-(AVB) <+ -AAN-B De Morgan

~(AAB) < -Av-B De Morgan

Formale Systeme — Prof. Dr. Bernhard Beckert, WS 2017/2018
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Einfache Sitze AT

» Aerfillbar gdw —A nicht allgemeingliltig
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Einfache Sitze AT

» Aerfillbar gdw —A nicht allgemeingliltig

» = A gdw A istallgemeingliltig
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Einfache Sitze AT

» Aerfillbar gdw —A nicht allgemeingliltig
» =A gdw A istallgemeinglltig
» =-A gdw A istunerfillbar
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Einfache Sitze AT

» Aerfillbar gdw —A nicht allgemeingliltig
» =A gdw A istallgemeinglltig

» =-A gdw A istunerfillbar

»A=EB gdw =A-—-B
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Einfache Sitze AT

» Aerfillbar gdw —A nicht allgemeingliltig
» =A gdw A istallgemeinglltig

» =-A gdw A istunerfillbar

» A=EB gdw EFEA-—-B

» MU{A} B gdw MEA—B
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Einfache Sitze AT

» Aerfillbar gdw —A nicht allgemeingliltig
» =A gdw A istallgemeinglltig
» =-A gdw A istunerfillbar

» A=EB gdw EFEA-—-B
» MU{A} B gdw MEA—-B
» A, B sind logisch dquivalent  gdw

A < B ist allgemeingdiltig
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Logische Umformung SKIT

Wenn

» A und B logisch &quivalent

» A Unterformel von C

» C’ entsteht aus C dadurch, dass A durch B ersetzt wird
dann

» C und C’ logisch dquivalent
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Quiz AT

Welche der folgenden Formeln sind Tautologien?

1 (A— B)— (-B— —A)
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Quiz AT

Welche der folgenden Formeln sind Tautologien?

1 (A— B)— (-B— —A)
2 -(A—B)«< (AAN-B)
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Quiz
Welche der folgenden Formeln sind Tautologien?

1 (A— B)— (-B— —A)
2 -(A—B)«< (AAN-B)
3 +(AvB)— (AvB)
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Quiz AT

Welche der folgenden Formeln sind Tautologien?

(A— B) —» (-B — —A)
-(A— B) + (AAN-B)
-(AV B)— (AV B)

(A— B) - (-A— -B)

A WODN =
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Quiz AT

Welche der folgenden Formeln sind Tautologien?

(A— B) —» (-B — —A)
-(A— B) + (AAN-B)
-(AV B)— (AV B)

(A— B) - (-A— -B)
(mAV B)V (AA-B)

arowNN-—=
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Quiz

Welche der folgenden Formeln sind Tautologien?

(A— B) = (-B — —A)
-(A— B) +~ (AAN-B)
-(Av B)— (AvV B)
(A— B) — (-A— -B)
(mAV B)V (AN-B)

OO~ owOND =
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Boolesche Funktionen AT

1. Eine Funktion f von {W,F}" nach {W,F} fir n € N
heiB3t eine n-stellige Boolesche Funktion.
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Boolesche Funktionen AT

1. Eine Funktion f von {W,F}" nach {W,F} fir n € N
heiB3t eine n-stellige Boolesche Funktion.

2. Sei A€ ForOx, ¥ = {Py,..., Py} dann wird die Boolesche
Funktion f4 von A definiert durch:

fa(b) = vali(A)

wobei b € {W,F}" und I(P;) = b;.
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Boolesche Funktionen AT

1. Eine Funktion f von {W,F}" nach {W,F} fir n € N
heiB3t eine n-stellige Boolesche Funktion.

2. Sei A€ ForOx, ¥ = {Py,..., Py} dann wird die Boolesche
Funktion f4 von A definiert durch:

fa(b) = vali(A)

wobei b € {W,F}" und I(P;) = b;.
Die Boolesche Funktion f4 hangt ab von der Anordnung
der in ihr vorkommenden aussagenlogischen Atome!
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Beispiel KIT

Fiar A= P; A Ps in der Signatur ¥ = { Py, P, P3} ergibt sich f4
aus der folgenden Tabelle:

| P1 [ Po| Ps || fa(Py, P2, Ps) |

W W[W w
W[ W|F F
W[F | W w
W|F|F F
F|W|W F
F|W|F F
F|F|W F
F|F|F F
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Funktionale Volistandigkeit (T
Wiederholung

Zu jeder Booleschen Funktion f: {W,F}"” — {W F} gibt es
eine Formel A € ForOs mit

f=fy
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Funktionale Volistandigkeit (T
Wiederholung

Zu jeder Booleschen Funktion f: {W,F}"” — {W F} gibt es
eine Formel A € ForOs mit

f=fy

Beweis:
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Funktionale Volistandigkeit (T
Wiederholung

Zu jeder Booleschen Funktion f: {W,F}"” — {W F} gibt es
eine Formel A € ForOs mit

f=fy

Beweis: Seien by, ... b, genau die n-Tupel aus {W, F}" mit
f(b;) = W.
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Funktionale Volistandigkeit (T
Wiederholung

Zu jeder Booleschen Funktion f: {W,F}"” — {W F} gibt es
eine Formel A € ForOs mit

f=fy

Beweis: Seien by, ... b, genau die n-Tupel aus {W, F}" mit
f(b;) = W.
A=A V... VA
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Funktionale Volistandigkeit (T
Wiederholung

Zu jeder Booleschen Funktion f: {W,F}"” — {W F} gibt es
eine Formel A € ForOs mit

f=fy

Beweis: Seien by, ... b, genau die n-Tupel aus {W, F}" mit
f(b;) = W.
A=A \/...\/Ak,A,':A,'J /\---/\Ai,n mit
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Funktionale Volistandigkeit (T
Wiederholung

Zu jeder Booleschen Funktion f: {W,F}"” — {W F} gibt es
eine Formel A € ForOs mit

f=fy

Beweis: Seien by, . .. b, genau die n-Tupel aus {W,F}" mit
f(Bj) = W.
A=A \/...\/Ak,A,':A,'J /\---/\Ai,n mit

A _[ P fallsb;=wW
W=\ -P; falls b =F
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Basen AT

Definition

Eine Menge KOp von aussagenlogischen Konstanten und
Operatoren heif3t eine

Basis,

wenn fur jede Boolesche Funktion f: {W,F}" — {W,F} eine
Formel A existiert, die nur mit Konstanten und Operatoren aus
KOp aufgebaut ist, mit

fa="f.
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Basen T

Eine Menge KOp von aussagenlogischen Konstanten und
Operatoren heif3t eine

Basis,

wenn flr jede Boolesche Funktion f: {W,F}"” — {W, F} eine

Formel A existiert, die nur mit Konstanten und Operatoren aus
KOp aufgebaut ist, mit

fa="f.
Keine Minimalitat fir KOp gefordert.
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Basen AT

» {1,0,—,A,V, =, &}
| 4 {ﬁ’/\}

» {0,—}

> {J}

» {1,0,sh}

wobei A | B = ~(AV B):
‘ va/,(A) ‘ val,(B) H val,(A¢ B) ‘
F

w
F
w

mms s

F
F
F w
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