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Gleichungslogik (T

Die Gleichungslogik ist der Spezialfall der Pradikatenlogik, bei
dem nur Gleichungen, s = t, betrachtet werden.

Das ist im striktesten Sinne zu verstehen: es gibt keine
Ungleichungen, keine Disjunktion oder Konjunktion von
Gleichungen.

Variablen konnen auftreten und sind implizit universell
quantifiziert.

Fir eine Gleichungsmenge E und Terme t, s gilt also

EEs=t

genau dann, wenn fir jede Struktur M, mit

M E VXx(s' =) fur jede Gleichung s’ = t'in E

auch M = Vx(s = t) qilt.

Dabei steht X jeweils fiir alle in der nachfolgenden Gleichung
vorkommenden Variablen.
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Ersetzung von Gleichem durch SAT
Gleiches

Gegeben sei eine Menge E von Gleichungen in der Signatur *

S —1>E t < esgqgibteine Gleichung/=rec E
und eine Substitution o, so daf gilt:
o(/) ist Unterterm von s
t entsteht aus s, indem dort der Unterterm (/)
an genau einer Stelle ersetzt wird durch o(r)

Beispiel: E={(x+y)xz=xxz+yx*z}

S t
ux[( (@a+c) + 2)* c | . ux[(a+c)xc+2xc]

X y z
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Iteration der Ersetzung (T

S —1>E t gdw wie gesehen

t g r gdw r wird durch mehrfache Anwendung von

1
—E

von links nach rechts, erhalten

t <gr gdw r wird durch mehrfache Anwendung von

1
—E

in beiden Richtungen, erhalten
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Satz von Birkhoff AT

Fir jedes Gleichungssystem E und zwei beliebige Terme s, t
gilt
EEs=t & st

Garrett Birkhoff

On the structure of abstract algebras
Proc.Cambrigde Phil.Soc., 1935

Vol. 31, pp 433-454

Das Skript enthalt auch einen Beweis in den Ubungsaufgaben
zum Kapitel Gber Gleichungslogik.
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Termersetzungssysteme (T

Nach dem Satz von Birkhoff kdnnen wir uns auf das Studium
der Relation «+»g konzentrieren.

Die automatische Berechnung von < ¢ ist uBerst aufwendig.
Es ist unmoglich vorherzusehen, welche Gleichungsanwendun-
gen am Ende zum Ziel fihren werden. Die Vermeidung
nutzloser Schleifen ist ein weiteres Problem.
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Termersetzungssysteme (T

Idee:

Um t = s zu beweisen, berechnen wir Normalformen f, so mit
t—el und s —E So

Es qilt:
o = so impliziert t=s

Falls Normalformen existieren und eindeutig sind:

lp =5 gdw t=s

Funkioniert nicht flir alle E. Fr welche?

Die Idee eindeutiger Normalformen ist weit Gber die
Gleichungslogik hinaus fruchtbar. Wir prasentieren sie deshalb
zunachst in dem allgemeinen Kontext der Reduktionssysteme
und kehren danach zum Studium von < g zurtck.
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Reduktionssysteme (T

Definition

Ein Reduktionssystem (D, -) besteht aus einer nichtleeren
Menge D und einer beliebigen, binaren Relation > auf D.

Wir benutzen die folgenden Bezeichnungen:

— die reflexive, transitive Huille von >~

% die transitive Hiille von =
+ die reflexive, transitive, symmetrische Hiille von >

Das Standardbeispiel ist

;
S-tes—pt
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Weitere Beispiele fur Sar
Reduktions sy steme

v

Polynomreduktion
5-Reduktion im A-Kalkiil
Wortersetzung (Semi-Thue-Systeme)

v

v

» etc
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Einschrankende Eigenschaften (T
von Reduktionssystemen

1. Ein Reduktionssystem (D, >-) hei3t konfluent, wenn fur
jedes Tripel s,81,8o € Dmits — 51, s > speinte D
existiert mit sy — tund s — .

2. (D, >) heiBt lokal konfluent, wenn fir alle s, s1, s, € D mit
S>S51,S> S einte Dmits; — tund s, — t existiert.

3. (D, >) heiB3t noethersch (oder wohlfundiert oder
terminierend), wenn es keine unendlichen Folge
So > S1...>= 8j»...Qgibt.

4. Ein konfluentes und noethersches Reduktionssystem heif3t
kanonisch.

5. Ein Element s € D heif3t irreduzibel (oder eine
Normalform) in (D, >-), wenn kein t € D existiert mit s > ¢.

6. Sei s € D. Ein Element sy € D hei3t eine Normalform fiir
sin (D, ), wenn sy irreduzibel ist und s — sg gilt.
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Kanonische Reduktionssysteme (T

Theorem
Sei (D, ) ein kanonisches Reduktionssystem. Dann gilt:

1. Zu jedem s € D gibt es eine eindeutige Normalform. Diese
bezeichnen wir mit irr(s).

2. Furs,te D gilt
S« tgawirr(s) = irr(t)

3. (D, ) sei berechenbar im folgenden Sinne: Es gibt einen
Algorithmus, der zu jedem t € D eint' mitt = t' liefert,
wenn ein solches existiert, und andernfalls ausgibt ,t ist
irreduzibel’, Dann ist die Relation <> entscheidbar.

Formale Systeme — Prof. Dr. Bernhard Beckert, WS 2017/2018 11/19 (Druckversion)



Beweis AKIT
Eindeutigkeit und Existenz der Normalform

Eindeutigkeit

Angenommen es gabe fiir s € D zwei Normalformen sy, S».
D.h. es gilt s — sy und s — s5.

Wegen der Konfluenz von (D, >) gibt es t € D mit

Sy — tund s, — t.

Das widerspricht der Irreduzibilitat von s, s».

Existenz

firs e D:

Setze sy = s und wahlen ein s;, 1 mit s; > s;, 1, solange s; nicht
irreduzibel ist.

Da (D, ) noethersch ist, wird nach endlich vielen Schritten ein
irreduzibles s; erreicht.
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Beweis IT
S < tgdw irr(s) = irr(t)

Die Implikation von rechts nach links ist trivial.

Gelte jetzt s < t.

Nach Definition von «> gibt es eine Folge s = sg, 51,...,8n =,
so dass fir alle 0 < i < nentweder s; > s;, 1 oder s;. 1 >~ s; gilt.
Nachweis von irr(s) = irr(t) durch Induktion tber n.

Der Induktionsanfang n = 0, d.h. s = tist trivial.

Induktionsschritt:

Sei die Behauptung fur Folgen der Lange n — 1 schon
bewiesen. Also gilt irr(sq) = irr(t).

Im Fall sp > s¢ gilt offensichtlich irr(sg) = irr(sy), und wir sind
fertig.

Falls sy = sp gilt, folgt aus der Konfluenz, dass ebenfalls
irr(sp) = irr(s1) gelten muss
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Beweis AT
Entscheidbarkeit von <

Zu gegebenem s, t wird wie folgt entschieden, ob s «» t.
Beginnend mit s := s, liefert der vorausgesetzte Algorithmus
Elemente s; mit 55 = $1 = S» = ..., bis hierbei ein irreduzibles
Sm erreicht ist.

Da (D, ) noethersch ist, tritt das auf jeden Fall ein und wird
durch ,sp, ist irreduzibel® mitgeteilt, ferner gilt s, = irr(s).
Entsprechend erhalt man irr(t) aus t.

Nach (2) ist s <+ t genau dann, wenn irr(s) = irr(t).
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Noethersche Induktion AUT

Theorem

Fur ein noethersches Reduktionssystem (D, >-) gilt das
folgende Beweisprinzip der Noetherschen Induktion:
Es sei X C D, so dass fiir alle a € D gilt

{bla-b}C X=acX.

Dann ist X = D.
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Noethersche Induktion AT

Proof.

Angenommen es gibt ag € D\ X. Nach Annahme Uber X gilt
{b|ay > b} ZX.
Es gibt also ein a; mit
ag > ai, a1 ¢ X

Nach Annahme Uber X gilt wieder {b | a; > b} £ X und es gibt
ein a, mit

a - a - a,a X
Fahrt man in dieser Weise fort, so erhalt man eine unendliche
Folge (a;)jen mit a; = a;, 1 fur alle i. Das ist ein Widerspruch,
denn (D, ) war als noethersch vorausgesetzt. O
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Von lokaler Konfluenz zu Konfluenz AT

Theorem

Wenn (D, >) ein noethersches und lokal konfluentes
Reduktionssystem ist, dann ist (D, >) konfluent, d. h.
kanonisch.

."\

/\

81

/ \ /
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Beweis AT

Wir verwenden noethersche Induktion beziiglich der Menge
Confl = {s|flralle sy, s
mits — 81,8 — So
existiert ein t mit sy — t, s, — t}
Dazu missen wir also zeigen, dass fur alle s gilt:

{s'| s = §'} C Confl = s € Confl

Es seien s, s1, s> gegeben mit s — s1, s — So.
Im Falle s = sy oder s = s, ist man fertig. (Etwa: s; = s — s»).
Sei also s # 51, S # So.
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Beweis (Forts.) (T

Nachweis von
{s'| s = §'} C Confl = s € Confl

im Falle s — s1, s — So mit § # $1, § # So.

Es existieren uy, o mit s > Uy — sy und s = Us — So.

Wegen der lokalen Konfluenz von (D, >-) existiert ein v mit

Uy — V, U — V.

Nach Voraussetzung (,,Induktionsannahme®) liegt uy in Confl.
Also gibt es ein w mit sy - wund v — w.

Entsprechend schlieBen wir aus der Induktionsannahme u, €
Confl, dass ein Term t existiert mit s, — tund w — .

Wir haben s; — tund s, — t und somit s € Confl, was zu
beweisen war.
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