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Vorwort

Formale Methoden und die zu ihrer Umsetzung notwendigen formalen Syste-
me spielen in der Informatik von Anfang an eine wichtige Rolle. Umfang und
Komplexitat der einzelnen Computeranwendungen sind in den letzten Jahren
enorm angewachsen, was die Kontrolle ihrer Korrektheit immer schwieriger
macht. Neben den traditionellen Methoden zur Qualitéitssicherung einschlief3-
lich extensiver Testlaufe wird der Wunsch immer stéirker, eine formale Veri-
fikation der logischen Korrektheit durchfithren zu kénnen. Die Fortschritte
in der Entwicklung formaler Beweismethoden und die Verfiigbarkeit immer
schnellerer Rechner hat diesen Wunsch der Verwirklichung ein Stiick ndher
gebracht. Untrennbar verbunden mit dem operationalen Verhalten ist die
Spezifikation und Analyse komplexer Systeme mittels deklarativer formaler
Sprachen.

Die Fiille der in der Informatik benutzten formalen Systeme ist schier un-
iibersehbar. Wir machen keinen Versuch einen Uberblick oder auch nur den
Ansatz zu einer umfassenden Definition zu geben. Statt dessen betrachten
wir ausfithrlich einen Kernbereich fiir das Arbeiten mit formalen Systemen:
Logik, mit Betonung ihrer Funktion in der Informatik.

Wir befassen uns in Kapitel 1 zunéchst mit der Aussagenlogik, insbeson-
dere, weil die Grundidee fiir Vollstédndigkeitsbeweise hier in einer besonders
einfachen Form bereits realisiert ist. Einen wesentlich stéirker algorithmisch
geprigten Bereich betritt man im speziellen Fall der Gleichungslogik: ndm-
lich das Gebiet der Termerzeugungssysteme, das die zentrale Methodik fiir
symbolisches Rechnen und fiir abstrakte Datentypen liefert.

Das Ziel dieser Vorlesung ist dabei die exemplarische Vermittlung zentra-
ler Ideen. Das geschieht dann griindlich, wobei nicht nur die giiltigen Aus-
sagen, wie Korrektheits- und Vollstdndigkeitssidtze, genannt sondern auch
vollstiandige Beweise gegeben werden. Im Vordergrund stehen dabei die Fra-
gestellungen:

1. wie bekommen Zeichen eine Bedeutung 7



2. was ist ein Beweis ?

Die erste Frage findet ihre Antwort in der Beschreibung des Zusammenhangs
zwischen Syntax und Semantik der Pradikatenlogik, die zweite in der Angabe
formaler Beweiskalkiile, die der Strenge der Begriffbildungen der mathemati-
schen Logik standhalten. Der Autor ist der Auffassung, dafl ein Student der
Informatik, wenigstens einmal wihrend seines Studiums, auch die technischen
Details in einem solchen Vorgehen kennenlernen sollte. Auch das geschieht
wieder exemplarisch an einigen Stellen. Danach kehrt die Darstellung wie-
der auf eine etwas informellere Ebene zuriick. Damit nicht durch zufillige
Eigenheiten eines Beispiels ein falscher Eindruck entsteht, werden mehrere
Logikkalkiile vorgestellt.

Eine umfangreiche Sammlung von Ubungsaufgaben, teilweise mit Losungen,
bietet dem Leser die Gelegenheit, neben der passiven Rezeption des Materi-
als sich auch aktiv mit ihm auseinanderzusetzen.
Anwendungsmoglichkeiten werden an nicht trivialen Beispielen aufgezeigt.
Realistische Anwendungsszenarien erwiesen sich dagegen als zu umfangreich.
Notwendigerweise gibt es Themen, die in diesem Skript nicht behandelt wer-
den konnten. So werden Logiken hoherer Stufe und nichtklassische Logiken
nur sehr knapp behandelt, und der Lambda-Kalkiil kommt iiberhaupt nicht
VOr.
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Kapitel 1

Vorausetzungen

Die erfolgreiche Lektiire des Vorlesungsskripts Formale Systeme setzt Ver-
trautheit mit den elementaren Vorgehensweisen der Theoretischen Informa-
tik voraus. Grundbegriffe wie Menge, Relation, Funktion, sollten bekannt
sein. Der Leser sollte ganz allgemein in der Lage sein Definition zu verste-
hen, auch induktive, mathematischen Argumentationen folgen kénnen und
symbolische Notationen lesen konnen.

Diese Féhigkeiten konnen in der Regel durch den Besuch der Vorlesung Theo-
retische Grundlagen der Informatik oder der vorgeschriebenen Vorlesungen
in der Mathematik erworben werden.

Es folgt eine Zusammenfassung einiger Definitionen mathematischer Grund-
begriffe, die im Rest des Textes héufig oder gelegentlich benutzt werden,
zusammen mit einigen elementaren Eigenschaften. Der Text geht davon aus,
daBl der Leser diesen Teil zunéchst iiberspringt und darauf zuriick greift, wenn
er im Text einen Begriff findet, iiber dessen Definition er sich nicht im Klaren
ist.

Definition 1.1 (Notation fiir Zahlbereiche)

Wir benutzen die folgende, weit verbreitete, Notation:

N fiir die Menge der natiirlichen Zahlen, inklusive 0
Z fir die Menge der ganzen Zahlen

Q fiir die Menge der rationalen Zahlen

R fiir die Menge der reellen Zahlen

Definition 1.2 (Eigenschaften von Relationen)
Sei R eine zweistellige Relation auf einer Menge D. R ist:

reflexiv Fir alle d € D gilt R(d,d)



irreflexiv Fiir alle d € D gilt nicht R(d, d)
transitiv Fiir dl, dQ, d3 € D mit R(dl, dg) und R(dg, d3), gllt auch R(dl, dg)

symmetrisch Fir alle a,b € D mitR(a,b) gilt auch R(b,a).
antisymmetrisch Fiir alle dy,ds € D R(dy,dy) und R(ds,dy) gilt d; = do.

asymmetrisch Fiir alle dy,dy € D kann nicht R(dy, ds) und R(ds, d;) gleich-
zeitig gelten.

funktional Aus R(a,b) und R(a, bs) folgt by = bs.
Insbesondere ist die leere Relation Ry funktional.

Ordnung R ist reflexiv, transitiv und antisymmetrisch.
Fiir Ordnungsrelationen wird héufig die Notation a < b benutzt anstelle
von R(a,b).

strikte Ordnung R ist transitiv, asymmetrisch.
Strikte Ordnungsrelationen werden héufig mit a < b notiert anstelle
von R(a,b).

Quasiordnung R ist reflexiv und transitiv.
Strikte Quasiordnung R ist transitiv und irreflexiv.

totale Ordnung R ist eine Ordnungsrelation und zusétzlich gilt fiir alle
di,dy € D mit dy # dy entweder R(dy,ds) oder R(ds,d;).
Totale Ordnungen werden auch lineare Ordnungen genannt.

Aquivalenzrelation R ist reflexiv, transitiv und symmetrisch.

Wenn wir Ordnung oder strikte Ordnung sagen, meinen wir eine nicht not-
wendig lineare Ordnung. Wenn wir diese Tatsache betonen wollen, fiigen wir
das Attribut partiell hinzu, reden also von einer partiellen Ordnung oder
einer strikten partiellen Ordnung.

Lemma 1.3
1. Sei (D, <) eine Ordnung. Wir definieren fiir a,b € D:

a<bgdwa=<bunda#b
Dann ist (D, <) eine strikte Ordnung.
2. Sei (D, <) eine strikte Ordnung. Wir definieren fiir a,b € D:
a=<bgdwa—<bodera=>

Dann ist (D, =) eine Ordnung.



Beweis: FEinfach.

Lemma 1.4
Sei < eine irreflexive Relation und =< die wie in Lemma 1.3 zugeordnete
reflexive Relation, i.e. a < b gdw a < b oder a = 0.

Dann ist < genau dann asymmetrisch wenn < antisymmetrisch ist.

Beweis Sei < asymmetrisch und gelte a < b und b < a. Nach Definition
von = heifft dasa <bodera=bund b <aoderb=a. Daa<bund b < a
nicht beide wahr sein konnen, folgt @ = b und damit die Antisymmetrie von
<.

Sei jetzt umgekehrt < antisymmetrisch und gelte a < b und b < a. Nach
Definition gilt dann auch a < b und b < a. Aus der Antisymmetrie von =
folgt @ = b und damit a < a. Das steht aber im Widerspruch zur Irreflexivitét
von <. Also kénnen a < b und b < a nicht beide wahr sein.

Lemma 1.5
Fiir eine transitive Relation R fallen die Begriffe irreflexive und asymmetrisch
zusamimen.

Beweis: Jede, nicht notwendig transitive, asymmetrische Relation R ist
auch irreflexive. Asymmetrie kann durch die Formel VaVy(—(R(x,y)AR(y, x)))
formalisiert werden, Irreflexivitat durch Va(—R(x, z)). Aus der ersten Formel
folgt insbesondere der Spezialfall x = y, also Va(—(R(z,z) A R(z,x))), was
logisch dquivalent zu V(= R(z, x)) ist.

Sei jetzt R transitiv und irreflexiv und gelte R(a,b) und (R(b,a). Mit Hilfe
der Transitivitét folgt R(a,a), im Widerspruch zur ITrreflexivitit. Also kann
R(a,b) und (R(b, a) nicht auftreten.

Beispiel 1.6
Die folgenden Strukturen sind Beispiel fiir strikte, totale Ordnungen:

1. (N, <), die natiirlichen Zahlen mit der iiblichen strikten Ordnung
Es gibt ein kleinstes Element, jedes Element hat einen néchsten Nach-
folger und es gibt kein grofites Element.



2. ({0,...,n}, <), die natiirlichen Zahlen von 0 bis einschliellich n mit
der iiblichen strikten Ordnung
Es gibt ein kleinstes Element, es gibt ein grofites Element und jedes
Element aufler dem grofiten hat einen néchsten Nachfolger.

3. (Z,<), die ganzen Zahlen mit der iiblichen strikten Ordnung
Es gibt kein kleinstes Element, es gibt kein grofites Element und jedes
Element hat einen néchsten Nachfolger und Vorgénger.

4. (Q, <), die rationalen Zahlen mit der iiblichen strikten Ordnung
Es gibt kein kleinstes Element, es gibt kein grofites Element und zwi-
schen je zwei Elementen liegt ein drittes Element.

5. (N x N, <), wobei
(CLl, bl) <lex (CLQ, bg) gdW a1 < ag oder a; = ay und b; < by.
Es gibt ein kleinstes Element, es gibt kein grofites Element, jedes Ele-
ment hat einen néchsten Nachfolger und alle Elemente aufier {(n,0) |
n € N} haben einen unmittelbaren Vorgénger. Im Unterschied zu 3
gibt es jedoch ein Element = (in der Tat sehr viele), so daf unendliche
viele Elemente kleiner als  sind.

Beispiel 1.7
Die folgende Struktur ist ein Beispiel fiir eine strikte, partielle Ordnungen,
die nicht total ist.

(N XN, <comp)

wobei (CLl, bl) <comp (CI,Q, b2) gdW a1 < ag und by < bs.

Definition 1.8 (Transitive Hiille)

Sei R eine beliebige bindre Relation mit Definitionsbereich D.

Die transitive Hiille von R ist die kleinste Relation RT auf D mit den
Eigenschaften:

1. RC R,

2. RT ist eine transitive Relation.

Entsprechend stehen R* und R® fiir die kleinste, R umfassende transitive,
reflexive und fiir die transitive, reflexive und symmetrische Relation.

Lemma 1.9
Zu jeder Relation R gibt stets eine

1. transitive Hiille



2. transitive, reflexive Hiille

3. transitive, reflexive, symmetrische Hiille

Beweis Wir betrachten die erste Behauptung.

Sei R eine bindre Relation mit Definitionsbereich D.

Sei R ={R' | RC R C D x D und R ist transitive }. Die Menge R von
Relationen ist nicht leer, da auf jeden Fall D x D in ihr liegt. Man sieht leicht,
daB Rt = (R gilt. Der Nachweis fiir die beiden restlichen Behauptungen
erfolgt mit den offensichtlichen Variationen.

Lemma 1.10
Sei R eine Relation mit Definitionsbereich D.
Die Relation S sei definiert durch

es gibt n € Nund dy,...,d, € D mit
aSb< d;y =aund d,, = b und
diRdi+1 gllt firalle 1 <i<n

Dann ist S die transitive Hiille von R.

Beweis Einfach.

Lemma 1.11
Jede Ordnungsrelation (D, <) kann zu einer totalen Ordnung (D, <;) erwei-
tert werden.

Beweis Wenn (D, <) noch keine totale Ordnung ist, dann gibt es a,b € D
mit a £ b und b £ a . Wir definieren

<y (z<yoder (r <aundb<y)

Wir zeigen, daf§ (D, <;) wieder eine Ordnungsrelation, also reflexiv, transitiv
und antisymmetrisch, ist.

Reflexivitdt Nach Definition ist <; eine Erweiterung von <, aus d; < ds
folgt also d; <; ds. Aus der Reflexivitdt von < folgt somit die Reflexivitét
von <j.



Transitivitit Gelte d; <; dy und dy <; d3 . Wir wollen d; <; d3 zeigen.
Dazu unterscheiden wir die folgenden vier Félle:

1. d1Sd2 undd2§d3
2. di <dyund ds < aund b < ds
3. di <aund b<dyund dy < ds

4. dy <aund b<dyund dy < aund b < dj

(1)  Aus der Transitivitdt von < folgt d; < d3 und damit auch d; <; ds.
(2) Aus der Transitivitdt von < folgt d; < a und b < d3 und damit nach
Definition von <; auch d; < ds.

(3)  Ausder Transitivitit von < folgt b < dsz und und damit nach Definition
von <; wieder d; < ds.

(4)  Aus der Transitivitdt von < folgt b < a im Widerspruch zur Wahl von
a und b.

Antisymmetrie Gelte d; <; dy und dy <; d; . Wir wollen d; = ds zeigen.
Wir unterscheiden die folgenden Félle.

1. d1§d2 undd2§d1
2. di <dyund dy < g und b <d;
3. di <aund b<dyund d; < d;

4. dy <aund b<dyund dy <aund b < d;

(1)  Aus der Antisymmetrie von < folgt unmittelbar d; = ds.

(2) Aus der Transitivitdt von < folgt zunéchst d; < a und dann b < @ im
Widerspruch zur Wahl von a und b.

(3)  Aus der Transitivitdt von < folgt zundchst b < d; und dann b < a im
Widerspruch zur Wahl von a und b.

(4) Aus der Transitivitdt von < folgt wieder der Widerspruch b < a.

Ist D eine endliche Menge, dann fiithrt die Wiederholung dieser Operation
nach endlich vielen Schritten zu einer totale Ordnung.

Fiir unendliches D benétigt man Hilfsmittel aus der Mengenlehre, wie z.B.
das Zornsche Lemma oder transfinite Induktion. Im letzten Fall beginnt
man mit (D, <) = (D, <). Falls (D,<%) noch nicht total ist setzt man
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(D, <ty = (D, (<%),) und fiir Limesordinalzahlen X setzt man (D, <*) =
Uar (D, <9).

Das néchste Lemma beschreibt eine Standardmethode um von einer Quasi-
ordnung zu einer Ordnung zu kommen, allerdings nicht auf derselben Grund-
menge.

Lemma 1.12
Sei eine Quasiordnung (D, <) gegeben.

1. Dann wird durch
a~bgdwa=<bund b=<a

cine Aquivalenzrelation auf D definiert.

2. Bezeichne [a]. = {b € D : a ~ b} die Aquivalenzklasse eines Elements
a. Setze D., = {[a]~ : a € D} und [a]. < [b]. gdw a < b, dann ist
(D, =) wohldefiniert und eine Ordnungsrelation.

Wir benutzen dasselbe Symbol < fiir die Relation zwischen Elementen a,b €
D und Elementen [a].,b. € D.. Aus der Art der Argumente geht eindeutig
hervor welche der beiden Relationen jeweils gemeint ist.

Beweis: Um ~ als Aquivalenzrelation zu identifizieren miissen wir Reflexi-
vitéit, Symmetrie und Transitivitdt nachweisen. Die Reflexivitit a ~ a folgt
aus der Reflexivitéit der Quasiordnung <. Die Symmetrie folgt direkt, da die
rechte Seite der Definition symmetrisch in a und b ist. Aus a ~ bund b ~ ¢
folgt nach Definition a < b und b < ¢ und ebenfalls ¢ < b und b < a. Wegen
der Transitivitdt von =< folgt @ < ¢ und ¢ < a. Aus der Definition von ~,
jetzt von rechts nach links gelesen, folgt schliefilich a ~ c.

Um die Wohldefiniertheit nachzuweisen gehen wir aus von a ~ a’, b ~ b’ und
a = b und miissen a’ < V' zeigen. Nach Definition koénnen wir aus a ~ a’
auf ' < a und aus b ~ b auf b < V' schliefen. Insgesamt haben wir also
a' < a = b =V woraus mit der Transitivitat o’ < b’ folgt, wie gewiinscht.

Reflexivitat und Transitivitdat der Relation (D., <) folgt unmittelbar aus der
Reflexivitiat und Transitivitdt von <. Es bleibt die Antisymmetrie nachzu-
weisen. Aus [a]. =< [b]~ und [b]. < [a]. folgt @ < bund b < a, also a ~ b und
damit [a]. = [b]~.

Es folgt ein typischen Beispiel fiir eine Quasiordnung.
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Beispiel 1.13
Sei D = {(n,m) | n,m € Z,m # 0} und

n/
(n,m) < (n’,m'y & — < -
Y

Sl=

(D, =) ist eine Quasiordnung, wegen (4,2) =< (2,1), (2,1) < (4,2) und
(2,1) # (4,2) aber keine Ordnungsrelation.

Die nach Lemma 1.12 konstruierte Ordnung (D., <) ist in diesem Fall iso-
morph zu der Ordnung auf der rationalen Zahlen (Q, <).

Definition 1.14 (Kongruenzrelation)

Sei R eine zweistellige Relation auf dem Definitionsbereich D und seien
hi, ..., hy Funktionen auf D. Dabei sei h; eine n;-stellige Funktion. R heif3t
eine Kongruenzrelation auf (D, hq, ..., h;) wenn:

1. R eine Aquivalenzrelation ist und

2. fiir jedes Funktion h; und jede Wahl von zweimal n; Elementen a4, . . . a,
by,...b,, aus D gilt
aus ai Rb; ... a,, Rb,, folgt h(ay,...a,,)Rh(by,...by,,).

i]?

Aus dieser Definition folgt insbesondere fiir O-stellige Funktionen h, d.h. fiir
Konstanten, stets hRh.

Definition 1.15 (Homomorphismus)
Es seien A; = (A, ;) und Ay = (A, I5) Interpretationen iiber ¥. Ein Ho-
momorphismus von A; nach A ist eine Abbildung

QOIA1—>A2,

so daB fiir alle n € IN, f € Fy mit ag(f) = n, p € Py mit ax(p) = n und
dy.....d, €D gilt:

1. gO(Il(f)<d1, . ,dn)) = (IQ
im Falle n = 0 also: ¢(Iy(

2. (dy,...,d,) € L(p) & (p(dr),...,0(dn)) € Ir(p)
im Falle n = 0: I,(p) = L(p).

Ein Isomorphismus ist ein bijektiver Homomorphismus.

Ay = (Ay, 1) und Ay = (As, I1) heiflen isomorph, geschrieben A; = Ay wenn
es einen Isomorphismus von A; auf A, gibt.
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Definition 1.16 (Partition)
Sein X eine beliebige Menge. Eine Menge P, ..., P, von Teilmengen von X
heifit eine Partition von X, wenn gilt

L. U P=X

1=

2. fiiralle 1 <i<j<ngilt NP =0.



Kapitel 2

Aussagenlogik: Syntax und
Semantik
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Abbildung 2.1: Eine Sudoku Probem

Als Einfithrung in die Aussagenlogik beginnen wir mit einem konkreten Pro-
blem und dessen Losung. Wir nehmen an, dal der Leser schon auf einer in-
formellen Ebene mit den elementaren aussagenlogischen Operationen, oder
wie man auch sagt mit den elementaren Booleschen Operationen, vertraut
ist.

2.1 Einleitende Beispiele

2.1.1 Sudoku

Sudoku Probleme, ein aus Japan stammende Art von Denksportaufgaben,
sind in letzter Zeit sehr populdar geworden. Abb. 2.1 zeigt ein typisches, ein-
faches Sudoku Problem. Die Aufgabenstellung besteht darin, das vorgegebene
Diagramm so zu vervollstdandigen, dafl

1. in jeder Zeile jede Ziffer zwischen 1 und 9 mindestens einmal vorkommt,

2. in jeder Spalte jede Ziffer zwischen 1 und 9 mindestens einmal vor-
kommt,

3. in jeder der neun Teilregionen jede Ziffer zwischen 1 und 9 mindestens
einmal vorkommt.

Da in jeder Zelle hochstens eine Ziffer stehen kann, folgt, dafl in jeder der
oben beschriebenen Situationen jede Ziffer sogar genau einmal vorkommt.

Eine Losung des Sudokus aus Abb. 2.1 ist in Abb. 2.2 abgebildet.
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Abbildung 2.2: Die Losung des Problems aus Abb. 2.1

Es gibt viele unterschiedliche Losungmethode fiir Sudokus. Uns interessiert
hier die Formulierung von Sudoku Problemen als aussagenlogische Erfiill-
barkeitsprobleme. Das besondere an dieser Formulierung ist, dafl die dabei
auftretenden Variablen, sogenannte Boolesche Variablen, nur die Werte wahr
oder falsch annehmen diirfen. Wir fiithren fiir jede Zellenposition (i, ) des
Sudoku und jede Zahl k zwischen 1 und 9 eine Boolesche Variable

k
Di,j

ein, mit der Vorstellung, dafl Df-f ; den Wert wahr hat, wenn auf dem Feld (,7)
die Zahl k steht. Die linke untere Zelle soll dabei die Koordinaten (1, 1) haben.
So ist z.B. Dy, wahr, wenn in der rechten unteren Ecke die Zahl 9 steht.
Die Sudoku Regeln lassen sich mit diesem Vokabular als aussagenlogische
Formeln schreiben. Wir betrachten dazu einige Beispiele.

D%,g N D%,g N D§,9 N Di,g N Dé,g Vv D€15,9 Vv D%,g Vv Dé,g Vv Dé,g

sagt, dafl die Ziffer 1 mindestens einmal in der ersten Zeile vorkommen muf.
Dy vV DyyVDygVDyyV D5V DV DV DigV D

sagt, dafl die Ziffer 1 mindestens einmal in der ersten Spalte vorkommen mu#f.
Dy V DyyV DygV Dy VD,V DyyV Dy V Dy, V D

sagt, daf} die Ziffer 1 mindestens einmal in der Region links unten vorkommen
muf.
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Die bisherigen Formeln gentigen jedoch noch nicht, um das Problem korrekt
zu beschreiben. Man mufl noch ausdriicken, dafl in jeder Zelle hochstens eine
Ziffer stehen kann. die Konjunktion der folgenden Formel stellt das fiir die
Zelle (1,1) sicher:

(Dil/\D ) (D%,l/\Dil)v _‘(Dil/\D ) )
( )u (D%,l/\Dil)v _'(D%,IAD ) )
( )’_'(D%IAD )’ (D%,IAD )v )7
(D?N\D )’ ﬁ( 11/\D )» (D%l/\Dﬁl)’ (D?1/\D;1)a
ﬂ( 11/\D1 1)7 B 11/\D11), ﬂ(17111 /\D )a ﬂ(Dill /\D1,1)> _'(Dill /\D )
( P1) 1) 1) )
(D ) ) ) )

) _'(D%I ADfl ) _‘<D§,1 /\Di1)7
_'<D1,1 /\D?,l)a

) _'(Dil A D?,l)?

J

N
)
O
>
b

J

(D
) (Dill/\D 7_'( 11/\D , 7_‘(D1,1/\D1,1)
11/\D117_'( 11/\DI17_‘( 11AD51317_‘(D11/\D?,1
(D1,1 /\D 1,1 ) _‘(D1,1 /\D1,1)

Kompakter kénnen wir diese Formelmenge beschreiben durch

J

) _'(Dz,l A D§,1)7

_‘(Df,j A Df,j)

fir alle 1 <4,7,s,t <9 mit s < ¢.
Auf diese Weise ergeben sich 81 % 36 = 2916 Formeln.

Auch die Sudoku Regeln selbst lassen sich in dieser kompakten Weise be-
schreiben:

Fir Zeilen:

Dy, v Dy v D5 v Dy vDE N Dg Vv DE NV DE SV D
fiir alle 1 < k,5 <9.
Fiir Spalten:

D}V Df, v Dy Vv Df,V Dfs v DigV DE,V DigV DE
fir alle 1 < k,7 <9.

Fiir Regionen:

k k k k k
D1+k3*i,1+3*j \% D2+k3*i,1+3*j \4 D3+k3*i,1+3*j \% D1+k3*i,2+3*j v D2+3*i,2+3*j
VD3+3*1,2+3*3' \% D1+3*i,3+3*]’ N D2+3*i,3+3*j \% D3+3*i,3+3*j

fir1<k<9und 0<4,5 <2.
Insgesamt braucht man 2916 + 3 % 81 = 3159 Formeln.
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2.1.2 Das Acht-Damen-Problem

Wir betrachten als ein weiteres einfithrendes Beispiel ein bekanntes kombi-
natorisches Problem. Bei dem sogenannten §-Damen-Problem geht es darum
acht Damen so auf einem Schachbrett (mit den iiblichen 64 Feldern) zu pla-
zieren, dafi sie sich gegenseitig nicht bedrohen.

sl %M/ )
d -
6 / )
5 7,
4 //7%
3 .,

2 7%
1/

cdefg

Abbildung 2.3: Die Dame im Schachspiel

Nach den Schachregeln bedroht die Dame alle Felder die sie horizontal, ver-
tikal und diagonal in beide Richtungen erreichen kann, siche Abb. 2.3. Man
sieht, da} die Dame in der in der Abbildung gezeigten Position schon 24
Felder (einschliefllich des von ihr besetzten Feldes) beherrscht. Eine der ins-
gesamt 92 (12 wenn man symmetrische Losungen nur einmal z&hlt) moglichen
Losungen des 8-Damen-Problems ist in Abb. 2.4 zu sehen.

Uns interessiert hier ein ausagenlogischer Losungsansatz. Dazu fithren wir fiir
jedes Feld des Schachbretts eine Boolesche Variable D; ; ein, mit der Vorstel-
lung, daf D; ; den Wert wahr hat, wenn auf dem Feld (4, j) eine Dame steht,
sonst hat D, ; den Wert falsch. Wir benutzen hier zur Notation von Posi-
tionen auf dem Schachbrett nicht die in der Schachliteratur iibliche Bezeich-
nung durch Buchstaben und Ziffern, sondern benutzen (diskrete) kartesische
Koordinaten. Die Dame in Abb. 2.3 steht in dieser Notation auf dem Feld
(5,7). Als néchstes beschreiben wir die durch die Problemstellung geforder-
ten Einschrankungen. Steht z.B. auf dem Feld (1, 1) eine Dame, dann kann
auf den Feldern der ersten Spalte (1,2), (1,3), (1,4), (1,5),(1,6),(1,7),(1,8),
der ersten Reihe (2,1), (3,1),(4,1),(5,1),(6,1),(7,1),(8,1) und der Diagona-
len (2,2), (3,3), (4,4), (5,5), (6,6), (7,7), (8,8) keine weitere Dame stehen.
Aussagenlogisch formuliert heiffit das, daf§ die drei folgenden Formeln den
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Abbildung 2.4: Eine Losung des 8-Damenproblems

Wahrheitswert wahr erhalten sollen:

Dy — 2DigN=DigAN=DyyAN=Dys AN—=DigA\—=Dy7AN=Dig
Dy — =Dy1 AN=D3 1 AN=Dy1 AN=Dsi A=Dg1 A =Dz AN —=Dgy
Dl,l — _|D272 VAN _|D3’3 A —|D4’4 A —|D5’5 A\ _'D6,6 A —|D777 A _'D8,8

Fiir D5 7 ergeben sich, jetzt gleich in aussagenlogischer Notation geschrieben,
die folgenden Einschréankungen:

D57 — =Ds8 AN =Dse N D55 AN =Dsy AN—=Ds3 N —=Dsa AN —D5;
D57 — =Dz N=D37 AN=Dyq AN=Dy7 N—Dg7 AN=D77 AN—Dgy
D57 — =Dgg N —Dyg AN—Dss AN—=Dyg A =D 3

D57 — =Dyg N =Dge AN D75 AN—Dg 4

Fiir jedes Feld (7, j) sei FE;; die Konjunktion der Formeln, welche, wie in
den beiden betrachteten Beispielen (i,j) = (1,1) und (¢,5) = (5,7), die
Problemeinschréankungen fiir dieses Feld beschreiben. Wir miissen noch die
Forderung ausdriicken, dafl fiir genau acht Positionen (7, j) die Boolesche
Variable D; ; wahr sein soll. Das erreichen wir, indem wir fiir jedes k, 1 <
k < 8 verlangen dafl die Formeln Rj; wahr sein soll:

D1V Dy VD3NV Dy NV DsyV DgyV Dy V Dgy

Ein Losung des 8-Damen-Problems besteht nun darin eine Belegung aller 64
Booleschen Variablen D; ; zu finden, so daf alle Formeln F'E; ; und R;, wahr
werden. In aussagenlogischer Terminologie nennt man diese Aufgabenstellung
ein FErfillbarkeitsproblem. Wir werden im folgenden Methoden zur Losung
solcher Probleme kennen lernen.
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2.2 Syntax der Aussagenlogik

Nach den einfithrenden Beispielen in Unterkapitel 2.1 beginnen wir mit einer
systematischen Einfithrung in die Aussagenlogik.

Wir beginnen ganz am Anfang, mit den Zeichen, aus denen aussagenlogi-
sche Formeln aufgebaut werden. Diese Zeichen lassen sich in zwei Kategorien
unterteilen: in logische Zeichen und in einen Signatur genannten Teil. Die
logischen Zeichen kommen in jeder Aussagenlogik vor. Erst durch die Fest-
legung einer Signatur entsteht eine bestimmte aussagenlogische Sprache.

Definition 2.1 (Logische Zeichen)

Symbol fiir den Wahrheitswert ,, wahr*

Symbol fiir den Wahrheitswert , falsch®

Negationssymbol (,,nicht*)

Konjunktionssymbol (,,und*)

Disjunktionssymbol (,,oder*)

Implikationssymbol (,wenn ... dann®, ,impliziert*)
Symbol fiir beiderseitige Implikation (,genau dann, wenn*)
die beiden Klammern

TILI<|>] 1]

—~
~—

Wir nennen -, A, V, —, <> Boolesche oder aussagenlogische Operatoren und
1, 0 Boolesche Konstanten.

Definition 2.2 (Signatur)
Eine (aussagenlogische) Signatur ist eine abzdhlbare Menge .

Die Elemente von ¥ heiflen atomare Aussagen, Atome, Aussagevariablen oder
aussagenlogische Variable.

In der Regel wird ¥ = {Py, P1,...} oder ¥ = {Py, P,... P,_1} benutzt wer-
den. Wir erlauben uns aber von Fall zu Fall davon abzuweichen und andere
Signaturen zu vereinbaren.

Das im folgenden in Bezeichnungen verwendete Suffix ,,0“ zeigt an, dafl wir
uns in der Aussagenlogik befinden.

Definition 2.3 (Aussagenlogische Formeln)
Zur Signatur Y ist die Menge, For(Osx, aller Formeln tiber 3 induktiv definiert
durch

1. 1,0 € For0Oy, X C ForOxg
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2. Mit A, B sind auch
-A,(ANB),(AV B),(A— B),(A <+ B)

Elemente von For0Os,

Wenn klar ist, um welches > es sich handelt, schreiben wir oft einfach For0
statt For0Osx.

So simpel Definition 2.3 auch ist, gibt es jedoch zwei niitzliche Hinweise.

Die Klammern spielen eine wichtige Rolle fiir die eindeutige Lesbarkeit ei-
ner aussagenlogischen Formel. Die ungeklammerte Zeichenkette Py A P, V P
konnte sowohl als die Formel ((PyAP,)V Ps) als auch als (PyA(P,V Ps)) gelesen
werden. Groflere voll geklammerte Formeln sind allerdings fiir den Menschen
schwer zu lesen. Wir vereinbaren deswegen die folgenden Abkiirzungen.

1. Ganz auflen stehende Klammern in einer Formel diirfen weggelassen
werden.

2. A, V binden stérker als —, <.
Pl/\PQ—>P3StehtfﬁI”((Pl/\P2>—>P3)
P1<_>P2\/P2 steht fir (PIH(PQ\/PQ))

3. — bindet stérker als alle anderen Operatoren.
Die Formel =(P; A P) ist verschieden von (=P, A Py).

Weitere Abkiirzungen folgen in Unterkapitel 2.3.4. Man beachte, daf dies nur
Abkiirzungen sind. Die ,,offizielle” Sprache bleibt die voll geklammerte Form.

Es ist in der Informatik iiblich Sprachen durch Grammatiken zu definieren.
Grammatiken konnen leicht in eine maschinenlesbare Form gebracht werden,
die z.B. als Eingabe fiir einen Parsergenerator dienen kann. Wir bevorzugen in
diesem Text eine vom Menschen leicht lesbare und fiir Beweise taugliche Form
der Sprachdefinition. Es ist auflerdem ein Leichtes diese Form der Definition
in eine Grammatik zu iibersetzen, sieche Ubungsaufgabe 2.2.1.

Wenn wir {iber Formeln reden oder sie analysieren miissen wir haufig auch
ihre Teilformeln betrachten. Wir stellen deswegen hier schon die formale De-
finition einer Teilformel bereit.
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Definition 2.4 (Teilformeln)
Fiir jede Formel A € For0y ist die Menge TF(A) aller Teilformeln von A
induktiv definiert durch

TF(l) = {1}
TF(0) = {0}
TF(F) = {P} P ex
TF((A1NA)) = {(AANA)}UTF(A)UTF(As)
((A1 VA)) = {(A1VA)}UTF(A)UTF(A)
(

A) — {~A}UTF(A)

B heifit eine echte Teilformel von A, wenn B € T'F(A) und B verschieden
von A ist, i.e. B # A.

2.2.1 Strukturelle Induktion

In Kapitel 1 wurde als eine der Voraussetzungen fiir die erfolgreiche Arbeit
mit diesem Vorlesungsskript das Verstandnis fiir induktive Definitionen ge-
nannt. Wir verdeutlichen in diesem Unterkapitel was wir damit meinen.

Eine Definition wie Definition 2.3 heifit eine Definition durch strukturelle
Induktion. Sie besteht aus Anfangsfillen, in diesem Fall aus den Klauseln
1,0 € ForOyx und ¥ C For0Os. Die restlichen Klauseln der Definition sind
die Induktionsschritte. Eine Funktion f mit Definitionsbereich ForQOy kann
nun definiert werden, wie im néchsten Lemma beschrieben.

Lemma 2.5
Ist eine Funktion f

1. eindeutig definiert auf 1, 0 und den Atomen.

2. sind f(—=A), f((AAB)), f((AVB)), f((A — B)), f((A +» B)) eindeutig
definiert unter der Annahme, es seien f(A), f(B) schon definiert

dann ist f auf der gesamten Menge F'orQy eindeutig definiert.

Ein Beispiel haben wir schon in Definition 2.4 kennen gelernt.

Ein wichtiges Prinzip um Sétze in der Aussagenlogik zu beweisen ist die
Lemma 2.6 (Strukturelle Induktion)

Gilt fiir eine Eigenschaft Fig
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1. 1, 0 und jedes Atom P; € ¥ haben die Eigenschaft Fig
2. Fiir beliebige A, B € ForOy:

e Hat A die Eigenschaft Fig, dann auch —A.

e Haben A, B die Eigenschaft Eig, dann auch (AA B), (AV B),
(A— B), (A< B).

dann gilt Fig fiir alle A € ForOy.

Man nennt die strukturelle Induktion auch Induktion nach dem Aufbau der
Formeln.

Wir geben ein Beispiel, das Definition und Beweis durch strukturelle Induk-
tion demonstriert. Der Leser kann selbst iiberpriifen, wie gut er folgen kann.

Die folgenden werden nur fiir die Formulierung von Lemma 2.7 gebraucht.
Zunéchst numerieren wir die Positionen eine Formel mit 1 beginnend durch,
z.B. fiir die Formel ((Py A P2) V =(PsV (P A B)))

( P v (PR NP ) ) )
1

(P NP ) Vo=

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
Wir kénnen dann z.B. sagen, dafl an der 9. Stelle eine 6ffnende Klammer
steht. Jedem Vorkommen B einer Teilformel von A ordnen wir das Inter-
vall IV(B) der Stellen vor, die von B belegt werden. So kommt (P A P)
zweimal in der obigen Beispielformel vor, einmal mit dem Intervall [2, 6] und
ein zweites Mal mit dem Intervall [12,16]. Wie sagen, zwei Vorkommen von
Teilformeln By, By von A sind disjunkt, wenn IV (B;) N IB(By) = 0. Wir sa-
gen, B ist ein Prifix von A, wenn IV (B) mit 0 beginnt. Wir werden nachher
Gebrauch machen von der folgenden offensichtlichen Eigenschaft: ist B eine
Teilformelvorkommen in A und C' selbst wieder eine Teilformel von B, dann

gilt IV (C) C IV(B).

Lemma 2.7
Sei A € For0Ox und By, B, Vorkommen von Teilformeln in A, dann gilt

1. entweder B, ist Teilformel von B,
2. oder Bj ist echte Teilformel von B,

3. oder By, Bs liegen disjunkt.
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Beweis Der Beweis wird durch strukturelle Induktion iiber A gefiihrt.

Ist A=0, A=1oder A= P, fiir P, € ¥ dann gibt es keine echte Teilformeln
von A und die Behauptung des Lemmas ist trivialerweise erfiillt.

Fiir den Induktionsschritt gibt es nach Definition 2.3 fiinf Félle zu betrach-
ten. Wir fithren nur den Fall A = (A; A As) aus; die vier restlichen folgen
vollkommen analog. Fiir das Vorkommen B; einer Teilformel von A gibt es
nach Definition 2.4 die drei Moglichkeiten: B; = A, B; ist Teilformelvorkom-
men in A; oder B; ist Teilformelvorkommen in A,. Insgesamt sind also 9
Kombinationen zu betrachten. Ist B, = A fur ein ¢ € {1,2} dann gilt tri-
vialerweise 1. oder 2. In den verbleibenden 4 Fille liegen die Vorkommen
B;

a. entweder beide in derselben Teilformel A; oder

b. in unterschiedlichen Teilformeln.

Im Fall (a) folgt aus der Induktionsvoraussetzung das B; und By disjunkt
liegen.
Im Fall (b), sagen wir By kommt in A; vor und By in Ay, gilt IV(B;)
IV (A;), was zusammen mit IV (A;)NIV (Ay) = 0 auch IV (By)NIV(Bg) =
ergibt.

C
0

Abschluflbemerkungen Alle aussagenlogischen Operatoren, die in die-
sem Unterkapitel aufgetreten sind, ware 0-stellig, 1-stellig oder 2-stellig. Gibt
es auch interessante 3-stellige aussagenlogische Operatoren? Die Antwort ist
Ja und wird in Unterkapitel 2.4.4 prézisiert.

Es gibt eine Unzahl von Moglichkeiten formale Sprachen zu definieren. Dar-
unter auch viele, die nicht auf eine textuelle Darstellung fixiert sind, sondern
z.B. Diagramme oder Graphen benutzen. Wir werden, ebenfalls in Unter-
kapitel 2.4.5, eine graphische Représentation Boolescher Funktionen kennen
lernen.

2.2.2 Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 2.2.1
1. X sei endlich.
Geben Sie eine kontextfreie Grammatik fiir For0Os, an.
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2. Losen Sie dieselbe Aufgabe fiir unendliches ¥ = {Fy, Py, ...}
Hinweis: Schreibe P; als P+ ... +.
——

i mal +

3. Beschréinkt man sich auf die Sonderzeichen {(,),0,—} (siehe 2.3.2), so
findet man auch eine SLL1-Grammatik (zur Wahl der richtigen Produk-
tion der Grammatik wird jeweils nur das vorderste Zeichen gebraucht).

Ubungsaufgabe 2.2.2
In dieser Aufgabe betrachten wir nur Formeln in der Signatur 3,y = {—, A, V}.

Die folgende Definition ist in vielen Zusammenhéngen niitzlich.

Definition 2.8 (Schachtelungstiefe von Formeln)
Fiir jede Formel A € For0s,, ist die Schachtelungstiefe oder einfach nur
Tiefe d(A) eine Formel wie folgt definiert.

1. d(P;) = 0 fiir aussagenlogische Atome P;.
2. d(—=A)=d(A)+1
3. d(Al VAN A2> = d(Al V Ag) = max{d(Al), d(AQ} +1

Sei A, A’, B, B" Formeln in For0Osy, ;s SO dafl B ein Teilformelvorkommen in
Aist und A’ aus A entsteht indem B durch B’ ersetzt wird. Zeigen Sie

1. Gilt d(B’) = d(B), dann auch d(A’) = d(A)
2. Gilt d(B’) < d(B), dann auch d(A") < d(A)

Ubungsaufgabe 2.2.3
Fiir eine aussagenlogische Formel A definieren wir die Komplexitédtsmafle

L(A) = Anzahl der Atomvorkommen in A
Op(A) = Anzahl der Vorkommen von A oder V in A

Zeigen Sie, daf fiir jede Formel A, die nur die Operatoren A oder V enthélt
die Gleichung gilt
L(A) =0Op(A) +1
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2.3 Semantik der Aussagenlogik

Die in Unterkapitel 2.2 eingefiihrten aussagenlogischen Formeln sind bisher
nur bedeutungslose Zeichenketten. Aus dem Kontext, aus den Beispielen aus
Unterkapitel 2.1 und aus fritheren Erfahrungen werden die meisten Leser eine
mehr oder weniger konkrete Vorstellung haben, was Formeln bedeuten sollen.
Es folgt eine prézise Definition.

Wir stellen uns Formeln als Aussagen vor, die wahr oder falsch sein konnen.
Wenn man fiir jedes aussagenlogische Atom P; € ¥, weifl ob es wahr oder
falsch ist, dann erklért die folgende Definition 2.9, wie man den Wahrheits-
wert fiir zusammengesetzte Formeln A € For0Os ausrechnen kann.

Definition 2.9 (Semantik der Aussagenlogik)
Es sei X eine aussagenlogische Signatur.
Eine Interpretation iber X ist eine Abbildung [ : ¥ — {W,F}.
{W,F} nennen wir die Menge der Wahrheitswerte.
Zu jeder Interpretation I iiber ¥ ist die zugehorige Auswertung definiert als
die Abbildung
valy : ForO0y — {W,F}

mit:

TerE
I

I(P) fiir jedes P € &
[ F falls val[(A)=W
val(—A) = { W falls wal;(A) =F

NN

<131

TIZ|IT |2

valy(A) |valy(B) | £ ] 2| £ | £
\)\% \%\% W W W | W
\%\% F F|W|F |F
F W F|W|W|F

F F F|F W | W

Man beachte, dal auch Definition 2.9 wieder strukturelle Induktion benutzt.

Beispiel 2.10

Sei ¥ = {P,Q, R}. Wir berechnen val;((P A—R) — —(RV Q)) fiir die Inter-
pretation I mit [(P) = W, I(Q) = F,I(R) = W. Der leichteren Nachvoll-
ziehbarkeit wegen enthélt die Tabelle auch die Auswertung aller Teilformeln.

22



val;((PAN—-R) = =(RVQ))

=~ |C

r@é

x| <|=>|=
AR NS
/_\’NNN’N
SIS EIT|ITIT|3
~N | N~ 2 2 2| 2

Die Definition der Auswertung zusammengesetzter Formeln folgt im Wesent-
lichen dem Gebrauch der logischen Operatoren in der Alltagssprache. Fiir
=, A, <> ist das vollkommen zutreffend. Beim logischen oder ist die Alltags-
sprache nicht prézise genug, manchmal will man darunter das ausschlieflende
oder verstanden wissen, das in unserem System durch (P, V Py) A= (P A Py)
formalisiert werden kann. Bei der Implikation P, — P, sind auch alle Fille
in Ubereinstimmung mit dem informellen Gebrauch, bis auf den Fall I(P,) =
I(Py) = F. Nach Definition 2.9 ist die Aussage wenn 0=1 ist, dann bin ich
der Papst wahr. Man kann dariiber streiten, ob das unsere Intuition richtig
wiedergibt. Aber die Alternative, diese Aussage als falsch zu klassifizieren,
ist auch nicht iiberzeugend. Die in Definition 2.9 gegebene Auswertung der
Implikation hat sich als Normierung durchgesetzt.

2.3.1 Boolesche Funktionen

Definition 2.11
Eine Boolesche Funktion ist eine Funktion von {W,F}" nach {W, F} fiir
ein n € N.

Man kann eine aussagenlogische Formel auch als Notation fiir eine Boole-
sche Funktion auffassen. Diese Sichtweise ist vor allem in der Technischen
Informatik zuhause.

Definition 2.12 (Boolesche Funktion einer Formel)
Sei A € ForOx. Um die A zugeordnete Boolesche Funktion f4 zu erkldren
braucht man als erstes eine Zuordnung der Argumentpositionen von f4 zu
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den aussagenlogischen Atomen in . Wir nehmen an dieser Stelle ¥ =
{Pr,..., P} an und ordnen die i-te Argumentposition von f4 dem Atom
P; zu. Fiir jedes Argument b € {W,F}" setzen wir

fa(b) = val;(A)
wobei I(P;) = bli] fiir alle 1 <14 < n.

Nicht jede Funktion f4 mufl von allen ihren Argumentpositionen abhéngen,
wie man das auch aus der Mathematik kennt, z.B. anhand der Projektions-
funktionen.

Beispiel 2.13
Die Funktion f, fiir die Formel Py A Py € ForOy, fiir ¥ = {Py, P>, P3} wird
durch folgende Wahrheitstabelle wiedergegeben.

(P[P [ P ] fa(P, P2, Py) |
W

== e E 5
Sl =N [b=Ip=
| | | | S ] S

F
\%\%
F
\\%
F
\%\%
F

Wir erinnern an ein wichtiges Resultat aus der Theorie Boolescher Funktio-
nen, und weil es so einfach ist, liefern wir auch den Beweis dazu.

Lemma 2.14 (Funktionale Vollsténdigkeit)
Fiir jedes n € N und jede Boolesche Funktion f : {W,F}" — {W, F} gibt
es eine Formel A € For0Qy, fir ¥ = {P,,..., P,} mit

Ja = f

Beweis Seien by, . .. by, genau die n-Tupel aus {W,F}" mit f(b;) = W.
Fir 1 <i<kund b; = (b1,...b;,) bilden wir die aussagenlogische Formel

o . o . . P] falls bi,j =W
A=AV.. VA, mit A; = A1 A NA;, mit A = { P, falls b; — F
Fiir jede Interpretation I gilt

val[(A;) =W & [(P;)=b,firallel <j<n
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Insgesamt

fa(b) =W < wal;(A) =W mit I(P;) =b[j] firalle 1 <j <n
& es gibt ¢ mit val;(A;) =W
& esgibt i mit [(P;) =b;; firallel1 <j<n
& es gibt @ mit b = b,
s fb)=W

Falls in der obigen Konstruktion k = 0 ist, also fiir alle n-Tupel b gilt f (5) =
F, dann ist die Disjunktion A = A; V...V A die leere Disjunktion, die immer
als die Konstante 0 interpretiert wird.

In der Regel werden wir in diesem Text Formeln aus Aussagen auffassen.
Gelegentlich, z.B. in Unterkapitel 2.4.4, wird aber auch die Auffassung als
Boolesche Funktion vorteilhafter sein.

2.3.2 Basen

Die in Definition 2.3 gewéhlten aussagenlogischen Konstanten und Operato-
ren, 1,0, -, A, V, —, <>, sind hochgradig redundant.

Man koénnte z.B. allein mit den Operatoren — und A auskommen. Das soll
heiflen Formeln der Form 1, 0, AV B, A — B und A <> B lassen sich durch
Formeln ersetzen, welche dieselbe Boolesche Funktion haben und nur mit den
Operatoren — und A aufgebaut sind, etwa so

0 wird ersetzt durch Py A —F,
AV B wird ersetzt durch —(=A A -B)
1 wird ersetzt durch —FPyV F)

A — B wird ersetzt durch —-AV B
A < B wird ersetzt durch (A — B) A (B — A)

In dieser Tabelle wird in jeder Zeile schon von den in den dariiber stehenden
Zeile etablierten Ersetzungen Gebrauch gemacht.

Definition 2.15

Eine Menge K Op von aussagenlogischen Konstanten und Operatoren, so daf}
fiir jede Boolesche Funktion f : {W,F}" — {W,F} eine Formel A existiert,
die nur mit Konstanten und Operatoren aus K Op aufgebaut ist, und f4 = f
erfiillt, nennt man eine (aussagenlogische) Basis.
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Wir haben bisher die Basen {1,0, -, A, V, —, <>} und {—, A} kennen gelernt.

Eine weitere Basis ist {0, —} wie man an den folgenden Ersetzungen sieht:

—-A wird ersetzt durch A — 0
AV B wird ersetzt durch —-A — B
1 wird ersetzt durch —FPyV F)

ANB  wird ersetzt durch —(—AV —B)
A < B wird ersetzt durch (A — B) A (B — A)

Es gibt auch aussagenlogische Basen, die nur aus einer einzigen Operation
bestehen. Ein Beispiel ist die Operation |, die durch die folgende Wahrheits-
tabelle definiert wird:

| val;(A) [ val;(B) | vall(A] B) |

\%\% \%\% F
\%\% F F
F \\% F
F F \%\%

Der Wahrheitsverlauf von A | B stimmt {iberein mit demjenigen der Formel
—(A V B), was hdufig auch A NOR B geschrieben wird. Die funktionale
Vollsténdigkeit der einelementigen Operatorenmenge {]} ersieht man aus
der folgenden Ubersetzungstabelle:

-A wird ersetzt durch A ] A
AN B wird ersetzt durch —-A | =B
also durch (AL A} (B{B)

Der Rest folgt, da wir schon wissen, dafl {—, A} eine Basis ist.

2.3.3 Logisches Schlieflen

Wir kommen zum ureigensten Begriff jeder Logik, dem des logischen Schlie-
Bens. Wir beginnen mit einer terminologischen Vereinbarung:

Definition 2.16 (Modell)

Eine Interpretation I mit val;(A) = W fiir eine Formel A € For0y nennen
wir ein Modell von A. Zu einer Formelmenge M C ForOs, ist ein Modell von
M eine Interpretation I, welche Modell von jedem A € M ist.

Man beachte, daf3 die leere Menge jede Interpretation zum Modell hat.
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Definition 2.17 (Logische Folgerung)
Es seien: ¥ eine Signatur, M C For0Oy, A, B € ForOs. Wir sagen,

A ist eine logische Folgerung aus M, in Symbolen M | A

genau dann, wenn

Jedes Modell von M ist auch Modell von A

Statt ) = A schreiben wir kurz |= A, statt {B} = A schreiben wir B = A.

Eng mit der logischen Folgerung verwandt sind die Begriffe der Allgemeingiiltigkeit
und Erfiillbarkeit.

Definition 2.18 (Allgemeingiiltigkeit und Erfiillbarkeit)
Sei A € ForOyx, M C ForOs.

A heifit allgemeingiiltig gdw = A
d.h.  wal;(A) =W fiir alle Interpretation 1

A heifit erfiillbar gdw es gibt einer Interpretation [/
mit val;(A) =W
M heifit erfiillbar gdw es gibt einer Interpretation I

mit val;(B) = W fiir alle B € M

Man nennt die allgemeingiiltigen Formeln auch Tautologien. Erst in der
Préadikatenlogik werden beide Begriffe differieren.

Das folgende Lemma zeigt, dafl man Fragen nach logischer Folgerbarkeit auf
Fragen nach Allgemeingiiltigkeit zuriickfithren kann.

Lemma 2.19 (Deduktionslemma)
Fiir A, B € ForOyx, gilt

AEB gdw EFA-—>B

Beweis AE B gdw fiir alle Interpretation I gilt:
wenn val;(A) = W dann val;(B) = W
gdw fiir alle Interpretation I gilt:
val;(A — B) =W
gdw E=A— B

Der Zusammenhang zwischen Allgemeingiiltigkeit und Erfiillbarkeit wird durch
das folgende, offensichtliche, Lemma formuliert.
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Lemma 2.20
Fir A, B € ForOx, gilt

A ist allgemeingiiltig gdw —A ist nicht erfiillbar.
A ist erfiillbar gdw A ist nicht allgemeingiiltig

Lemma 2.20 ist die Grundlage fiir die Beweistechnik des Widerspruchsbe-
weises: um die Allgemeingiiltigkeit einer Formel A zu zeigen, nimmt man an
ihre Negation —A sei wahr und leitet daraus einen Widerspruch ab. Somit
ist = A als nicht erfiillbar erkannt und A nach dem Lemma allgemeingiiltig.
Fast alle Beweissysteme, die wir in diesem Skriptum kennen lernen werden
benutzen die Technik des Widerspruchsbeweises.

Wir sind jetzt auch in der Lage, die logische Aquivalenz zweier Formeln zu
definieren, die wir bisher nur umschrieben haben.

Definition 2.21 (Logische Aquivalenz)

A, B € For0s
A und B heilen logisch dquivalent, in Symbolen A = B
gdw
fiir alle Interpretationen I gilt val;(A) = val;(B)

Lemma 2.22
Fir A, B € ForOy, sind die folgenden Aussagen #dquivalent

1. A=B

2. A + B ist eine Tautologie.

3. fa= 15

4. Fir jede Interpretation I gilt val;(A) = W gdw val;(B) = W

Beweis Einfache Umformulierungen der Definitionen.

Lemma 2.23 (Ersetzungslemma)

Es seien A, A’, B, B’ € For0Osy, B eine Teilformel von A und B’ logisch aqui-
valent zu B. Ferner entstehe A’ aus A, indem an irgendwelchen Stellen, wo
B in A auftritt, B durch B’ ersetzt wird. Dann ist A’ logisch dquivalent zu
A.

28



Beweis Ubung in struktureller Induktion.

Beispiel 2.24
Es gilt (A | B) = =(A v B). Nach dem Ersetzunglemma gelten auch die

folgenden Aquivalenzen.

(ALB)A(ALB) = (ALB)A=(AVB)
V

~(AV B)A=(AV B)

Bemerkung 1 In der Definition 2.17 hétten wir, wenn wir wirklich pe-
nibel wéren, =y anstelle von |= schreiben miissen. Dann hétten wir aber
im néchsten Satz auch erkldren miissen, dafl es auf das ¥ nicht ankommt.
Genauer, wenn M C ForOgigma, A € ForOgigme und £ C ¥* dann gilt

M):EAgdWM):E*A

Diese Aussage formuliert ein wichtiges logisches Prinzip: Die Bedeutung einer
Aussage, soll nur von den Symbolen abhéngen, die in ihr vorkommen. Man
kann sich schwer vorstellen, wie dieses Prinzip iiberhaupt verletzt werden
kann.

Bemerkung 2 Um zu testen, ob A allgemeingiiltig (bzw. erfiillbar) ist,
geniigt es, die Wahrheitstafel von A aufzustellen und abzulesen, ob jede Zeile
— jede Belegung der Atome in A mit Werten € {W,F} — den Wert W ergibt
(bzw. dies fiir mindestens eine Zeile der Fall ist). Die Allgemeingiiltigkeit
(Erfiillbarkeit) ist also entscheidbar, und zwar in einer Zeit, welche exponen-
tiell ist, in der Anzahl der in der gegebenen Formel auftretenden Signatur-
symbole, oder auch in der Liange der Formel.

Zu gegebenem [ ist die Berechnung von val;(A) linear (in der Anzahl der
Signatursymbole in A, oder der Linge von A). Also liegt das Problem SAT,

die Erfiillbarkeit einer aussagenlogischen Formel zu entscheiden, in der Klas-

se NP der nicht deterministisch polynomialen Probleme. SAT ist sogar NP-
vollstindig: Gébe es einen (deterministischen) polynomialen Entscheidungs-
algorithmus fiir die Erfiillbarkeit, dann wiare N P = P, d.h. jedes nichtdeterministisch-
polynomiale Entscheidungsproblem wire auch schon deterministisch-polynomial.
Dieses Ergebnis wurde 1971 veréffentlicht in | ].

2.3.4 Tautologien

Nachdem wir die Bedeutung von Tautologien fiir das logische Schlieflen er-
kannt haben, stellen wir in Tabelle 2.3.4 einige davon zusammen.
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Genau genommen handelt es sich um eine Liste von Schemata fiir allge-
meingiiltige Formeln. Fiir jede Ersetzung von A, B, C' unten durch irgend-
welche Formeln — natiirlich jeweils dieselbe Formel fiir jedes Vorkommen von
A, B, C' im selben Schema — entsteht eine allgemeingiiltige Formel.

Wir wollen nicht zu jeder Tautologie etwas sagen, sondern uns auf einige
Kommentare beschrianken.

Tautologie (1) ist der einfachste logische Schlufl. Wenn man A schon weif,
so kann man, sozusagen in 0 Schritten, daraus A ableiten.

Tautologie (2) spiegelt eine wichtige Voraussetzung fiir die Aussagenlogik,
wie wir sie in diesem Text préasentieren, wieder. Eine Aussage ist entweder
wahr oder sie ist falsch, es gibt keine dritte Moglichkeit, tertium non datur.
Dabei gébe es schon die Moglichkeit zu sagen, der Wahrheitswert einer Aus-
sagen ist undefiniert, eine Aussagen ist mit grofler Wahrscheinlichkeit wahr,
oder dhnliches. Solche Szenarien werden in der dreiwertigen Logik, in der
Wahrscheinlichkeitslogik oder fuzzy Logik untersucht. Es bleibt aber, zumin-
dest zum heutigen Zeitpunkt, festzustellen, daf§ keine dieser mehrwertigen
Logiken an die Bedeutung der zweiwertigen Logik heranreicht.

Tautologie (4) ist letzten Endes eine Konsequenz aus der Festlegung der
Wahrheitstafel fiir die Implikation —. Auch hier gibt es Versuche Logiken
aufzubauen, die nicht dieses Phéanomen aufweisen, z.B. para-konsistente Lo-
giken, oder default Logiken. Die Motivation dafiir kommt von dem Vergleich
mit Alltagssituationen: enthélt eine Faktenbasis einen Fehler, so ist sie deswe-
gen noch nicht ganz nutzlos. Solange man bei der Arbeit mit der Faktenbasis
die fehlerhafte Stelle nicht benutzt ist alles noch in Ordnung. Unsere Logik
ist hier strikter, enthalten die Voraussetzungen einen Fehler, so gibt es keine
Garantie, daf} eine Folgerung daraus noch korrekt ist.

Die Kontraposition, Tautologie (6), ist eine héufig benutzte Beweisfigur, auch
in diesem Vorlesungsskriptum. Wir werden, mehrfach, die Vollstandigkeit
eines Beweissystems beweisen. Damit ist die folgende Aussage gemeint: wenn
eine Formel A allgemeingiiltig ist, dann gibt es einen Beweis in dem System.
Um nachzuweisen, dafl das stimmt, werden wir annehmen, das System findet
keinen Beweis und daraus eine Interpretation konstruieren, fiir die A falsch
ist.

Die Tautologien (7) haben wir schon im Unterkapitel 2.3.2 implizit benutzt.

Tautologie (8) erlaubt es die Implikation — durch die anderen Booleschen
Operatoren zu ersetzen. Das wird im Unterkapitel iiber Normalformen wich-
tig sein.

Tautologie (9) ist die naheliegende Definition der Aquivalentoperation als
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Implikation in beide Richtungen. Tautologie (10) gibt eine alternative, ebenso
einleuchtende, Definition, die in manchen Situationen hilfreicher ist.

Tautologien (11) bis (15) sind strukturelle Eigenschaften der Booleschen Ope-
rationen A und V, die eine fast vollstindige Ubereinstimmung mit den Ei-
genschaften der Operationen x (Multiplikation) und + (Addition) auf den
vertrauten Zahlbereichen, z.B. (N, x, +) hat. Nur bei den Distributivgeset-
zen ist ein Unterschied zu beobachten. Das Distributivgesetze (14) gilt noch
fir (N, x,+), aber (15) nicht.

Das Assoziativgesetz fiir A und V gibt uns auch die Berechtigung fiir eine
weitere Klammereinsparung: Wir schreiben A; A Ay A Aj anstelle von (A; A
Ay) N Az oder Ay A (Aa A As). Ebenso fiir V und natiirlich auch fiir mehr als
3 Teilformeln.

Tautologie (16), das Assoziativgesetz fiir <, ist vielleicht die einzige etwas
verbliiffende in der ganzen Liste. Wir haben bisher kein Wort dariiber verlo-
ren, wie man beweist, daf} alle Formeln in Tabelle 2.3.4 wirklich Tautologien
sind. Wir haben es dem Leser iiberlassen, im Zweifelsfall eine Wahrheitsta-
belle zu erstellen. Fiir Tautologie (16) machen wir eine Ausnahme und zeigen
fiir jede Interpretation [

val(A < (B <> C)) = val;((A <+ B) + ()

Fall: I(A) =W

In diesem Fall gilt einerseits val;(A <+ (B <> C)) = val;(B < C), anderer-
seits val;((A <> B) = val;(B) und damit ebenfalls val;((A < B) < C) =
valy(B) < C).

Fall: I(A) =F

In diesem Fall ist val;(A < (B <> C)) = W genau dann wenn val;(B <
C) = F. Ebenso ist val;(A <+ B) = W genau dann, wenn val;(B) = F und
damit auch val;((A <> B) <> C') = W genau dann, wenn val;(B <» C) = F.

Tautologien (17),(18) formulieren Regeln, die fiir Boolesche Algebren typisch
sind.

Fiir die Tautologie (19) wollen wir ebenfalls einen Beweis angegeben. Wir
zeigen, daf} fiir alle Interpretationen I gilt

val;(A— (B — C)) =F gdw val;((A— B) - (A—C))=F

Fir die linke Seite erhalten wir

val[(A— (B —C))=F gdw wval;(A) =W und val;(B — C)) =
gdw  wval;(A) = val;(B) = W,val;(C) =
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Fiir die rechte Seite

valf((A— B) - (A—C))=F gdw wal;(A— B)=W und
valj(A— C)=F
gdw wal;(A — B) =W und
val;(A) = W und val;(C) = F
gdw wval;(A) =val;(B) =W und
val;(C) =F

Die Tautologien (20) und (21) werden bei der Normalisierung von aussagen-
logischen Formeln eine Rolle spielen. Sie erlauben es das Vorkommen von
Negationszeichen zu normieren. Mit Hilfe der De Morganschen Regeln kann
man Negationszeichen nach innen verschieben, bis sie nur noch vor aussa-
genlogischen Atomen vorkommen.

Die Aquivalenzen in (22) zeigen, daf die Konstanten 1 und O eine reine
Bequemlichkeit sind. Man kénnte auch gut ohne sie auskommen.

2.3.5 Interpolanten

Die Untersuchung von Interpolanten, sowohl fiir die Aussagenlogik als auch
fiir die Pradikatenlogik, gehort zum Standardrepertoire der theoretischen Lo-
gik. Dafl das Interpolationslemma, gelegentlich, auch praktische Anwendun-
gen hat, wurde z.B. in | ] fiir Modellpriifungsverfahren gezeigt.

Wir haben dieses Unterkapitel in das Skriptum mit aufgenommen um anhand
einer interessanten Fragestellung eine groflere Vertrautheit mit den Begriffen
der Aussagenlogik zu fordern.

Definition 2.25 (Interpolante)
Seien A, B aussagenlogische Formeln, so dafi A — B eine Tautologie ist. Eine
Formel C' heifit eine Interpolante von A — B, falls

1. A— C' und C' — B Tautologien sind und

2. in C nur solche aussagenlogischen Atome P € Y vorkommen, die sowohl
in A als auch in B vorkommen.
Wegen (22) in Tabelle 2.3.4 kénnen wir annehmn, dafl 1 und 0 in C
nicht vorkommen.

Lemma 2.26 (Craigsches Interpolationslemma)
Zu je zwei aussagenlogischen Formeln A B, so dal A — B eine Tautologie
ist, existiert eine Interpolante.
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Beweis Der Beweis hat zwei Teile. Im ersten Teil wird ein Kandidat fiir
eine Interpolante vorgeschlagen. Im zweiten Teil wird dann gezeigt, dafl der
Kandidat tatsdchlich eine Interpolante ist.

Teil 1 Seien Pi,... P, alle in A vorkommenden aussagenlogischen Atome,
die nicht in B vorkommen. Fiir Konstanten ¢; € {1,0} bezeichnen wir mit
Aleq, ..., ¢, die Formeln, die aus A hervorgeht, indem P; durch ¢; ersetzt
wird fiir alle 1 <1¢ < n. Wir setzen

= \/ A[cl,...,cn]

(Cl ..... Cn)e{].,o}"

Bevor wir mit dem Beweis fortfahren betrachten wir zwei Beispiele.

Beispiel 2.27
Offensichtlich ist P, A P, — P; V P3 eine Tautologie. Da sowohl Py A P, — P,
als auch P, — P, V P3 Tautologien sind, ist P; als Interpolante erkannt.

Wir wollen die Konstruktion im Beweis von Lemma 2.26 verfolgen. Zunéchst
ist P, die einzige Variable, die in A aber nicht in B vorkommt. Wir erhalten
A[l] = PP A1 < Py, A[0] = P, A0 < 0. Als Interpolante also C' = A[1] V

Beispiel 2.28
Wir prisentieren ein etwas komplizierteres Beispiel zur Interpolantenberech-
nung. Dieses Beispiel stammt aus | ]. Dazu betrachten wir

A = (Pl\/—\Pg)/\(ﬁpl\/—!P;J,)/\PQ
B — _\((_\PQ\/Pg)/\(PQ\/P4)/\_\P4)

Durch elementare Umformungen sieht man, dal A &dquivalent ist zu P, A
Py A =P3 und B &quivalent ist zu =P, V = P3 V P,. Damit sieht man auch,
daBB A — B eine Tautologie ist. Die Voraussetzung von Lemma 2.26 ist also
erfiillt.

P, ist die einzige aussagenlogische Variable, die in A aber nicht in B vor-
kommt. In dem Beweis des Lemmas wird die Interpolante

C = A[1] Vv A[0]
angegeben, mit
AVaP)A(m1V P APy
P3NP
OV =P)A(=0V —P3) APy
“PBA1IAPR,
0

=
=
TT T T
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Also C' = (=P; A P,) V 0 & =P3 A P5. Die Uberpriifung
Pl/\PQ/\_'P3—>_|P3/\P2 _|P3/\P2—>P1/\P2/\_|P3

liefert einen positiven Testfall fiir die Korrektheit von Lemma 2.26.

In Ubungsaufgabe 2.3.7 wird eine duale Methode zur Interpolantenberechung
vorgestellt. Als Interpolante wird

D = B[1] A B[0]

vorgeschlagen, wobei B|[c| entsteht, in dem iiberall in B die Variable Py, das
ist die einzige Variable, die in B aber nicht in A vorkommt, ersetzt wird
durch ¢. Wir rechnen:

~((~P,V P3) A (P, V1) A—1)
—(0)

—

=((=PyV P3) A (P, V 0) A—=0)
(=P, V P3) APy A1)
(=P V P3) A\ Py)

(P3N Py)

_\P3 \/ _\P2

TTTT T T

DamitistDzl/\(—'Pg,\/—'Pg)H—'P;))\/—'Pg.
Der Test

Pl/\Pg/\_'P3—>_|P3\/_'P2 _|P3\/_|P2—>P1/\P2/\_|P3

fallt wieder positiv aus.

Auch —P; ist eine Interpolante fiir A — B, aber keine der Berechnungen
findet sie.

Teil 2 des Beweises von Lemma 2.26

Wir wollen diesen Teil des Beweises nicht prasentieren, sondern den Leser
durch kleinschrittige Fragen dazu fithren, den Beweis selbst zu finden. Diese
Methode wurde z.B., von dem Topologen R.L.Moore propagiert und erfolg-
reich benutzt. Die Antworten sind am Ende der Losungen zu den Ubungs-
aufgaben zu diesem Kapitel auf Seite 419 zu finden. Der Idealfall ist aber,
daBl Sie so {iberzeugt sind von Thren Antworten, dafl ein Nachschlagen nicht
notig ist.

1. Wieso kommen in jedem Aley, ..., ¢,] nur aussagenlogische Variablen
vor, die A und B gemeinsam sind?
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10.

. Wieso kommen in jedem C' nur aussagenlogische Variablen vor, die A

und B gemeinsam sind?

. Wie oben definiert, gehe die Formel Alc;] aus A hervor, indem jedes

Vorkommen von P, durch die Konstante ¢; € {1,0} ersetzt wird. Sei

weiterhin / eine Interpretation mit val;(A) = W. Wie mufl man ¢
wéhlen, damit val;(Afe;]) = W gilt?

. Die Situation sei wie in Frage 3. Wie mufl man ¢;, 1 < ¢ < n wéhlen,

damit val;(Aley, ..., c,]) = W gilt?

. Wieso folgt = A — C aus der Antwort auf Frage 47

. Wenn fiir eine beliebige Wahl von ¢; und eine beliebige Interpretation

I gilt val;(Alc1]) = W gilt dann auch val;(A) =W 7

Fiir eine beliebige Konstante ¢; und eine beliebige Interpretation gelte
valr(Ale;]) = W. Finden Sie eine Interpretation Iy, so daf valy, (A) =
W gilt.

Erweitern Sie die Konstruktion aus der vorangegangenen Frage auf die
Situation mit beliebig vielen Konstanten ¢y, ..., c,.

Seien [ und J Interpretationen, so dafl val;(B) = W gilt und fiir alle
aussagenlogischen Variablen P in B gilt I(P) = J(P). Was konnen Sie
iiber val;(B) daraus schlieflen?

Wie helfen Thnen die Antworten zu 8 und 9 um = C — B zu zeigen?
Hinweis: Irgendwann einmal mufl man von der Voraussetzung des Lem-
mas Gebrauch machen.

Abschlubemerkung zur Notation Im Laufe des bisherigen Textes sind
die Symbole <>, =, =, < eingefiihrt worden, die in verschiedenen Zusam-
menhéngen die Gleichheit oder Gleichwertigkeit bezeichnen. Es lohnt sich

einen Moment iiber die Unterschiede nachzudenken.

Das einfachste Symbol ist <». Es kommt nur in Formeln der Aussagenlogik
vor. Wenn A und B Formeln sind, dann gilt das auch fir A < B. Die
itbrigen Symbole =, =, < kommen nicht in Formeln vor. Die Benutzung des
Gleichheitszeichens = ist selbst dem gebildeten Laien geldufig, das Symbol
= wurde in Definition 2.21 als symbolische Abkiirzung fiir die Aquivalenz
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von Formeln eingefiihrt. Anstelle des Satzes ,,Stehen A und B fiir die gleiche
Formel, dann sind sie trivialerweise logisch dquivalent“kann man dann auch
kiirzer schreiben ,Fiir A = B gilt trivialerweise A = B. Das Zeichen <
ist eine Abkiirzung fiir die Redewendung genau dann wenn, die hiufig auch
durch gdw abkiirzt wird.

Einzig < ist unter den betrachteten Symbolen ein Zeichen der Objektebene;
die anderen gehoren der Metaebene an.

2.3.6 Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 2.3.1
Zeigen Sie, dafl die folgenden Operatormengen aussagenlogische Basen sind

1. {—,V}
2. {—,—=}
3.4}

Dabei ist die Operation | durch die folgende Wahrheitstabelle definiert.

| val;(A) [ val;(B) | vall(A|B) |

F
\)\%
\%%

Sl

= E || 2

W

Der Wahrheitsverlauf von A|B stimmt iiberein mit demjenigen der For-
mel =(A A B), was héufig auch A NAND B geschrieben wird.

4. {1,®, N}
wobei die Operation ¢ durch die folgende Wahrheitstabelle definiert.

| val;(A) | val(B) || vall(A® B) |

\%\% \%\% F
\%\% F \%%
F \)\% \)\%
F F F

Man sieht, A & B ist das ausschlieende oder, das manchmal auch mit
A XOR B notiert wird und auch durch (A V B) A =(A A B) definiert
werden konnte.
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Ubungsaufgabe 2.3.2

Wir betrachten Formeln, die ausschliefllich mit den Operatoren {1,0,®, A}
aufgebaut sind, siche auch die vorangegangene Ubungsaufgabe 2.3.1(4).
Zeigen Sie, dafl die folgenden Formeln Tautologien sind

PANP < P PAO ~ 0

PP < 0 P&0 ~ P

PAQ < QAP (PAQIAR < QA(PAR)
P3Q + QaP (P2Q)dR < Q& (PER)
PAQ®R)«< (PANQ)® (PAR)

PNl & P

Ubungsaufgabe 2.3.3
Seien A, A", B, B’ € ForOx mit A= A’ und B = B’. Dann gilt

1. —|AE—|A/
2. (ANB) = (A'A B
3. AvB=AVDB

Ubungsaufgabe 2.3.4
1. A ist allgemeingiiltig gdw A =1

2. A ist unerfiillbar gdw A =0

Ubungsaufgabe 2.3.5

Wir nennen zwei aussagenlogische Formeln A,B wechselseitig inkonsistent
wenn (A A B) eine Tautologie ist, i.e. = =(A A B).

Zeigen Sie die folgende Behauptung.

Zu zwei wechselseitig inkonsistenten aussagenlogische Formeln A,B gibt es
eine Formel C' die nur Atome enthélt, die in A und B vorkommen mit

FA—-C
C und B sind wechselseitig inkonsistent

Das ist die Formulierung, in der das Interpolationslemma in der Arbeit von
McMillan | ] benutzt wird. Auch die Terminologie der wechselseitigen
Inkonsistenz ist daraus entnommen.

Ubungsaufgabe 2.3.6
Seien C', Cs beides Interpolanten fiir die Implikation

A — B.

Dann sind auch C; A C5 und Cy VvV C5 Interpolanten fiir A — B..
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Ubungsaufgabe 2.3.7

Sei A — B eine Tautologie.

Seien ()1, ..., Q) alle Variablen in B, die nicht in A vorkommen. Sind ¢; Kon-
stanten aus {1,0} dann bezeichne B¢y, ..., ] , wie im Beweis von Lemma
2.26, die Formel, die aus B entsteht, wenn man alle Vorkommen von (); durch
¢; ersetzt. AuBlerdem sei:

= /\ Bley, ...y eq)

(C1yeeyen)€{1,0}7

Zeigen Sie, daf3 D eine Interpolante von A — B ist.

Ubungsaufgabe 2.3.8

Sei A — B eine Tautologie. Sei C' die im Beweis von Lemma 2.26 konstru-
ierte Interpolante von A — B und D die Formel aus der vorangegangen
Ubungsaufgabe 2.3.7. Zeigen Sie, dal C' die stirkste und D die schwichste
Interpolante von A — B ist, d.h. zeigen Sie, daf} fiir jede Interpolante U

C—-UundU— B
Tautologien sind.

Ubungsaufgabe 2.3.9

Gegeben sei eine Landkarte mit L Landern, die mit den Zahlen von 0 bis
L — 1 bezeichnet werden. Die bindre Relation Na(i, ) trifft auf zwei Lander
iund j zu (0 <i,5 < L), wenn sie benachbart sind. Die Landkarte soll nun
mit den drei Farben rot, grin und blau so eingefirbt werden, dass keine zwei
benachbarten Lénder dieselbe Farbe erhalten.

Geben Sie — in Abhéngigkeit von L und Na — eine aussagenlogische Formel
F an, so dass F' genau dann erfiillbar ist, wenn eine Féarbung der geforderten
Art moglich ist.

Hinweis: Die Landkarte muss nicht zwei-dimensional sein, d. h. der durch
Na(i, j) gegebene Graph muss nicht planar einbettbar sein.

Ubungsaufgabe 2.3.10

Definition 2.29
Eine unerfiillbare Klauselmenge S heifit eine minimal unerfillbare Klausel-
menge, wenn jede echte Teilmenge Sy C S erfiillbar ist.

Sei S eine minimal unerfiillbare Klauselmenge dann gilt
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1. S enthélt keine tautologische Klausel, d.h. keine Klausel C', die fiir eine
aussagenlogische Variable P sowohl P selbst als auch =P enthilt.

2. fiir jede Interpretation I gibt es Klauseln C; D € S und ein Literal L,
sodaB I(C) =W, I(D) = F, L kommt in C' und L kommt in D vor.
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A= A Selbstimplikation

—AV A Tertium non datur
A— (B— A) Abschwichung
0— A Ex falso quodlibet
—A- A Doppelnegation
(A— B) < (B — —A) Kontraposition
AANB < =(-mAV-B), AV B < =(-AN-B) Dualitét
(A— B)«+ —-AVB Elimination von —
(A< B)«+ (A— B)AN(B— A) Def. von <
(A< B) < (AANB)V (mAAN-B) Alternative Def. von <>
. ANB+< BNA AVB<+ BV A Kommutativitat
(AANB)ANC < (AN(BAQ)) Assoziativitét
. ((AVB)VC) <« (AV(BV(O)) Assoziativitét
. AN(BVC)< (ANB)V(ANC) Distributivitét
. AV (BANC) < (AVB)A(AVCO) Distributivitét
(A (B« 0)«< (A B)+0) Assoziativitét
AN(AVB) < A, AV(AANB) < A Absorption
CANAS A AVAS A Idempotenz
. (A->(B—=-C)«<(A—-B)—(A—=0)) Klammerverteilung
. (AAB) <> -AV-B De Morgansches Gesetz
. (AVB) < -AAN-B De Morgansches Gesetz
CAVIS 1L, ANT S A AVO A ANDO O 1,0-Elimination

Tabelle 2.1: Tautologien
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2.4 Normalformen

Die Benutzung aussagenlogischer Formeln stofit man auf zwei, miteinan-
der im Konflikt stehenden, Anforderungsprofile. Bei der Formalisierung von
Problemstellungen durch aussagenlogische Formeln wiinscht man sich einen
moglichst flexiblen Rahmen: alle aussagenlogischen Operatoren sollen zu Ver-
fiigung stehen, und es sollte keine Einschrankung an die Kombination von
Teilformel geben. So hatten wir das in Definition 2.3 auch organisiert. Will
man andererseits Werkzeuge zur Bearbeitung aussagenlogischer Formelmen-
gen bauen, z.B. SAT-solver oder Theorembeweiser, dann ist es vorteilhaft ein
moglichst simples, restriktives Eingabeformat zu verlangen. Um diesen Kon-
flikt aufzulésen benutzt man die Idee von Normalformen. Jede Formel kann
in eine, im Idealfall, logisch dquivalente Formel in Normalform transformiert
werden. Fiir praktische Belange ist es auch wichtig, dafl diese Transformation
moglichst effizient durchgefiihrt werden kann.

2.4.1 Disjunktive und konjunktive Normalform

In diesem Unterkapitel benutzen wir nur die aussagenlogischen Operatoren
in Op,s = {—, A\, V}. Nach den Uberlegungen aus Unterkapitel 2.3.2 ist das
keine Einschrinkung der Allgemeinheit.

Wir beginnen mit der einfachsten Normalform.

Definition 2.30 (Negationsnormalform)

Eine aussagenlogische Formel A € ForOx heifit eine Negationsnormalform
wenn in ihr das Negationszeichen hochsten in der Form —F; fiir ein aussa-
genlogisches Atom P; vorkommt.

Damit ist auch ——F; ausgeschlossen.

Lemma 2.31 (Negationsnormalform)
Zu jeder aussagenlogische Formel A € For0Oy, gibt es eine logisch dquivalente
Negationsnormalform A,,,; € For0s.

Beweis Wir werden einen Pseudoalgorithmus présentieren der eine belie-
bige Formel A € For0ys, in eine Negationsnormal transformiert.

Fiir die Zwecke dieses Beweises fithren wir die folgende Notation ein. Sei
weiterhin A € For0Oy. Dann steht N(A) fiir die Menge aller Vorkommen von
Teilformeln von A von der Form —A’, so da3 A" kein Atom ist. Offensichtlich
ist A eine Negationsnormalform, genau dann wenn N(A) = ().
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Der Pseudoalgorithmus sieht jetzt so aus:

while N(A) # 0
do
choose =B € N(A);
if B =B, replace =—Bj in A by By;
if B = By A B; replace =B in A by (—B; V =Bs);
if B= By V B; replace =B in A by (—~B; A = Bs);
od

Wegen der Tautologien

-—A ~ A
_|(A1 N AQ) — _\Al V ﬁ142)
—\(Al V Ag) — A A ﬁAg)

sind wir auf jeden Fall sicher, dafl nach jedem Schleifendurchlauf die neue
Formel A logisch dquivalent zur Anfangsformel A ist. Es bleibt noch die
Terminierung sicherzustellen. Einerseits wird das kaum jemand in Frage stel-
len, andererseits ist ein strikter Beweis, den z.B. auch ein Theorembeweiser
nachvollziehen kénnte, nicht ganz einfach. Eine ideale Ubungsaufgabe fiir den
engagierten Leser, siche Ubungsaufgabe 2.4.1 auf Seite 67.

Definition 2.32 (Konjunktive und disjunktive Normalform)
1. Ein Literal ist ein Atom oder ein negiertes Atom.

2. Eine Formel ist in disjunktiver Normalform (DNF), wenn sie Disjunk-
tion von Konjunktionen von Literalen ist.

3. Eine Formel ist in konjunktiver Normalform (KNF'), wenn sie Konjunk-
tion von Disjunktionen von Literalen ist.

Eine Disjunktionen von Literalen wird haufig auch eine Klausel genannt. Ei-
ne Formel in konjunktiver Normalform ist also eine Konjunktion von Klau-
seln. Die konjunktiver Normalform wird deswegen auch Klauselnormalform
genannt.

Lemma 2.33
Zu jeder Formel A € For(Oyx gibt es eine logische dquivalente konjunktive
Normalform und eine logische dquivalente disjunktive Normalform.
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Beweis In einem ersten Schritt stellt man die Negationsnormalform A,,, ¢
von A her. Fiir die weitere Transformation in eine konjunktive Normalform
werden wir wieder einen Pseudoalgorithmus présentieren.

Fiir den nachfolgenden Pseudoalgorithmus brauchen wir noch die beiden fol-
genden Vereinbarungen. Fiir eine Formeln A € For0Oy in Negationsnormal-
form sei K(A) die Menge aller Teilformelnvorkommen von A von der Form
BV (C A D) oder (CAD)V B. Eine Formel F' € K(A) heift minimal, wenn
es keine Teilformel F” von F gibt, die auch in K (A) liegt. Offensichtlich ist A
genau dann eine konjunktive Normalform, wenn K(A) = (). Wenn K (A) # 0,
dann gibt es auch (mindestens) eine minimale Formel F' € K(A).

Der Pseudoalgorithmus sieht jetzt so aus:

while K(A) # 0
do
choose minimal F € K(A);
if =BV (CAD)replace F in Aby (BVC)A(BV D);
if F=(CAD)V Breplace F in A by (CV B)A (D V B);
od

Die Formel A’ nach Terminierung des Algorithmus ist eine konjunktive Nor-
malform, wegen K(A) = 0 und wegen der Distributivgesetze aus Tabelle
2.3.4 auch logisch dquivalent zur Ausgangsformel.

Durch Anwendung der Kommutativitit, Idempotenz, Absorption 1d8t sich
die Formel gegebenenfalls noch vereinfachen.

Der Nachweis der Terminierung bleibt wieder dem engagierten Leser als
Ubungsaufgabe 2.4.2 iiberlassen.

Den reinen Existenzbeweis einer disjunktiven Normalform konnen wir uns
jetzt einfach machen. Wir wissen, daf} es eine konjunktive Normalform fiir
—A gibt, =A < A,V Lij. Daraus folgt A <> \/; A\, —~L;;. Wenn wir jetzt
noch doppelte Negationen beseitigen haben wir eine disjunktive Normalform
fiir A.

Man kann zu einer gegebenen Booleschen Funktion f auch direkt eine Formel
A mit f4 = f konstruieren, so dafl A in Normalform ist. Die im Beweis von
Lemma 2.14 konstruierte Formel war schon eine disjunktive Normalform.

Definition 2.34 (Vollstindige Normalformen)

Eine konjunktive Normalform A; V/; L; ; in der Signatur ¥ heiBit vollstindige
Normalform wenn in jeder Klausel C; = \/j L;; fir jedes Atom P € X
entweder P oder —P unter den Literalen L; ; vorkommt.
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Analog ist eine vollstandige disjunktive Normalform definiert.

Lemma 2.35 (Eindeutigkeit vollstindiger Normalformen)

Sei ¥ ={F,...,P,} und A € For0s.

Die vollstdndige konjunktive Normalform von A, ohne triviale Klauseln, ist
eindeutig bis auf die Reihenfolge der Klauseln und der Literalen in den Klau-
seln.

Eine triviale Klausel C' ist eine Klausel, in der fiir ein Atom sowohl P, als
auch =P vorkommt. Eine triviale Klausel trigt nicht zum Wahrheitswert eine
konjunktiven Normalform bei.

Ebenso ist die vollstéandige disjunktive Normalform ohne triviale Konjunk-
tionen eindeutig.

Beweis Wir prézisieren zunéchst, was zu beweisen ist. Seien Ay, A; zwei
vollstandige konjunktive Normalformen ohne triviale Klauseln in F'orQOy. Sind
Ay, As logisch dquivalent, dann sind sie, bis auf die Reihenfolge, gleich. Wir
benutzen Lemma 2.22, das besagt, dafi A;, Ay logisch dquivalent sind, genau
dann wenn fu, = fa, ist. AuBlerdem definieren wir fiir eine vollstéindige
Klausel C = LoV ...V L,, wobei L; = P; oder L; = —P; ist das Tupel
Vo = (W, ..., W,) von Wahrheitswerten durch W; = 1 < L; = P,. Dann
gilt automatisch auch W; = 0 < L; = = PF;. Der Kern des Beweises liegt in
der Beobachtung: C' kommt in A; vor genau dann wenn fyu, (Vo) = 1.

Vollstédndige Normalformen sind fiir praktische Zwecke untauglich. Damit ist
auch die Eindeutigkeit nur von geringer Bedeutung. Die vollstdndige kon-
junktive Normalform von Py A Py in ForQOgp, p,y ist (P V Po) A (PrV —Ps) A
(PLVP)A(VPV Py). In der Signatur ¥ = { Py, P, P;} hiitte die vollstandige
konjunktive Normalform von P, A P, sogar 8 Klauseln.

Definition 2.36 (Minimale Normalform)

Eine disjunktive Normalform A heifit minimal, wenn durch Weglassen einer
Klausel oder durch Weglassen eines Literals in einer Klausel eine Formel
entsteht, die nicht mehr logisch dquivalent zu A ist.

Analog ist eine minimale disjunktive Normalform definiert.

Verfahren zur Konstruktion minimaler Normalformen werden in der Schalt-
kreistheorie behandelt, siehe z.B. | , Kapitel 1.2]. Im néchsten Kapitel
sehen wird, dafl Primimplikanten in dieser Konstruktion eine wesentliche
Rolle spielen, gehen in diesem Text aber nicht weiter darauf ein.
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2.4.2 Primimplikanten

Definition 2.37 (Primimplikanten)
Sei C' eine beliebige aussagenlogische Formel.

Ein Primimplikant P von C' ist

1. eine Konjunktion von Literalen,
2. so dal P — (' eine Tautologie ist, und
3. fiir jede Teilkonjunktion P’ von P ist P’ — C keine Tautologie.

Definition 2.38 (Essentielle Primimplikanten)
Sei C' eine beliebige aussagenlogische Formel und P ein Primimplikant von

C.

P heiit ein essentieller Primimplikant von C falls fiir jede Teilmenge Q von
Primimplikanten von C

o fiir die C' + \/ Q gilt
e P e Q gelten muf.

Lemma 2.39
Sei C' eine beliebige aussagenlogische Formel, dann ist

C \/{P | P ist Primimplikant von C'}
eine Tautologie.

Beweis
Wir haben zu zeigen, dafl

C < \{P | P ist Primimplikant von C'}
und
C — \{P | P ist Primimplikant von C'}

beides Tautologien sind. Fiir die erste Formel ist das eine unmittelbare Kon-
sequenz aus der Definition. Zum Beweis der zweiten Implikation betrachten
wir eine Interpretation I mit val;(C) = W und wollen val;(RS) = W fiir
die rechte Seite RS der Implikation zeigen. Seien Ay, ... A, alle in C' vorkom-
menden Atome. Fiir jedes ¢ mit 1 <7 < n sei

L. — Az falls UCLl[(Ai)
| DA, falls valp(A;)

\)\%
F
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AuBerdem sei P; = A\, L;. Offensichtlich gilt val;(P;) = W. Fiir jede Inter-
pretation J mit val;(Pr) = W stimmt J mit [ auf allen Atomen, die in C
vorkommen, {iberein. Also gilt auch val;(C) = W. Damit ist P; — C eine
Tautologie. Sei P? die kiirzeste Teilkonjunktion von Py, so da§ P? — C im-
mer noch eine Tautologie ist. Nach Definition ist P} ein Primimplikant von
C und da P} eine Teilkonjunktion von P ist, gilt auch val;(P?) = W. Damit
gilt aber auch fiir die rechte Seite RS der obigen Implikation val;(RS) = W.

2.4.3 Kurze Konjunktive Normalform

Ein Problem, das in jeder Situation auftritt, in der aus einem umfangrei-
cheren Satz von Operatoren eine Normierung mit nur wenigen Operatoren
vorgenommen wird, ist die wachsende Gréfle der Normalform. Hier ein Bei-
spiel.

Beispiel 2.40 (Exponentielle Konjunktive Normalform)
Wir beginnen mit der konkjunktiven Normalform Die konjunktive Normal-
form von

B:(Pl,l/\Pl,Z)v"'\/(Pn,l/\Pn,2)

berechnet sich zu

/\{Pl,f(l) V.oV Py | f:{1,...,n} = {1,2}}.

Fir n = 3 ist das:

(PiaV Po1 VPsi)AN(PiaV Py VPso)A
(PiiV PyoVPs1)AN(PiaV PagV PyoA
(PiaV Po1 VPs1)AN(PiaV Py VPso)A
(PioV PogV Psi)AN(PiaV PagV Pso)

Das Beispiel 2.40 zeigt eine Schwierigkeit des vorgeschlagenen Tautologie-
nachweises: in B treten 2 % n Literale auf, aber in der konjunktiven Normal-
form sind es n * 2".

Wir wollen hier eine Transformation vorstellen, die zu einer beliebigen aus-
sagenlogischen Formel B mit n Literalen eine konjunktive Normalform By,
mit ¢ *n Literalen herstellt fiir eine kleine Konstante ¢. Der Preis, der dafiir
zu zahlen ist, liegt darin, dal By, nur erfiillbarkeitsdquivalent zu B ist. Die
Idee kann in vielen Kontexten eingesetzt werden. Als erste Veroffentlichung
wird meist Tseitin zitiert [ , ]. Deswegen spricht man manchmal
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auch von der Tseitin Normalform. Auch die Terminologie definitorische Nor-
malform ist in Gebrauch. Wir haben uns fiir die Bezeichnung kurze konjunk-
tive Normalform entschieden. Unsere Darstellung orientiert sich an | ].
Eine ausfiihrliche Behandlung findet man auch in | , Pp. 48 - 52].

Wir erkléren zunéchst die Methode anhand des Beispiels 2.40. Der allgemeine
Fall wird dann in Definition 2.42 behandelt.

Beispiel 2.41 (Kurze konjunktive Normalform)

In einem ersten Schritt wird fiir jede Teilformel der Form C'V D oder C'A D,
eine neue aussagenlogische Variable eingefiihrt und mit einer Biimplikati-
on <> definiert, dafl diese Variable fiir die entsprechende Teilformel steht.
Dabei werden von innen nach auflen fortschreitend die schon eingefiithrten
Abkiirzungen wiederbenutzt. Schliefllich wird noch die Einerklausel (s, 1
hinzugefiigt. Alle anderen so erhaltenen Formeln sind von der Form @Q <«
(L1 V L) oder @ <> (L1 A Ly) fiir eine neue Variable () und Literale L;, die
natiirlich auch die neuen Variablen enthalten konnen.

In einem zweiten Schritt werden die Aquivalenzen Q <+ (L, op Ls) ersetzt
durch (=Q V (L1 op L2)) A (Q V —(Ly op La).

Im dritten Schritt wird fiir jede der bisher erhaltenen Formeln (=QV(L; op Lz))A
(Q V —(Ly op L) durch maximal zweimalige Anwendung eines Distributiv-
gesetzes eine konjunktive Normalform erreicht.

1.Schritt 2.Schritt
Q1 & PiiANPiy (5Q1V (PiaAPLo))A(Q1V—(PiiAPra))

Qi & PiAPo  (mQiV(PiAP2)ANQiV—(PaAPy))

Q

Pn,l A Pn,2 (_'Qn \ (Pn,l A Pn,?)) A (Qn Vv _‘(Pn,l A Pn,?))
@nt1 @1V Q2 (Q@n+1 V@1V Q2) A (Qui1 V —(Q1V Q2))
QTL+1 Vv QS (_|QTL+2 \ Qn+1 Vv Q3) A (Qn+2 \ _'(Qn+1 Vv Q3))

Qn+2

an—1 <—> Qoan—2V Qn (7Q2n-1V Qan—2V Qn) N (Qan—1V (Qan—2 V Qy))
Qon—1 Qan—1
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3.Schritt
(mQ1V Pia) A(=Q1V Pio) AN(Q1V =Pii) A(Q1V Pra)

(ﬁQn V Pn,l) A (_‘Qn Vv ﬁIDTL,Z) A (Qn \ _‘Pn,l) A (Qn Vv _'Pn,2)
(2Qn1 V@1V Q2) A(Qni1 V=Q1) A (Qnir V —Q2)

<_'Qn+2 V Qn—i—l Vv Q3) A (Qn+2 Vv _‘Qn—i-l) A (Qn+2 Vv _'Q3)
'(_'QQn—l V Qan—2 V Qn) N (Qan—1V =Q2n—2) N (Q2n—1 V =Qy)
QQn—l

Im vorangegangenen Beispiel 2.41 wurde die Idee der kurzen KNF deutlich.
Hier folgt jetzt die Definition im allgemeinen Fall.

Definition 2.42 (Kurze konjunktive Normalform)

Sei A eine aussagenlogische Formel in Negationsnormalform.

Es ist geschickter fiir diese Definition und den nachfolgenden Satz die neuen
Atome @ nicht mit Zahlen zu indizieren sondern als unterscheidende Indizes
die Teilformeln zu benutzen, fiir die sie als Abkiirzung dienen sollen.

Sie als TF4 die Menge alle Teilformeln von A, die nicht Literale sind. Fiir
jedes F' € TF, fithren wir eine neues aussagenlogisches Atom Qr ein. Wie
im Beispiel beschreiben wir die Konstruktion in drei Schritten.

1.Schritt K sei die Konjunktion der folgenden Formeln
Qr < Bp o B%

F*  falls F' ein Literal ist, und
Qpi sonst

Schliefllich wird noch die Einerklausel ()4 der Konjunktion hinzugefiigt.
B, ist also auf jeden Fall ein Literal, ein altes oder ein neues.

fir F € TFy mit F' = F'oF? und B =

2.Schritt Jedes Konjunktionsglied Qr <+ Bro B% in K wird ersetzt durch
die logisch dquivalente Konjunktion

(=Qr V (Bp o B%)) A (Qp V —(Bp o By))

3.Schritt Die Konjunktionsglieder (=Qr V (B o B%)) und (Qr V —(B} o
BZ%)) werden durch ihre konjunktive Normalform ersetzt. Im Detail treten
die beiden Félle auf.

o=A
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(=Qr V (B A B%)) wird ersetzt durch (—=Qr V BL:) A (=Qr V B%)) und
(Qr V =(B} A B%)) durch (Qr V —BL) A (Qr V B%).

o=V

(=Qr V (By V B%)) bleibt (=Qr V BL V B%)

(Qr V —(Bx V B%)) wird ersetzt durch (Qr V —B%) A (Qr V —B%).

Da alle B® Literale und die s sowie so Atome sind haben wir eine konjunk-
tive Normalform Ay np erreicht.

Wir hatten natiirlich Schritt 2 und 3 zu einem zusammenfassen konnen. Es
ist aber tibersichtlicher sie auseinander zu halten.

Als Maf fiir die Grole einer Formel A wollen wir die Anzahl der Literal-
vorkommen L(A) in A betrachten. Die Konjunktion K in Schritt 1 enthélt
so viele Konjunktionsglieder wie es Vorkommen der zweistelligen Operato-
ren in A gibt. Das sind L(A) + 1 viele (davon iiberzeugt man sich wie in
Ubungsausgabe 2.2.3). Jede dieser Konjunktion wird in Schritt 2 und 3 durch
ein Formel mit hochstens 8 Literalvorkommen ersetzt und schliefilich kommt
noch die Einerklausel hinzu, insgesamt enthélt Agxnp also 8 x L(A) + 9 Li-
teralvorkommen.

Satz 2.43 (Kurze konjunktive Normalform)
Die Formel A ist erfiillbar gdw Agxxnr erfiillbar ist.

Beweis: Es geniigt zu zeigen, dafl A genau dann erfiillbar ist, wenn die in
Schritt 1 erhaltene Konjunktion K erfiillbar ist, da alle weiteren Umformun-
gen die logische Aquivalenz erhalten.

Ist A durch die Interpretation [ erfiillt, d.h. val;(A) = W, dann setzen wir
I zu einer Interpretation J fort, indem wir fiir die neuen Atome J(Qp) =
val;(F) definieren. Offensichtlich gilt val;(K;) = W fiir alle Konjunktions-
glieder K; von K.

Sei jetzt J eine Interpretation mit val;(K) = W. Sei I die Einschrénkung
von J auf die Atome, die in A vorkamen. Man zeigt fiir jede Teilformel F
von A durch strukturelle Induktion val;(Qr) = val;(F). Da die Einerklausel
Q4 in K vorkommt, gilt insbesondere val;(Q4) = val;(A) = W.

Die konjunktive Normalform spielt auch in dem weiter unten vorzustellenden
Resolutionskalkiil eine wichtige Rolle. Will man in diesem Kalkiil zeigen, daf3
eine Formel A eine Tautologie ist, so bringt man die Formel = A in konjunktive
Normalform und zeigt ihre Unerfiillbarkeit.
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2.4.4 Shannon Formeln

Wie in den Abschlufibemerkungen zu Unterkapitel 2.2 angekiindigt wollen
wir in diesem Unterkapitel aussagenlogische Formeln mit einem dreistelligen
Operator betrachten. Das aktuelle Unterkapitel wird fiir das nachfolgende
iiber Shannon Graphen nicht benétigt. Der eilige Leser kann direkt zu Un-
terkapitel 2.4.5 vorspringen.

Definition 2.44 (Shannon-Formeln)
Wir betrachten aussagenlogische Formeln, die aufgebaut sind aus

e dem dreistelligen Operator sh
e den Konstanten 0 und 1

e Aussagevariablen Py,..., P,,...

Wir wollen solche Formeln Shannon-Formeln nennen und bezeichnen die
Menge aller Shannon-Formeln mit shFor0. Das ist unsere eigene Terminolo-
gie.

Die Auswertung einer Formel der Form sh(A;, Ay, A3) beziiglich einer Inter-
pretation I wird gegeben durch

valp(Ag) falls wvalr(A)) =

F
vali(sh(Ar, Az, As)) = { valy(As) falls val;(Ar) =W

oder in Tabellenform:

2 W W W W F F F F
j2} W W F F W W F F
P W F W F W F W F
sh(P,P,,P5) | W F W F W W F F

Lemma 2.45 )
Es gelten die folgenden Aquivalenzen:

1. sh(Py, Py, P3) <> (=P, A Po) V (P A\ Ps)
2. sh(Py, Py, P3) <> (~Py — P) A (P, — P3) < (PLV Py) A (=P, V Py)
3. sh(0, Py, Py) <+ Py, sh(1, Py, P3) < P;

(

4. sh(P,0,1) ¢ P
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5. sh(P,1,0) < ~P

6. sh(Py, Py, Py) <> Py

7. sh(sh(Py, Py, Py), Py, Ps) <5 sh(Py, sh(Ps, Py, Ps), sh(Py, Py, Py))
8. A sh(P, Ap_o, Ap_1)

Hierbei ist Ap_g die Formel, die aus A entsteht, indem jedes Vorkommen der
Aussagenvariablen P durch die Konstante 0 ersetzt wird. Analog ist Ap_q
zu verstehen.

Beweis
zu 1 Zeigt man durch Vergleich der Wahrheitstafeln.
zu 2 Zeigt man am besten durch Fallunterscheidung.
Fall I(P)) =W

valj(PLV Py) AN (=P V P3)) = wal(1V P) A0V P))
valy(Ps)
valr(sh(1, Py, P3))
= val;(sh(Pl, PQ, Pg))

Fall I(P)) =F
'UCLZ](Pl\/PQ)/\(_\pl\/Pg)) = Ual](OVPQ)/\(]_\/PS))
= wval (P
= waly(
= wal;(s
(3) bis (6) und (8) sind offensichtlich.
zu 7 siche Ubungsaufgabe 2.4.14.

Definition 2.46 (Normierte Shannon-Formeln)

Wir fixieren eine Ordnung auf der Menge der Aussagevariablen, etwa die
durch die Ordnung der Indizes gegebene. Eine Shannon-Formel A heifit ei-
ne normierte Shannon-Formel (wenn wir genauer sein wollen, sagen wir
eine bzgl. der fixierten Ordnung der Aussagevariablen normierte Shannon-
Formel), wenn sie der folgenden rekursiven Definition geniigt.

1. Die Konstanten 0,1 sind normierte Shannon-Formeln.

2. Sei P; eine Aussagevariable, seien A, B normierte Shannon-Formeln, so
daB keine Aussagevariable P; mit ¢ > j in A oder B auftritt. Dann ist
sh(P;, A, B) eine normierte Shannon-Formel.
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Mit dieser Definition meinen wir, wie iiblich, dal die Menge der normierten
Shannon-Formeln die kleinste Menge ist, die 1. und 2. erfiillt.

Man beachte, daf3 P; selbst, fiir ein aussagenlogisches Atom, nach dieser De-
finition keine normierte Shannon-Formel ist, wohl aber sh(P;,0,1). Ebenso
ist = P; keine normierte Shannon-Formel, wohl aber sh(P;, 1,0).

Lemma 2.47
Zu jeder aussagenlogischen Formel A gibt es eine dquivalente normierte Shannon-
Formel B.

Beweis: Induktion nach der Anzahl n der in A vorkommenden Aussageva-
riablen.

Fiir n = 0 kann A logisch dquivalent auf eine der Konstanten 0 oder 1
reduziert werden. Konstanten sind normierte Shannon-Formeln.

Im Induktionsschritt wahlen wir die in A vorkommende Aussagevariable P;
mit dem kleinsten Index. Mit Ay bezeichnen wir die Formel, die aus A ent-
steht, indem jedes Vorkommen von P; durch 0 ersetzt wird. Entsprechend
wird A; gebildet. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es normierte Shannon-
Formeln By, By, die logisch dquivalent (siche Def. 2.21) sind zu Ay, A;. Of-
fensichtlich ist A dquvalent zu sh(P;, By, By), und sh(P;, By, By) ist eine nor-
mierte Shannon-Formel.

2.4.5 Shannon Graphen

Neben der DNF und KNF gibt es noch eine Vielzahl von Normalformen.
In Ubungsaufgabe 2.4.18 wird z.B. die Reed-Muller-Normalform vorgestellt.
In diesem Unterabschnitt gehen wir auf eine von R. E. Bryant in | ]
behandelte graphbasierte Normalform eingehen. Sie geht zuriick auf einen

Ansatz von C. E. Shannon (siche | |) und wurde auBerdem schon in
dem Buch | ] von A. Church in §24, Seite 129 ff behandelt.

Definition 2.48
Ein sh-Graph ist ein gerichteter, bindrer, zusammenhéngender Graph.

1. Jedem nichtterminalen Knoten v ist eine natiirliche Zahl index(v) zu-
geordnet.

2. Von jedem nichtterminalen Knoten v gehen zwei Kanten aus. Eine da-
von ist mit F, die andere mit W gekennzeichnet.
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3. Jedem terminalen Knoten v ist eine der Zahlen F oder W zugeordnet,
bezeichnet mit wert(v).

4. Ist der nichtterminale Knoten w ein unmittelbarer Nachfolger von v,
dann gilt index(v) < index(w).

5. Es gibt genau einen Wurzelknoten.

Wegen der vierten Forderung ist jeder sh-Graph zyklenfrei.

Jedem sh-Graphen G wird eine m-stellige Boolesche Funktion fs zuordnen,

wobei m die Anzahl der in G vorkommenden verschiedenen Indizes i1, ..., i,
ist. Wir fassen fg als eine Funktion mit den Eingabevariablen P, ,..., P,
auf und bestimmen den Funktionswert fo(P;,,...,F;, ), indem wir an der

Wurzel von G beginnend einen Pfad durch G wihlen. Am Knoten v folgen
wir der Kante F, wenn die Eingabevariable P, ge.(v) den Wert F' hat, sonst
der Kante W. Ist der Wert des terminalen Knotens W, dann der gesuchte
Funktionswert W sonst F'. Das Beispiel in Abb. 2.5 zeigt fiir den dort ange-
geben Graphen G.,, die Berechnung der drei-stelligen Booleschen Funktion
fa.. fiir das Argumenttriple (F, W, W). Folgt man wie beschrieben, dem in
der Abbildung rot gefarbten Pfad von der Wurzel, so endet man in griinen
Blattknoten. Damit hat man fg,  (F, W, W) =F gefunden.

Das fiihrt zu der folgenden induktiven Definition:

Definition 2.49 (fg)

Sei G ein sh-Graph, i1,...,1,, seien die in G auftretenden Indizes mit dem
kleinsten beginnend der Gréfle nach geordnet.

Die von G induzierte Boolesche Funktion fg : {W, F}™ — {W, F'} ist defi-
niert durch:

1. fe¢ = F falls G aus dem einzigen Knoten v besteht, mit wert(v) = F.
In diesem, wie im néchsten Fall, ist notwendigerweise m = 0 und fg
eine Konstante.

2. fo =W falls G aus dem einzigen Knoten v besteht, mit wert(v) = W,

| fep(be,....by) fallsby =F
3 Jolbr,- - bm) = { fow(bas .. by) falls by = W

Hierbei ist Gx der Teilgraph von G, der mit dem Knoten beginnt, der
von der Wurzel aus entlang der mit X markierten Kante erreicht wird.
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Abbildung 2.5: Berechnung von fq_ (F, W, W)
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(c) Ge (d) Ga
Abbildung 2.6: Beispiele von sh-Graphen
Abbildung 2.6 zeigt einige weitere Beispiele von sh-Graphen. Die zugehorigen

Booleschen Funktionen sind fa,(P) = Py, fg,(P) = ~P. fo. = frae,.
fau(PL, Py) = Pi.

Lemma 2.50
Zu jeder Booleschen Funktion f: {W, F}" — {W, F'} und jeder aufsteigen-
den Folge 7; < ... < 1, von Indizes gibt es einen sh-Graphen G mit

Je =T

Beweis: Der Beweis geschieht durch Induktion iiber m.
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Ist m = 0 und f die konstante Funktion mit Wert F', dann besteht G nur
aus einem Knoten v, der dann notwendigerweise ein terminaler Knoten ist,
mit wert(v) = F.

Ist m = 0 und f die konstante Funktion mit Wert W, dann besteht G nur
aus einem Knoten v mit wert(v) = W.

Sei jetzt m > 0. Wir definieren die m-1 stelligen Funktionen f, und f; durch

. | f(F,by, ... by) fallsi=0
fl(b27;bm)_{ f(V[/,bQ,7bm> fal]sz:l

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es sh-Graphen G; mit fq, = f; fiir ¢ =

0,1. Sei G der sh-Graph
yy
Go G,

dann gilt offensichtlich fo = f.

Beispiel 2.51
Wir betrachten die Boolesche Funktion f

W falls card({1 <: <3| P =W})=2
f(Pl’PQ’P?’):{F sonst Hr=r=3] g

Wir wollen einen Shannongraph G konstruieren mit f = F. Die Variablen-
ordnung sei P < P, < P3. Wir beginnen mit dem Knoten fiir P;, siche Ab-
bildung 2.7(a). Dabei steht f;, f2 fiir die Funktion, die aus f entsteht, wenn
man P, = W, P, = F in Rechnung stellt. Wir schreiben dafiir f; = fp,—w

und fo = fp—r.

W falls (P, =W und P3 = F') oder

fl(PQ,Pg) = (PQZFundP;:,:W)
F' sonst
o w fallsP2:P3:W
o(Po, Ps) = { I sonst
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fi f2
(a) Erster Schritt (b) Zweiter Schritt (¢) Endergebnis

Abbildung 2.7: Konstruktionsschritte in Beispiel 2.51

Der Anfang ist gemacht. Jetzt miissen nur noch in Abbildung 2.7(a) die
Funktionen f;, fo durch ihre Shannongraphen ersetzt werden. Das fiihrt zu
dem Graphen in Abbildung 2.7(b) wobei

r=w(P3) = f3(P3) = —Ps
p=r(Ps) = fu(P5) = P
p=r(Ps) = fs(P3) = F

Die Tatsache, dal f; = fg ist wurde in Abbildung 2.7(b) schon benutzt um
einen Knoten einzusparen.

Im letzten Schritt miissen die Funktionen f3 bis f5 durch ihre Shannongra-
phen ersetzt werden. Das Endergebnis ist in Abbildung 2.7(c) zu sehen

Beispiel 2.52

Als ein weiteres Beispiel wollen wir einen Shannon Graphen Gs konstruie-
ren zur Formel Fo = (P, V P3) A (P, V =P;). Die Funktion fg, soll also
iibereinstimmen mit fr,. Wir benutzen dieselbe rekursive Herangehenswei-
se wie im vorangegangen Beispiel 2.51. Im ersten Schritt, siche Abbildung
2.8(a), wird das Problem aufgespalten in die Konstruktion eines Graphen
G fiir (1V Ps) A (P V —P3) <+ (P2 V —P3), was sich logisch dquivalent ver-
einfachen 148t zu P,V —Ps, und eines Graphen Gy fiir (0V P3) A (PyV —P3) <>
P3N\ (P, V = P3), was sich vereinfachen 148t zu P; A (P> V = Ps). Der Gesamt-
graph G5 wird erhalten, indem ausgehend vom Wurzelknoten, der mit P,
markiert ist, Gi9; an die W-Kante und G5y an die F-Kante angehdngt wird.
Im zweiten Schritt, siehe Abbildung 2.8(b), wird die Konstruktion von Gy
weiter zerlegt in die Konstruktion eines Shannon Graphen fiir 1V —P; <> 1
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Abbildung 2.8: Konstruktionsschritte in Beispiel 2.52

und 0 V =P <+ = P5. Die Konstruktion von Gy wird rekursiv zerlegt in die
Faﬂepg/\(]_\/_\Pg)Hpg undPg/\(O\/ﬂP;;)HP;;/\—'PgHO.

Das Endergebnis ist in Abbildung 2.8(¢) zu sehen

An den Beispielgraphen in Abbildung 2.6 kann man sehen, dafl die Definiti-
on von sh-Graphen Redundanz erlaubt. In Graph 2.6(c) kénnte man einen
mit Fmarkierten Terminalknoten einsparen und in 2.6(d) kénnte man ohne
die induzierte Funktion zu d&ndern den Wurzelknoten samt der beiden von
ihm ausgehenden Kanten einsparen. Wir werden jetzt systematisch Reduk-
tionsmoglichkeiten fiir sh-Graphen untersuchen.

Als Vorbereitung dazu miissen wir zunéchst iiber die [somorphie von Graphen
reden.

Definition 2.53 (Isomorphie von Shannongraphen)

Seien zwei sh-Graphen H, G gegeben. Ihre Knotenmengen seien Vi, V5. H, G
heiflen zueinander isomorph (H = () genau dann, wenn es eine bijektive
Abbildung 7 von V; nach V5 gibt mit:

1. index(k) = index(mw(k)) fiir jeden Nichtterminalknoten k € V;
2. wert(k) = wert(m(k)) fir jeden Terminalknoten k € V;

3. Fiir jeden Nichtterminalknoten k € V;, dessen F-Kante/W-Kante zu
dem Knoten ko/k; fithrt, gilt: die F-Kante von 7 (k) fithrt zu 7(ko), die
W-Kante zu 7(kq).

Im simpelsten Fall besagt die Definition 2.53, daf§ es auf die Anordnung
der Kanten des Graph G in der Zeichenebene nicht ankommt. So sind die
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(a) (b) ()

Abbildung 2.9: Einfachstes Beispiel isomorpher Shannon-Graphen

Graphen in 2.9(a) und 2.9(b) isomorph, nicht aber 2.9(a) und 2.9(c). Im Gra-
phen in 2.9(a) fithrt die W-Kante von der Wurzel zum W-Terminalknoten,
in 2.9(c) dagegen fiithrt die W-Kante von der Wurzel zum F-Terminalknoten.
Das ist aber der trivialste Fall isomorpher Graphen. Der wichtigere Fall wird
in Abbildung 2.9 deutlich. Nennen wir den Knoten, der von der Wurzel aus
mit der F-Kante erreicht wird fiir den Augenblick N7; und den Knoten, der
von der Wurzel aus mit der W-Kante erreicht wird fiir den Augenblick Nys.
Der Teilgraph G1; mit Wurzel Nj; stimmt iiberein mit dem Teilgraph Gy,
mit Wurzel Njs. G1; und G5 sind unterschiedliche Vorkommen desselben
Graphen im Gesamtgraphen. In unserer Terminologie sind G1; und G5 ver-
schiedene aber isomorphe Teilgraphen.

[inner sep=0pt,outer sep=0pt]

Abbildung 2.10: Beispiel isomorphe Shannon-Graphen
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Wenn zwei sh-Graphen G, (G5 isomorph sind, dann ist die isomorphe Ab-
bildung 7 eindeutig bestimmt: 7 mufl den Wurzelknoten von G; auf den
Wurzelknoten von G5 abbilden, den W Nachfolger eines Urbildes auf den W
Nachfolger des Bildes, usw.

Definition 2.54
Ein sh-Graph heifit reduziert, wenn

1. es keine zwei Knoten v und w (v # w) gibt, so daf§ der in v verwurzelte
Teilgraph G, mit dem in w verwurzelten Teilgraph G, isomorph ist.

2. es keinen Knoten v gibt, so dafl beide von v ausgehenden Kanten zum
selben Nachfolgerknoten fiihren.

F \%% F \%\%
(a) (b)

Abbildung 2.11: Beispiele reduzierter sh-Graphen

Ein reduzierter Shannongraph heifit auch BDD bzw. OBDD (ordered binary
decision diagram,).

Abbildung 2.11 zeigt zwei reduzierte sh-Graphen.

Der Graph in Abbildung 2.6(d) ist nicht reduziert weil die zweite Klausel in
der Definition 2.54 verletzt ist.

Ein etwas komplexeres Beispiel eines nicht reduzierten sh-Graphen zeigt Ab-
bildung 2.10. Wir hatten diese Abbildung schon auf Seite 59 betrachtet und
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den Knoten, der von der Wurzel aus mit der F-Kante erreicht wird Ny, ge-
nannt und den Knoten, der von der Wurzel aus mit der W-Kante erreicht
wird Njo. Der Teilgraph GG1; mit Wurzel Npp ist isomorph zum Teilgraph G
mit Wurzel N9, aber Ni; # Nip. Wir priift man nun, ob ein Graph reduziert
ist? Sucht man nach verschiedenen Knoten, so dafi die dort beginnenden Teil-
graphen isomorph sind, so kann das, wie das betrachtete Beispiel 2.10 zeigt
recht kompliziert werden, besonders, wenn man das fiir alle Knotenpaare
wiederholen muf3. Ds folgende Kriterium schafft hier Linderung.

Lemma 2.55
Sei G ein Shannongraph, so daf fiir jedes Paar von Knoten v, w gilt

wenn die W-Nachfolger von v und w gleich sind und
die F-Nachfolger von v und w gleich sind
dann v =w

Dann erfiillt G die Bedingung (1) aus Definition 2.54.

Beweis: Seinen x,y zwei Knoten und 7 ein Isomorphismus von dem Teil-
graphen G, unterhalb von z auf den Teilgraphen G, unterhalb von y. Wir
miissen x = y zeigen. Das geschieht durch Induktion nach der Anzahl der
Knoten in G,.

Sei Nyw der den Knoten am Ende der W-Kante von x und G,w der Teil-
graph von G, mit Wurzel N,w. Ebenso sei N,g der den Knoten am Ende
der F-Kante von z und G,g der Teilgraph von G, mit Wurzel N,g. Analog
seien Nyw Nyr, Gyw und Gy definiert. Die jeweiligen Einschréankungen von
7 liefern Isomorphismen von G,w nach G,w und ebenfalls von G,¢ nach
Gyr. Nach Induktionsvorausetzung mufl Nw = Nyw und N,y = Nyp. Jetzt
greift aber die Voraussetzung des Lemmas und liefert x = y, wie gewiinscht.

Lemma 2.55 liefert jetzt ein praktikables Verfahren um einen nicht redu-
zierten sh-Graphen, schrittweise, in einen reduzierte zu transformieren. Man
sucht nach verschiedenen Knoten Ny, Ny, deren W-Nachfolger und F-Nachfolger
jeweils iibereinstimmen. Man reduziert den Graphen, indem man die beiden
Knoten Ny, Ny durch einen einzigen ersetzt und die Kanten entsprechend
umlenkt. Abbildung 2.12 zeigt die schrittweise Reduktion des Graphen aus
Abbildung 2.10. In den ersten beiden Schritten werden jeweils zwei der mit 2
markierten Knoten identifiziert. Das Ergebnis ist in 2.12(a) zu sehen. In ei-
nem weiteren Schritt werden die mit 1 markierten Knoten identifiziert, siehe
Abbildung 2.12(a). In einem letzten Schritt, der nicht mehr abgebildet ist,
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(=)

@)W W@) @W W@

@ W W

) nach 2 Reduktionsschritten (b) nach 3 Reduktionsschritten

Abbildung 2.12: Reduktion des Shannongraphen aus Abb.2.10

wird der mit 0 markierte Wurzelknoten samt der beiden ausgehenden Kanten
weggelassen.

Lemma 2.56 (Eindeutigkeit reduzierter sh-Graphen)
Sind G, H reduzierte sh-Graphen, dann gilt

Jo=fue G=H.

(Zu jeder Booleschen Funktion f gibt es bis auf Isomorphismus genau einen
reduzierten sh-Graphen H mit f = fg).

Beweis Die Idee des Existenzbeweises eines dquivalenten reduzierten sh-
Graphen ist einfach: Man geht von einem entsprechenden sh-Graphen aus
und beseitigt nach und nach alle Situationen, die der Reduziertheit entgegen-
stehen. Bei jedem solchen Schritt wird die Anzahl der Knoten um mindestens
eins kleiner, so dafl die Terminierung gesichert ist.

Beweis der Eindeutigkeit: Seien H und G zwei reduzierte sh-Graphen
mit fg = fo = f. Wir miissen H = G zeigen. Das geschieht durch Induktion
iiber k = die Lénge des langsten Pfades in G und H.

k=0:

In diesem Anfangsfall bestehen G und H nur aus einem Blatt, das zugleich
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GO Gl HO Hl

Abbildung 2.13: Konstruktion eines Isomorphismus zwischen G und h

Wurzel ist; d.h., G und H haben die Form oder . fu und fg sind 0O-
stellige Funktionen, d.h. Konstanten und aus fg = fg folgt,dal H = G =
oder H =G = .
k>0:
Die Induktionsvoraussetzung garantiert fiir alle Graphen G’, H' mit maxi-
maler Pfadlinge < k und fo = fp/, dal G’ und H' isomorph sind.
Es sei

vo Wurzel von G, index(vy) =i

wo Wurzel von H, index(wy) = j

Siehe Abbildung 2.13
Wir zeigen i ist der kleinste Index, so dafl fo von P; abhéngt.

Zunéchst argumentieren wir, daf§ f von P; abhéngt. Andernfalls wire fp_p =
fe—w. Sind Gg, G; die Teilgraphen von G, die iiber die F-Kante bzw. die
W-Kante direkt unter vy hingen, so gilt fo, = fr—r = fr=w = fq,; da die
Lange des liangsten Pfades in Gy und G < k ist, folgt nach Induktionsan-
nahme Gy = ;. Das widerspricht der Reduziertheit von G, siehe Definition
2.54(1).

Da ¢ iiberhaupt der kleinste Index in G ist, ist ¢ auch die kleinste Zahl, so
da fs von P; abhéngt.

Genauso zeigt man, daf index(wy) = j der kleinste Index ist, so da3 fy von
P; abhingt. Aus der Voraussetzung fo = fg folgt somit ¢ = j.

Man betrachte nun Gg, G, Hy, Hy, die Teilgraphen aus G bzw. H, die an den
Knoten vy bzw. wy an den F-Kanten bzw. W-Kanten hiangen. Aus fqg = fg =
f folgt fo, = fr—r = fu, und fo, = fp.—w = fm,. Nach Induktionsannahme
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gilt also Gy = Hy und G| = H,.

Seien 7y, w1 Isomorphismen 7y : Gg — Hy, m1 : G; — H;. Es gilt:

(*) Wenn v Knoten in G und G ist, dann my(v) = m(v).

Angenommen, das wére nicht wahr. Dann wéhlen wir ein v in GgN G, so dafl
mo(v) # m(v) gilt. Die in mp(v) und 7 (v) verwurzelten Teilgraphen von H
definieren dieselbe Funktion, wéren also nach Induktionsannahme isomorph.
Das widerspricht der Reduziertheit von H.

Definiere 7 : G — H durch

Wo falls v = vg
m(v) =< mo(v) falls v in Gy
m(v) falls v in Gy

7 ist injektiv: Begriindung wie fiir (*).

7 ist surjektiv: klar.

7 erhélt Kanten und Marken: klar.

Also ist 7 ein Isomorphismus und damit G = H.

(a) Ordnung z < (b) Ordnung z < 2’ <y <y’
y<az' <y

Abbildung 2.14: Shannon Graphen fiir (z <> y) A (2’ <> /)

Die Grofle eines Shannongraphen fiir eine vorgegebene Boolesche Funktion
héngt manchmal entscheidend von der Variablenordnung ab, wie man in Ab-
bildung 2.14 sehen kann. Heuristiken fiir eine geschickte Wahl der Variablen-
ordung sind daher in vielen Anwendungen OBDDs von grofier Wichtigkeit.
Allerdings gibt es auch hart Niisse, die beziiglich jeder Variablenordnung
grofle Shannongrpahen liefern.
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Beispiel 2.57

X sei die Menge der 2k Variablen {zg, ..., Zx_1,Y0, -, Yk—1}- T =To ... Tp_1
und ¥y = yo...yx—1 bezeichnen k-stellige Bindrzahlen. Fiir 0 < ¢ < 2k be-
zeichne Mult; die boolsche Funktion, die das i-te Bit des Produktes von x
mit y beschreibt.

Lemma 2.58
Fiir jede Ordnung < der Variablen in X gibt es einen Index 0 < i < 2k, so
dass der BDD By, « mindestens 2k/8 Knoten besitzt.

Zitat fehlt

(a) Graph zu Fy; (b) Reduzierter Graph

Abbildung 2.15: Graph zu Formel

Bemerkung Es besteht eine offensichtliche Zuordnung zwischen normier-
ten Shannon-Formeln und sh-Graphen.

Ist eine Formel F' gegeben, so sind die Knoten des zugehorigen sh-Graphen
G alle Vorkommen von aussagenlogischen Atomen in F' plus die beiden
Blattknoten fiir W und F. Sind P, ) zwei Knoten, also Vorkommen in
F, dann gibt es eine W-Kante von P nach @, wenn sh(P, X,sh(Q,Y; Z)
Teilformelvorkommen von F' ist fiir geeignete X,Y, Z. Es gibt eine F-Kante
von P nach @, wenn sh(P,sh(Q,Y;Z), X) Teilformelvorkommen von F' ist
fiir geeignete X, Y, Z. Fiir die normierte Shannon-Formel Fj,; :

Sh(AO, Sh(Ah Sh(AQ, 17 0), Sh(A27 07 1)), Sh(Al, Sh(A27 O, 1), Sh(AQ, ]_, O)))

ergibt sich so der Graph in Abbildung 2.15(a).

Ist ein sh-Graph G gegeben, so ist die zugehdrige normierte Shannon-Formel
F¢ induktiv definiert. Besteht G nur aus dem Blatt fiir W (F) dannist Fi; = 1
( F = 0). Besteht G aus der Wurzel mit Markierung ¢ und sind Gy, G; die
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Graphen am Ende der F-, bzw W-Kante, so berechnet man induktiv die
Formeln Fj fiir Go und F; fir G und setzt F' = sh(P;, Fy, FY).

In Abbildung 2.15(b) ist der reduzierte Graph aus Abbildung2.15(a) zu se-
hen. Wendet man auf diesen das beschriebene Verfahren an, so erhélt man
wieder die urspriingliche Formel Fp.;. In der graphischen Darstellung ist es
moglich ein Vorkommen eines Teilgraphen einzusparen, das ist in der linea-
ren Formelnotation nicht moéglich. Will man eine dhnliche Einsparung bei
Formeln erreichen, kann man Fp,; z.B. ersetzen durch

Sh(Ao, Sh(Al, Y, X), Sh(Al, X, Y)) ANX < Sh(AQ, 0, ].) ANY < Sh(AQ, 1, 0)

Als néchstes wollen wir uns um die folgende, praktisch relevante, Frage
kiimmern:

Seien G; sh-Graphen fiir die Formeln F; fiir ¢ = 1, 2.
Wie kann man einen sh-Graphen fiir Fi A F5 erhalten?
oder fiir andere Boolesche Kombinationen von F; und F5?

Die theoretische Grundlagen fiir die Beantwortung dieser Frage 148t sich be-
quem in einer Aussagenlogik beschreiben, die neben dem 3-stelligen sh Ope-
rator auch noch die klassischen Operatoren —, A, V, etc. enthélt. Das wollen
wir fiir den Rest dieses Unterabschnitts annehmen.

Lemma 2.59

Fiir beliebige Formeln Gy = sh(P, F}!, Fy), Gy = sh(Q, F?, F3) fiir beliebige
Formeln F]’ und und aussagenlogische Atomen P, @) und o eine beliebige
zweistellige Boolesche Operation gilt

1. =Gy ¢ sh(P.~F},~F})

2. G1oGy ¢ sh(P, FloF2 FloF2) falls P = Q.
3. Gi oGy ¢ sh(P,FloGy, Fl oGy)

4. G1 oGy <+ sh(Q, FE oGy, FioGy)

Beweis Die Beweise sind einfach. Wir geben dennoch die notwendigen Ar-
gumente ausfithrlich an. Wir betrachten nur die Situation, dafl o = A. Alle
anderen verlaufen vollkommen parallel.

zu 1
—sh(P,F!,F}) < —((PANF))V (=PAF})) Lemma 2.45(1)
< (2P V-F))A(PV-FY)
< sh(P,—F},—Fy) Lemma 2.45(2)
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zu 2 nach Voraussetzung gilt P = Q

I(P) =W
Ual[(Gl A\ Gz) =

I(P)=F
’Ual[(Gl VAN Gg) =

zu 3
I(P)=W
Ual[(Gl N GQ) =

I(P)=F
UCLl[(Gl N GQ) ==

zu 4 Analog zu 3.

valr(Gh) A valr(Gs)

valy(sh(P, F}, Fl)) Awvaly(sh(P, FE, F2))
val;(Fy) A valy(F3)

sh(P, F! N\ F}, Fl) A F3)

valr(Gh) A valr(Gs)

val;(sh(P, Fl, Fy)) Avaly(sh(P, FE, F}))
valp(F) Avaly(F?)

sh(P, F{ N F?,Fy) A\ F3)

val;(G1) A valr(Ge)
valr(sh(P, Fl, F3)) A vali(Gs)
val(Fy) Avalp(Gy)

Sh( ,F /\GQ,F /\GQ)

valr(Gh) A valr(Gs)
valr(sh(P, F}', F3)) A val;(Gs)
valr(F}) A wvalp(Gs)

Sh(P, Fll A GQ, F21 N GQ)

2.4.6 Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 2.4.1

Zeigen Sie, daf3 der im Beweis zu Lemma 2.31 angegebene Pseudoalgorithmus

zur Berechnung der Negationsnormalform terminiert.

Ubungsaufgabe 2.4.2

Zeigen Sie, dafl der im Beweis zu Lemma 2.33 angegebene Pseudoalgorithmus

zur Berechnung der konjunktiven Normalform terminiert.

Ubungsaufgabe 2.4.3

Berechnen Sie die konjunktive und disjunktive Normalform der Formel A <

(B« C).
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Ubungsaufgabe 2.4.4
Betrachten Sie die DNF

A= (-PAQA-R)V(PAQA-R)V(PAQAR)V(~PA-QAR)V(PA-QAR)

Zeigen Sie, dafl die Normalformen

A" = (QAN-R)V(PAR)V(-QAR)
A" = (QA-R)V(PAQ)V(-QAR)
aquivalent zu A sind.
Ubungsaufgabe 2.4.5
Der Begrift Primimplikant wurde in Definition 2.37 auf Seite 45 eingefiihrt.

Zeigen Sie: alle Disjunktionsglieder von
A =(QAN-R)V(PANR)V(PAQ)V (-QAR)
sind Primimplikanten der Formel A aus Aufgabe 2.4.4.

Ubungsaufgabe 2.4.6
Zeigen Sie: Ist A eine DNF fiir B und ist A von minimaler (Zeichen-)Lénge,
dann sind alle Disjunktionsglieder von A Primimplikanden von B.

Ubungsaufgabe 2.4.7
In Lemma 2.26 wurde das Craigsche Interpolationslemma formuliert und
bewiesen.

Sei jetzt eine aussagenlogische Formeln A in disjunktiver Normalform A =
V; A\, Aij und eine Formel B in konjunktive Normalform B = AV, By
gegeben, so daf}

A—B

eine Tautologie ist. Finden Sie ein Verfahren um eine Formel C' mit den
Eigenschaften:

1. A— C und C' — B sind Tautologien

2. In C kommen nur Atome vor, die sowohl in A als auch in B vorkommen.

direkt aus den Normalformen von A und B abzulesen.

W. Craig hat die in Lemma 2.26 formulierte Aussage als erster entdeckt
und bewiesen, sogar fiir den priadikatenlogischen Fall. Der Beweis der hier
genannten aussagenlogischen Variante ist wesentlich einfacher.
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Ubungsaufgabe 2.4.8

Fiir jedes n sei

al
A

Cpi=— (P (Po> (Pyés - (Py s —P) -1 ))

N

~—)

\.

~~
az

1. Ist C, fiir jedes n eine Tautologie 7
2. Bringen Sie —C), in KNF.
3. Geben Sie (Cy,)rxnNF an.

Ubungsaufgabe 2.4.9
Kann es eine kurze DNF geben 7

Ubungsaufgabe 2.4.10

Sei n die Anzahl der Literalvorkommen in C'.

Geben Sie in Abhéngigkeit von n eine obere Schranke fiir die Anzahl der
Literalvorkommen in Cipgnyr an.

Ubungsaufgabe 2.4.11
Finden Sie dquivalente normierte Shannon-Formeln zu:

1. P
2. PLA Py
3. -P,

4. PV P,

Ubungsaufgabe 2.4.12
1. Finde den reduzierten sh-Graphen fiir die von der Formel (P, A P,)V P,
erzeugte Funktion.

2. Finde den reduzierten sh-Graphen fiir die folgende Funktion

1 falls die Summe P; + ...+ P, ungerade ist

fO(P17P27P37P4):{ 0 sonst

Ubungsaufgabe 2.4.13
Sei A eine normierte sh-Formel, B entstehe aus A durch Vertauschung der
Konstanten 0 und 1. Zeigen Sie = A <> B.
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Ubungsaufgabe 2.4.14
Zeigen Sie:

Sh(Sh(Pl, PQ, Pg), P4, P5) = Sh(Pl,Sh(PQ,P4,P5),8h(P3,P4,P5))

Ubungsaufgabe 2.4.15

Sei G ein reduzierter Shannongraph. Jedem Pfad in G von der Wurzel zu
einem Blattknoten kann in natiirlicherweise eine Konjunktion von Literalen
zugeordnet werden. Beschreiben wir einen Pfad als Folge von Indizes und
Knotenmarkierungen, beispielsweise 1 —0 —3 — 1 —4 — 0 — w, so ist die
zugeordnete Konjunktion =P, A P; A —P,. Fiir jeden Pfad in G der zu dem
Blattknoten 1 fiihrt ist die so zugeordnete Konjunktion von Literalen offen-
sichtlich ein Implikant fiir die durch G dargestellte aussagenlogische Formel.
Man koénnte vermuten, dafl diese Implikant sogar ein Primimplikant ist.
Stimmt das?

Ubungsaufgabe 2.4.16
Berechnen Sie eine kurze konjunktive Normalform fiir die Formel

A = ((Al N AQ) V (Al N Ag)) V _|(A2 A Ag)

Ubungsaufgabe 2.4.17 )
Sei S eine Menge von Klauseln. Fiir ein Literal L sei L das zu L komple-
mentdre Literal, d.h.

i -A fallsL=A
N A falls L =-A

Ein Literal L heifit isoliert in S (im Englischen pure literal in S), wenn L in
keiner Klausel in S vorkommt. Eine Klausel C' in S heif3t isoliert, wenn sie
ein isoliertes Literal enthalt.

Ist S eine unerfiillbare Klauselmenge und C' eine isolierte Klausel in .S, dann
ist auch S\ {C} unerfiillbar.

Ubungsaufgabe 2.4.18
Diese Ubungsaufgabe kniipft an Aufgaben 2.3.1 und 2.3.2 an.

1. Sei F' eine Formel, die nur die Operatoren A, @, 1 benutzt. Dann 148t
sich F' logische dquivalent auf die folgende Form bringen

D A A

1<i<k 1<j<r;
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Dabei sind die ausgearteten Fille £ = 0 und r; = 0 erlaubt. Die lee-
re Summe steht dabei abkiirzend fiir die Konstante 0, die leere Kon-
junktion fiir die Konstante 1. Auflerdem kommt fiir jedes 7 jedes Atom
hochstens einmal in {4; 1, ... A;,, } vor und fiir 1 < iy, iy < kmit iy # iy
sind F;, und F}, auch nach Anderung der Reihenfolge verschieden.

Diese Normalform ist unter den Bezeichnungen Reed-Muller-Normalform
oder Ringsummennormalform seltener als Schegalkinsches Polynom be-
kannt.

2. Die Reed-Muller Normalform einer Formel ist eindeutig.

Ubungsaufgabe 2.4.19

Definition 2.60

Eine Boolesche Funktion f : {W,F}" — {W F} heifit symmetrisch wenn ihr
Wert nicht von der Reihenfolge der Argumente abhéngt, d.h. f(by,...,b,) =
fler, ... ¢y) falls (eq,. .., c,) eine Permutation von (b, ..., b,) ist.

Da die b; und ¢; nur die beiden Werte W und F annehmen koénnen ist

(¢1,...,¢,) eine Permutation von (by,...,b,) genau dann wenn unter den ¢;

der Wert W genau so hiufig vorkommt, wie unter den b;. Fiir b = (by,...,b,) €
{W,F}", bezeichne #(b), die Anzahl der in b vorkommenden W, d.h.

#Hw(b) = #{i | 1 <i<n,bj = W}. Eine n-stellige symmetrische Funktion

f 1aBt sich somit vollstdndig beschreiben durch eine Menge X C {0,...,n},

so daB f(b) = W genau dann wenn #w(b) € X gilt. Das fiihrt zu folgender

Notation f% fiir n-stellige symmetrischer Boolscher Funktionen, die auch fiir

die Losung der Aufgabe niitzlich sein kann.

{3 e

Daraus folgt insbesondere, da es 2"*! symmetrische n-stellige Boolesche
Funktionen gibt, wihrend die Anzahl aller n-stellige Boolesche Funktionen
22" ist.

Aufgabe:

Zeigen Sie, dafl jede n-stellige symmetrische Boolesche Funktion f einen sh-
Graphen G besitzt mit héchstens n? Knoten.

Ubungsaufgabe 2.4.20

Finden Sie eine aussagenlogische Formel A, deren Boolesche Funktion f4
(siehe Definition 2.12) tibereinstimmt mit der Booleschen Funktion fg,  des
Shannon Graphen G, aus Abbildung 2.5.
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Ubungsaufgabe 2.4.21

Wir nennen eine n-stellige Boolesche Funktion f : {W,F}" — {W F}
schwer fassbar (engl. elusive) wenn fiir jede Variablenordnung in dem redu-
ziert Shannon Graph Gy fiir f fiir jeden der beiden Blattknoten mindestens
ein Pfad der Lénge n existiert vom Wurzelknoten zum dem Blattknoten. Die
Lénge eines Pfades ist dabei die Anzahl der nicht-Blatt-Knoten.
Da es keinen Pfad der Lange n+1 geben kann ist das der komplizierteste Fall.
Am anderen Ende des Spektrums steht die tautologische Funktion f7, die fiir
jedes Eintabetupel den Wert W hat. In dem zugehorigen Shannongraphen
G, hat jeder Pfad die Lénge 0. Schwer fassbare Funktionen sind also solche,
bei den die Reduktion des zugehorigen Shannon Graphen schon zu einer Ver-
kleinerung des Graphen fiihren kann, aber nicht zu einer Verringerung der

Tiefe des Graphen.

Zeigen Sie: Ist fiir eine Boolesche Funktion f : {W,F}" — {W F} die
Anzahl der Eingabetupeln b € {W,F}" mit f(b) = W ungerade, dann ist f
schwer fassbar.
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Kapitel 3

Aussagenlogik:
Erfiillbarkeitstests
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In diesem Kapitel wollen wir uns intensiv der Frage widmen:
Ist eine Menge F' aussagenlogischer Formeln erfiillbar?

Dieses Problem ist bekannt als das Erfiillbarkeitsproblem der Aussagenlo-
gik. Im Englischen heiit es satisfiability problem oder kurz SAT problem.
In diesem Kapitel wird das Erfiillbarkeitsproblem ausschlieflich fiir endli-
che Formelmengen untersucht. Dann macht es keine Unterschied ob wir eine
Menge von Formeln betrachten oder eine einzige Formel, die Konjunktion
aller Elemente der Menge.

Die Frage nach der Allgemeingiiltigkeit einer Formel F' kann zuriickgefiihrt
werden auf die Untersuchung der Erfiillbarkeit von —F.

Die Erfiillbarkeit einer Formel F' ist einfach festzustellen: Man erstellt die
Wahrheitstabelle fiir F' und priift, ob in der Ergebnisspalte wenigstens ein-
mal der Wahrheitswert W vorkommt. Dann ist die Formel erfiillbar, andern-
falls unerfiillbar. Der Haken dabei ist der Aufwand dieses Verfahrens, der
exponentiell mit der Anzahl der aussagenlogischen Atome in F' wéchst. Es
ist hochst unwahrscheinlich, dafl sich ein exponentielles Wachstum vermei-
den lét, da das SAT Problem NP-vollstindig ist, wie wir schon zu Ende des
Unterkapitels 2.3.3 bemerkte hatten.

Vielleicht gibt es aber effizientere Erfiillbarkeitstest fiir Formeln in einer be-
stimmten Normalform? Ist ' = \/, K; eine Formeln in DNF, dann ist F
erfiillbar genau dann wenn es ein [ gibt, so daf§ K; erfiillbar ist und K; ist
erfiillbar, genau dann wenn es keine Atom P gibt, so dal P und =P in K;
vorkommt. Das liefert einen Erfiillbarkeitstest in linearer Zeit, O(n), wobei
n die Lénge der Eingabeformel ist. Dieses Problem hilft leider nicht viel, da
die Transformation in DNF wieder von exponentielle Komplexitat ist. (siehe
auch Ubungsaufgabe 3.5.1).

Wie steht es mit der KNF, der konjunktiven Normalform? Hierfiir kennen
wir ein Verfahren, daBl mit quadratischem Aufwand eine beliebige Formeln
in KNF transformiert.

Definition 3.1
Eine Formel F' heifit eine n-KNF wenn F' eine konjunktive Normalform ist
F = A, C; und jede Klausel C; hochstens n Literale enthalt.

Besonders wichtig sind 3-KNF und 2-KNF. 2-KNF nennen wir auch Krom-
Formeln.

Satz 3.2
1. Das Erfiillbarkeitsproblem fiir 3-KNF ist NP-vollstéandig.
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2. Die Erfiillbarkeit von Krom-Formeln ist in polynomialer Zeit entscheid-
bar.

Beweis (1) wirdin [ ] bewiesen, siehe auch | , p-48ft]. Zu (2) siehe
Ubungsaufgabe 5.3.3 auf Seite 175.

Die Einschrankung auf konjunktive Normalformen, sogar 3-KNF fiihrt also
nicht zu einer Reduktion der Komplexitédt des Entscheidungsproblems. Wir
werden in Unterkapitel 3.2 ein Formelfragment kennen lernen, das eine po-
lynomiell entscheidbares Erfiillbarkeitsproblem hat. Zuerst werden wir aber
ein Verfahren fiir uneingeschrénkte konjunktive Normalformen présentieren.

3.1 Davis-Putnam-Logemann-Loveland
Verfahren

Das Davis—Putnam-Logemann—Loveland (DPLL) Verfahren ist das zur
Zeit schnellste und fast ausschliellich benutzte Verfahren in implementierten
Erfiillbarkeitstests.

Im Englischen nennt man solche Programme SAT solver. Inzwischen gibt es

einen jéhrlichen Wettbewerb, SAT competition (siehe http://www.satcompetition.
org/), in dem die verschiedenen SAT solver gegeneinander antreten. Alle be-
nutzen sie Varianten des DPLL Verfahrens.

Das DPLL Verfahren benétigt als Eingabe eine KNF', also eine Konjunktion
von Klauseln. Wobei Klauseln als Disjunktionen von Literalen definiert waren
(Definition 2.32). Da es in einer Klausel nicht auf die Reihenfolge der Literale
ankommt und auch das Weglassen mehrfach auftretender Literale die logische
Aquivalenz erhélt, wollen wir in diesem Unterkapitel Klauseln als Mengen von
Literalen schreiben.

Dasselbe gilt fiir konjunktive Normalenformen selbst: es kommt nicht auf
die Reihenfolge der darin auftretenden Disjunktionen an und das Weglas-
sen mehrfach auftretender Klauseln erhilt die logische Aquivalenz. Wir re-
prasentieren daher konjunktive Normalformen als Mengen von Klauseln, d.h.
als Mengen von Mengen von Literalen.

Da jetzt nicht mehr klar ist, ob die leere Menge fiir die leere Menge von
Klauseln oder die leere Menge von Literalen steht fithren wir das Symbol O
fiir die leere Klausel ein.

76


http://www.satcompetition.org/
http://www.satcompetition.org/

Ist I : ¥ — {W, F} eine Interpretation der Atome, die in den Literalen eine
Klauselmenge S vorkommen, so ist nach der obigen Erklarung fiir welche
Formeln die mengentheoretische Notationen stehen klar, wie man den Wahr-
heitswert val;(S) berechnet und ebenso val;(C'), wenn C' eine Menge von
Literalen ist.

Um etwas Geldufigkeit mit der neuen Notation zu gewinnen schreiben wir
die rekursiven Regeln fiir die Auswertung der Interpretation I explizit auf.

Ist S eine Menge von Klauseln, dann gilt

W falls fiir alle C' € S gilt: val;(C) =W
valy(8) = { F sonst ° "

Ist C' eine Menge von Literalen, dann gilt

W falls ein L € C existiert mit val;(L) = W
vali(€) = F  sonst

Es folgt also val;(0) = F und val;(0) = W fiir die leere Klauselmenge () und
valp(S) =F fallsd € S.

Eine Klausel C, die nur ein einziges Literal L enthélt, also C' = {L} hei}t eine
FEinerklausel (im Englischen unit clause). Fiir die Einerklausel {L} ergibt sich
nach den obigen Erklarungen val;({L}) = val;(L).

Ist L ein Literal, so ist das komplementére Literal L (siche auch Ubungsaufgabe
2.4.17 auf Seite 71) definiert durch

L= A falls L = -A

Der DPLL Algorithmus wird durch den Pseudocode in Abbildung 3.1 be-
schrieben. Bevor wir ein Beispiel durchrechnen kommentieren wir die kom-
pakte Beschreibung. Die Fingabe ist eine Klauselmenge S. Das Ergebnis ist
entweder DPLL(S) = 1, was heiflen soll, daf§ die Klauselmenge S erfiillbar
ist oder DPLL(.S) = 0, was heifien soll, daf§ S unerfiillbar ist. Vorausgesetzt
natiirlich, dal der Algorithmus immer terminiert. Alle diese Aussagen werden
in Satz 3.4 bewiesen werden.

- { -A fallsL=A

Mit atom(S) bezeichnen wir die Menge aller Atome P, die in S vorkommen,
und zwar unabhéngig davon ob P ein Literal in einer Klausel von S ist oder
—P. Die Operation redg(S) fir K = {L} kann in Worten so beschrieben
werden: Lasse alle Klauseln, in denen L vorkommt weg und lasse in den
verbliebenen Klauseln das komplementire Literal L weg. Die Klauselmenge
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if S =0 then DPLL(S) = 1;stop
if O € S then DPLL(S) = 0; stop
if S enthélt Einerklausel
then choose Einerklausel K € S
DPLL(S) = DPLL(redk (S));
else choose P € atom(S)
DPLL(S) = max{DPLL(Sp), DPLL(S-p)};

N O Ol W N

Dabei ist
e atom(S) = [Jpeg atom(C),
wobei atom(C') = {P € X | P € C oder =P € C'}

o I‘ed{L}(S) = {red{L}(C’) | L € C} B B
red;y(C) ={L/ | I' € Cund L' # L} = C\ {L}

e Sp=SU{{P}} und S_p = SU{{-P}}.
Abbildung 3.1: Pseudoalgorithmus fiir DPLL(S)
Sp entsteht, indem zu S die Einerklausel { P} hinzugefiigt wird, entsprechend
entsteht S_p, indem die Einerklausel {—P} zu S hinzugefiigt wird.

Der DPLL Algorithmus ist, wie man sieht, ein rekursiver Algorithmus.

Zeit fiir ein erstes Beispiel.
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Beispiel 3.3 (DPLL)

S:
P1 V P2 V Pg
PV P
PV PV P
P1 V _|P3
P
S; =red_p,(S)
P1 V P3
PV Ps
PV PV P
PV P
(S1)P1 = Sl,o : (Sl)—'Pl = S1,1 :
-P V=P, -P VP,
PV P PV FP;
PV -aPV P PV PV P
P1 V _|P3 Pl \ _‘PS
Py -
I‘edpl (Sl’g) I'ed_P1 (Sl,1>
— P Py
Ps P
PV Py
I'edp3 (I‘edpl(sl’o)) I'eClp3 (I‘ed_\Pl (Sl,l))
Py O
Py
redp, (redp,(redp, (S1,)))
O
DPLL((S1)p,) = 0 DPLL((S1)-p,) = 0
DPLL(S;) =0
Die Klauselmenge S wurde z.B. auch in | ] benutzt.

Satz 3.4
1. Der DPLL Algorithmus aus Abbildung 3.1 terminiert fiir jede Eingabe.

2. Der DPLL Algorithmus aus Abbildung 3.1 ist korrekt und vollstéandig.
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Beweis

(1) Es ist ziemlich offensichtlich, daf§ die Reduktionsoperation, falls erforder-
lich nach vorheriger Einfiihrung einer neuen Einerklauseln, ein Atom aus der
Klauselmenge eliminiert. Das garantiert Terminierung.

Wir geben ein detaillierteres Argument, das auch von einem automatischen
Theorembeweiser behandelt werden konnte. Dazu brauchen wir ein geeig-
netes Maf fiir die Komplexitit von Klauselmengen S. Die Menge der Ato-
me wird aufgeteilt: atom(S) = a,(S) U anu(S). In a,(S) liegen alle Ato-
me P, so daf die Einerklausel {P} oder {=P} in S vorkommt. Dann ist
Ay (S) = atom(S) \ a,(S). Mit u(S) und nu(S) bezeichnen wir die Anzahl
der Atome in a,(5) und a,,(S). Das gesuchte Maf ist jetzt

m(S) = u(S) + 2+ nu(S)

Falls { P} oder{—P} einer Einerklausel in S ist gilt m(redp(S)) < m(S) und
m(red-p(S)) < m(S), denn P kommt in a,(redp(S)) und a,(red-p(S)) nicht
mehr vor.

Fir P € a,,(5) gilt m(Sp) < m(S) und m(S-p) < m(S), da P von a,,(S)
nach a,(Sp), bzw a,(S-p) wandert und damit in m nur noch einfach gezahlt
wird. Bei der Berechnung von DPLL(S) erfolgen die rekursiven Aufrufe in
dem Zeilen 5 und 7 des Pseudocodes von Abbildung 3.1 also jeweils fiir eine
Klauselmenge mit echt kleinerer Komplexitét als S.

(2) Wir miissen zeigen:

1. aus DPLL(S) =1 folgt, da S erfiillbar ist und
2. ist S erfiillbar dann gilt DPLL(S) = 1.

Das geschieht durch Induktion iiber das oben definierte Mafi n = m(S).
Im Fall n = 0 gibt es genau die beiden Félle S = () oder S = {O}. In
diesen beiden Anfangsfillen sind die Behauptungen (1) und (2) wegen Zeile
1 und 2 in Abbildung 3.1 erfiillt. Im Rekursionsschritt miissen wir die beiden
rekursiven Aufrufe in Zeilen 5 und 7 des Codes betrachten. Wir zeigen

3. Ist {L} € S dann gilt: S ist erfiillbar gdw red;zy(S) ist erfiillbar

4. Fiir P € atom(S) gilt
S ist erfiillbar gdw Sp oder S_p erfiillbar ist.

zu 3 Gilt I(S) = W, dann mul I(L) = W, und damit auch I(L) = F,
gelten, da {L} Einerklausel in S ist. Fiir jede Klausel C' in S, die L nicht
enthélt, mufl auch I(C'\ {L}) = W gelten. Somit gilt I(red¢z,(S)) = W.
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Gelte umgekehrt I(red;zy(S)) = W. Sei J eine Interpretation, die mit I
iibereinstimmt, bis auf J(L) = W. Da das Literal L in red;z,(S) nicht vor-
kommt, gilt auch J(red¢z;(S)) = W. Fiir die Klauseln C' € S mit | € C gilt
nach Definition von J sicher J(C) = W. Fiir jede andere Klausel C' € S
gibt es ein C" € redy(S) mit C” C C'. Aus J(C") = W folgt umso mehr
J(C") = W. Insgesamt also J(S) = W.

zu 4 Gelte I(S) = W fiir eine Interpretation /. Es muf entweder [(P) = W
oder I(—P) = W gelten. Im ersten Fall ist auch /(Sp) = W wahr, im zweiten
I(S-p) = W.

Die umgekehrte Implikation ist trivial, da S C Sp und S C S_p gilt.

3.2 Horn-Formeln

Wiéhrend im vorangegangenen Unterkapitel ein Verfahren vorgestellt wurde,
das fiir beliebige KNF, trotz NP-Vollstdndigkeit, sehr brauchbare Resultate
liefert, stellen wir in diesem Unterkapitel einen Erfiillbarkeitstest fiir eine
Fragment konjunktiver Formeln vor, dem Fragment der aussagenlogischen
Hornformeln.

Definition 3.5

Eine Horn-Formel ist eine aussagenlogische Formel in KNF, in der jede Dis-
junktion hochstens ein positives Literale enthélt. Eine solche Disjunktion
heifit eine Horn-Klausel.

Beispiel 3.6
“PA(QV-RV-AS)A(=QV-S)ANRASA(-QV P) ist eine Horn-Formel.

Eine Horn-Klausel schreibt man haufig logisch dquivalent als Implikation:

’ Klauselnotation \Hornklauselnotation‘

_|B1\/...\/_|Bm\/A Bl/\/\Bm—)A
-BiVv...v-B, Bin...NB,, =0
A A

Dabei heifit By A ... A B, der Rumpf und A der Kopf der Horn-Klausel

Unser Beispiel lautet in dieser Schreibweise:

(P—=0)AN(RAS—=>Q)N(QAS—=0)ARANSAN(Q— P)
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Satz 3.7
Fiir Horn-Formeln ist die Erfiillbarkeit in quadratischer Zeit entscheidbar.

Beweis

Wir analysieren den in Abbildung 3.2 angegebenen Algorithmus HornM(H).
Die Behauptung ist, dal HornM(H) genau dann mit HornM(H)=1 termi-
niert, wenn die Hornklauselmenge H erfiillbar ist.

for all A in atom(H) set : m(A) = F;
while {aktiv(H,m) # 0} do
if exists R — 0 in aktiv(H, m)
then HornM(H) = 0; return;
else for all R — K in aktiv(H,m) set : m(K) = W;
6 endwhile;
7 HornM(H) = 1,

Dabei ist

U W N =

e atom(H) die Menge der in H auftretenden aussagenlogischen Atome.

o m:atom(H) — {F, W} die Markierungsfunktion. Wir sagen, ein Atom
A ist markiert, wenn m(A) = W gilt.

e aktiv(H,m) ist die Menge aller Horn-Klauseln D = A; A ... A, — B
in H, so da8 fiir alle 1 <1i <mn gilt m(A;) = W aber m(B) =F.
Dabei kann B ein Atom sein oder die Konstante 0.

Beim ersten Erreichen von Zeile 2 besteht aktiv(H, m) aus allen Fakten
in H, d.h. allen Horn-Klauseln in H mit leerem Rumpf.

e Die Anweisung return in Zeile 4 beendet den ganzen Algorithmus und
nicht nur die while-Schleife.

Abbildung 3.2: Pseudoalgorithmus fiir HornM (H)

Terminierung Wir bemerken zunéchst, daf§ im Laufe des Algorithmus
hochstens ein Wechsel von m(A) = F zu m(A) = W vorkommen kann,
niemals umgekehrt. Bei jedem vollendeten Schleifendurchlauf findet fiir min-
destens ein Atom A dieser Wechsel von m(A) = F zu m(A) = W statt. Da
in H nur endlich viele Atome vorkommen teminiert HornM(H ).

Laufzeit Gemessen an der Liange der Eingabemenge H kann jede Zeile
des Pseudocodes von HornM in Abb. 3.2 in lineare Laufzeit ausgefiihrt
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werden, einschlielich der Berechnung von aktiv(H, m). Da hochstens so viele
Schritte zu machen sind, wie es Atome in H gibt, hat der Algorithmus einen
quadratischen Zeitaufwand.

Korrektheit Wir beginnen mit dem einfacheren Teil. Wenn der Algorith-
mus mit HornM(H)=1 terminiert, dann ist H erfiillbar. In diesem Fall ter-
miniert der Algorithmus weil Zeile 7 erreicht wurde, d.h. die while-Schleife
wurde verlassen weil aktiv(H,m) = () gilt. Wir behaupten, dafi durch m
eine erfiillende Belegung fiir H gegeben wird. Zum Beweis betrachten wir
eine beliebige Hornklausel D = Ay A ... AN A, — B in H. Gilt val,,(A; A
... NA,) = F, dann gilt auch val,,(D) = W und wir sind fertig. Gilt
valp (A A ... AN Ay) = W, dann muB auch m(B) = W gelten, denn an-
derenfalls wire D € aktiv(H,m), was wegen aktiv(H, m) = () nicht moglich
ist.

Fiir den zweiten Teil des Beweises zeigen wir zunéchst, dafi die folgende
Aussage inv eine Schleifeninvariante fiir die Schleife von Zeile 2 bis 6 ist. Das
heifit die Aussage inv gilt jedesmal, wenn die Zeile 2 erreicht wird.

inv ist fiir jede Interpretation I mit val;(D) fir alle D in H gilt
fiir alle Atome A:
wenn m(A) = W, dann auch I(A) = W.

Wenn Zeile 2 zum ersten Mal erreicht wird, gilt m(A) = F fiir alle Atome A
und ino ist trivialerweise wahr.

Sei jetzt mg die Markierung zu Beginn eines beliebigen Schleifendurchlaufs
und m; die Markierung nach Beendigung der Schleife. ( Wird die Schleife
nicht vollendet und damit Zeile 2 nicht wieder erreicht, so ist nichts zu zeigen.)
Die Voraussetzung ist, dafi fir m = my die Aussage inv zutrifft. Zeigen
miissen wir, dafl inv auch fiir m = my wahr ist. Dazu geniigt es die Atome
B zu betrachten fiir die in dem betrachteten Schleifendurchlauf m;(B) = W
gesetzt wurde. Das geschieht nur wenn es ein D = A; A ... AN A, — B gibt
mit D € aktiv(H, mgp). Nach Definition von aktiv(H, mg) gilt mo(4;) = W
fiir alle 1 < i < n. Nach Voraussetzung gilt somit auch I(A;) = W fiir alle
1 < i < n fiir jede erfiillende Belegung I von H. Wegen I(D) = W muf
somit auch I(B) = W gelten.

Wir sind jetzt soweit den zweiten Teil des Korrektheitsbeweises in Angriff
zu nehmen: wenn der Algorithmus mit HornM(H)=0 terminiert, dann ist
H nicht erfullbar. HornM(H)=0 kann nur auftreten, wenn Zeile 4 erreicht
wird. In dieser Situation gibt es R — 0 in aktiv(H, m). Nach Definition von
aktiv(H,m) gilt val,,(R) = W. Aulerdem galt die Invariante inv zu Beginn
des betreffenden Schleifendurchlaufs. Angenommen es gébe eine erfiillende
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Belegung [ fiir ganz H. Die Aussage inv impliziert, dafl ebenfalls val;(R) =
W gilt. Nach Wahl von I miifite auch val;(R — 0) = W gelten, das ist aber
nicht moglich. Die Annahme es gébe eine erfiillende Belegung ist damit auf
einen Widerspruch gestoflen, H ist nicht erfiillbar.

3.3 Aquivalenzformeln

Das im vorangegangen Abschnitt betrachtete Fragment der Hornformeln ist
durchaus von praktischer Relevanz. Pridikatenlogische Hornformeln mit ge-
nau einem positiven Literal bilden die theoretische Grundlage der Program-
miersprache PROLOG. Das in diesem Abschnitt betrachtete Fragment der
Aquivalenzformeln ist von rein didaktischem Interesse. Es ist ein konstru-
iertes Beispiel einer Formelklasse, fiir die Erfiillbarkeit extrem einfach zu
entscheiden ist.

Definition 3.8
Das Fragment AgFor aussagenlogischer Formeln besteht aus Formeln die
einzig mit den Operatoren

~,1,0

und aussagenlogischen Variablen aufgebaut sind.

Satz 3.9

Eine Formel A aus AqFor ist eine Tautologie

gdw.

jede Aussagenvariable hat eine gerade Anzahl von Vorkommen in A
und die Konstante 0 hat eine gerade Anzahl von Vorkommen in A.

Man beachte, dafl iiber die Haufigkeit des Vorkommens der Konstanten 1
nichts verlangt wird.

Beispiel 3.10
Nach Satz 3.9 ist

(Po1 e ©0e) o ((Po) o)
eine Tautologie,

((P<—>0)<—>P) o <Q<—>(0<—>P)<—>P>
aber nicht.
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Beweis: Wir beginnen mit einem schnellen Beweis. Sei A eine Aquivalenzformel,
in der jede aussagenlogische Variable und die Konstante 0 in gerader Anzahl
vorkommen. Wir zeigen, daf§ A eine Tautologie ist.

1. Unter Ausnutzung der Assoziativitét
(A< (B+(0) < (A< B)+(0)
des Operators <» konnen wir in A alle Klammern weglassen.

2. durch wiederholte Anwendung der Kommutativitét von <+ bringen wir
alle gleichen Variablen und Konstanten unmittelbar nebeneinander.

3. indem wir (X <+ X) <> 1 mehrfach ausnutzen eliminieren wir paarwei-
se Atome und Vorkommen von 0.

4. nach Voraussetzung iiber A bleibt eine Aquivalenzformel iibrig, in der
nur noch die Konstante 1 vorkommt. Diese ist dquivalent zu 1.

In dem ersten Beispiel, sieht das so aus:

L. ((P<—>1)<—>(0<—>Q)>e><(PHQ)<—>O>
2. P10 Q+P—Q+0
3.1 P PoQeQ—0+0

4.1

Das ist sehr iiberzeugend und fiir das mathematische Beweisen als ein sozia-
ler Prozef3 ausreichend. Ein strenger Beweis ist das nicht. Das Hauptproblem
ist, da} in unserer Notation eine klammerfreie Schreibweise nicht vorgese-
hen ist. Wollte man den obigen Beweis einem maschinellen proof checker
zur Kontrolle geben, wiirde der schon mit einem Syntaxfehler beim Parsen
abbrechen.

Hier folgt eine mathematisch rigoroser Beweis.

Wir betrachten zunéchst den Spezialfall, dal in A keine Aussagevariablen
vorkommen. A ist also nur aus <>, 1 und 0 aufgebaut.

Wir zeigen:

1. val(A) = W | wenn die Konstante 0 eine gerade Anzahl von Vor-
kommen in A hat
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2. val(A) =F sonst

Das lait sich durch Induktion iiber die Anzahl n der in A vorkommenden
<»-Zeichen beweisen.

Im Fall n = 0 besteht A nur aus einer Konstanten, die im Teil 1 die Konstante
1 und im Teil 2 die Konstante 0 sein mu#f.

Im Fall n > 0 enthélt A eine Teilformel der Form ¢; < ¢35, wobei ¢, ¢
Konstanten sind. Es sind drei Fille moglich:

1. Fall: ¢; und ¢, sind beide 1
2. Fall: ¢; und ¢y sind beide O

3. Fall: sonst.

Ag sei die Formel, die aus A hervorgeht, indem wir ¢; <+ ¢y ersetzen durch 1
in den beiden ersten Fallen und durch 0 im dritten Fall.

Offensichtlich gilt val(A) = val(Ap), und die Anzahl der Vorkommen von
0 ist entweder unverdndert geblieben oder hat sich um 2 verringert. Die

gewiinschte Behauptung fiir A folgt somit aus der Induktionshypothese fiir
Ay.

Wir kommen jetzt zum Beweis der allgemeinen Behauptung.

Zunéchst nehmen wir an, dafl jede Aussagenvariable und die Konstante 0
geradzahlig in A vorkommt. Formel A; entstehe, indem man jede Variable
P in A ersetzt durch 1 falls I(P) = W bzw. durch 0 falls I(P) = F. A; ist
offensichtlich eine Formel vom Typ 1. Nach dem Resultat des Spezialfalls gilt
also val;(A) = val(Ar) = W.

Kommt die Konstante 0 ungeradzahlig vor, so belege I alle Aussagevariablen
mit W. Nach Teil 2 des Spezialfalls erhalten wir val;(A) = F und A kann
keine Tautologie sein.

Kommt die Konstante 0 zwar geradzahlig vor, aber eine Aussagevariable P
ungeradzahlig, so sei I eine Belegung, die P mit F und alle anderen Aus-
sagevariablen durch W belegt. Wieder gilt val;(A) = F und A kann keine
Tautologie sein.
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3.4 Numerische Verfahren

Die Frage nach der Erfiillbarkeit einer aussagenlogischen Formel, oder einer
Menge aussagenlogischer Formeln, kann aufgefasst werden als die Losbarkeit
einer Gleichung oder eines Gleichungssystems, wobei die auftretenden Varia-
blen die Booleschen Werten W und F annehmen diirfen.

Dieses Unterkapitel stellt eine Verbindung her zwischen der Losbarkeit eines
Booleschen Gleichungssystems mit Booleschen Werte und der Losbarkeit mit
ganzen oder reellen Zahlen.

Definition 3.11
Sei
A=DiAN---NDy

einer Formel in konjunktiver Normalform. Die vorkommenden aussagenlogi-
schen Atome seien unter den P;, 0 < j < n enthalten.

U(A) ist definiert als die Menge der Ungleichungen
U>1fir1 <i<k

und
0<X,;<1fir0<j53<n

Dabei wird U; aus D; erhalten indem
e P; ersetzt wird durch Xj,
e —P; durch (1 — X;) und

e \ durch +.

Satz 3.12

A ist erfiillbar

gdw

U(A) in den ganzen Zahlen losbar ist.

Beweis Einfach.

Beispiel 3.13

Fiir
E:(Pl\/PQ)/\(Pl\/_|P2)/\(_|P1\/P2)/\(_|P1\/_\P2)
ergibt sich U(E):
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Xi+Xo>1 Xi+(1-Xp)>1
1-XD)+Xo>1 1-X)+(1-X3)>1

0< X, <1 0< X, <1
Vereinfacht:

X=X, X1+ Xe=1

0< X, <1 0< Xy, <1

Unlosbar mit ganzen Zahlen.

Die Gleichungen

X1:X2 X1+X2:1
0<X;,<1 0<X, <1

sind allerdings losbar fiir rationale Zahlen.

Satz 3.14

U(S) besitzt keine rationale Losung
gdw

aus S ist mit 1-Resolution O herleitbar.

Beweis: Dieser Satz ist der Publikation [ ] entnommen.

Sei S eine Menge von Klauseln, aus der mit 1-Resolution die leere Klau-
sel O nicht herleitbar ist. Sei S; die Klauselmenge, die durch iterierte 1-
Resolution entsteht. Damit sind S und S erfiillbarkeitdquivalent. Wir schrei-
ben S; = M LUS,, wobei M L alle Literale aus Einerklauseln sind und Sy, die
Klauseln in S7 mit zwei oder mehr Literalen sind. M L ist konsistent, d.h. es
kann nicht p und —p in M L vorkommen, sonst kénnte man mit 1-Resolution
weitermachen und die leere Klausel ableiten. Ordnet man den positiven Li-
teralen in M L den Wert 1, den negativen Literalen in ML den Wert 0 und
allen anderen Atomen den Wert % zu, so sind alle Gleichungen in U(MLUJS))
erfiillt und damit auch alle Gleichungen in dem urspriinglichen U(S).

Kann man aus S mit 1-Resolution die leere Klausel herleiten und ist ML
die Menge der Literale, die dabei als Einerklauseln auftreten, dann ist eine
Belegung b der Variablen mit rationalen Zahlen eine Losung fiir U(S) genau
dann, wenn b eine Losung fiir U(M L) ist. U(M L) enthilt aber nur Gleichun-
gen der Form x = 1 oder x = 0, so dafl jede Losung eine ganzzahlige Losung
ist. Da aus ML auBlerdem O ableitbar ist, existiert auch keine ganzzahlige
Losung.
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Als ein weiteres Beispiel betrachten wir die Ubersetzung der Klauselmenge
aus 3.15 in Gleichungen, fiir die wir eine Losung in den ganzen Zahlen suchen.

Beispiel 3.15
Gleichungssystem aus | ]

X1 + X2 + X3 Z 1
-X; + X - Xy > -1
X7 + X3 > 0
-Xi - X3 + Xy > -1
X4 - X3 > 0

- X5 > 0

0 < X1,X5, X3, X, <1 Aus der dritten und vorletzten Ungleichung
folgt X; = X3. Eingesetzt in das Gleichungssystem ergibt sich:

2X, > 1

X, - X, > -1

—2X, + Xy > -1
0< X, X, <1

Aus der ersten Ungleichung folgt X; = 1. Eingesetzt in die beiden folgenden
Ungleichungen ergibt sich

- Xy > 0
+ Xy > 1
0<X, <1

Aus der letzten Ungleichung folgt sofort X5 = 0. Dieses System ist sicherlich
in Z unerfiillbar.

3.5 Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 3.5.1
Zeigen Sie, dafl fiir Formeln in DNF die Erfiillbarkeit in linearer Zeit, d.h. in
O(n), entscheidbar, wobei n die Linge der Eingabeformel ist.

Ubungsaufgabe 3.5.2 )
Formulieren Sie ein Kriterium fiir die Erfiillbarkeit einer Formel in AqFor.

Definition 3.16

Seien I, J zwei aussagenlogische Interpretationen. Wir sagen I ist kleiner als
J, I < J, wenn fiir jede aussagenlogische Variable P mit [(P) = W auch
J(P) =W gilt.
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Ubungsaufgabe 3.5.3
Zeigen Sie, daB} es fiir jede erfiillbare Horn-Formel eine kleinste erfiillende
Interpretation gibt.

Definition 3.17
Eine definite Horn-Formel ist eine aussagenlogische Formel in KNF, in der

jede Disjunktion genau ein positives Literal enthélt. Eine solche Disjunktion
heiflt eine definite Horn-Klausel.

PN ... NP, — 0 ist eine Horn-Formel, aber keine definite Horn-Formel.

Ubungsaufgabe 3.5.4
Zeigen Sie, dafl jede definite Horn-Formel erfiillbar ist.

Ubungsaufgabe 3.5.5
In seinem Buch | | stellt LEwWis CARROL, der Autor von Alice in Won-
derland, die folgende Logelei vor.

The Lion and the Unicorn

When Alice entered the forest of forgetfullness, she did not forget
everything, only certain things. She often forgot her name, and
the most likely thing for her to forget was the day of the week.
Now, the lion and the unicorn were frequent visitors to this fo-
rest. These two are strange creatures. The lion lies on Mondays,
Tuesdays and Wednesdays and tells the truth on the other days
of the week. The unicorn, on the other hand, lies on Thursdays,
Fridays and Saturdays, but tells the thruth on all the other days
of the week.

One day Alice met the lion and the unicorn resting under a tree.
They made the following statements:

lion : Yesterday was one of my lying days.
unicorn: Yesterday was one of my lying days.

From these statements, Alice, who was a bright girl, was able to
deduce the day of the week. What was it?

Geben Sie eine Menge aussagenlogischer Formeln LU and, so dafl aus ei-
ner eriillenden Belegung der aussagenlogischen Atome in LU die Losung des
Ritsels abgelesen werden kann. Uberlegen Sie sich, welche aussagenlogischen
Atome Sie benutzen wollen.
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Ubungsaufgabe 3.5.6

Gegeben sei eine Landkarte mit L Léndern. Der Einfachheit halber seien
die Lénder mit den Zahlen von 0 bis L — 1 bezeichnet. Die bindre Relation
Naf(i, 7) trifft zu auf zwei Lénder 7, j wenn sie benachbart sind. Die Landkarte
soll mit den Farben rot, blau und griin so eingefarbt werden, dafl keine zwei
benachbarten Lénder dieselbe Farbe erhalten.

Finde Sie eine Menge aussagenlogischer Formeln F'F, so dafl F'F erfiillbar
ist, genau dann wenn eine Farbung der geforderten Art moglich ist. Aus
eine erfiillenden Belegung fiir F'F', soll auflerdem eine korrekte Féarbung der
Landkarte ablesbar sein.
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Kapitel 4

Pradikatenlogik erster
Ordnung: Syntax und Semantik

92



4.1 Einfithrende Beispiele

4.1.1 Alltagslogik

Auch nur ein klein wenig interessantere Schliisse der , Alltagslogik® lassen
sich nicht mehr in der Aussagenlogik wiedergeben. Im klassischen Beispiel

Alle Menschen sind sterblich.
Sokrates ist ein Mensch.
Also ist Sokrates sterblich.

kann man die letzten beiden Aussagen direkt durch Aussagevariable re-
priasentieren. Fiir die erste Aussage ist das schwierig. Rein theoretisch konnte
man fiir jeden Menschen eine eigene Variable einfithren. Offensichtlich ist das
aber sehr ineffizient und wiirde die Aussage auch auf die jetzt lebenden Men-
schen beschranken.

In der Sprache der Préadikatenlogik (erster Ordnung) kénnten wir die obigen
Sétze schreiben:

Vo (Mensch(z) — sterblich(z))
Mensch(Sokrates)
sterblich(Sokrates)

Das Symbol ,,V* lesen wir , fiir alle“, und es ist mit Hilfe der Variablen x das
umgangssprachliche

Alle Menschen sind sterblich
ausgedriickt in der Weise

Fiir alle z: Wenn & Mensch ist, dann ist x sterblich.
Genaueres zur Syntax sagen wir sofort. Haben wir nun die Formel

Vz (Mensch(z) — sterblich(z)) — (Mensch(Sokrates) — sterb-
lich(Sokrates))

zur Verfiigung, so laBt sich aus
{Vx (Mensch(z) — sterblich(x)), Mensch(Sokrates) }
mittels Modus Ponens ableiten

sterblich(Sokrates).
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4.1.2 Spezifikationen im Java Card API

Die Java Card Platform Specification v2.2.1 (siehe http://java.sun.com/
products/javacard/specs.html) enthélt unter vielen anderen die Klasse
Util.

public class Util

extends Object
In der Klasse kommt, neben einigen anderen, die Methode arrayCompare
vor, die zunéchst iibersichtsméfig in einer Tabelle erkléart wird.

Method Summary

static byte | arrayCompare(byte[] src, short srcOff, byte[] dest,

short destOff, short length)
Compares an array from the specified source array, beginning at
the specified position, with the specified position of the destination
array from left to right.

Darauf folgt eine detailierte Erklarung.

Method Detail arrayCompare

— Java + JML
public static final byte arrayCompare(byte[] src,
short srcOff,
byte[] dest,
short dest0ff,
short length) throws
ArrayIndexOutOfBoundsException,
NullPointerException

JAvA + JML —

Compares an array from the specified source array, beginning at the specified
position, with the specified position of the destination array from left to
right. Returns the ternary result of the comparison : less than(-1), equal(0)
or greater than(1).

Note:

o [f srcOff or dest0ff or length parameter is negative an
ArrayIndexOut0fBoundsException exception is thrown.

o [f srcOff+length is greater than src.length, the length of the src
array an
ArrayIndexOutOfBoundsException exception is thrown.
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e [f destOff+length is greater than dest.length, the length of the dest
array an ArrayIndexOutOfBoundsException exception is thrown.

e [f src or dest parameter is null a NullPointerException exception

is thrown.

Parameters:

src - source byte array

srcOff - offset within source byte array
to start compare

dest - destination byte array

dest0ff - offset within destination byte array
to start compare

length - byte length to be compared

Returns: the result of the comparison as follows:

e () if identical

e -1 if the first miscomparing byte in source array is less than that in
destination array

e 1 if the first miscomparing byte in source array is greater that that in
destination array

Throws:

ArrayIndexOutOfBoundsException - if comparing all bytes would cause access
of data outside array bounds

NullPointerException - if either src or dest is null

Wir wollen versuchen diese natiirlich-sprachlichen Aussagen in einer forma-
len Sprache wiederzugeben. Wir formulieren dazu eine Nachbedingung und
verlangen, daf} jeder Aufruf der Methode arrayCompare terminiert und nach
Beendigung die Formel

(G0 = &1) A d2

wahr ist, wobei

Abkiirzungen
S fir
d fir
sO fir
dO fir
l fir
E fiir
NPE fir
OBE fir

src
dest

srcOf f

destOf f

length

java :: lang :: Exception

jJava :: lang :: NullPointer Exception

java :: lang :: ArrayIndexOutO f Bounds Exception
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b0

s # null A
sO >0 A
sO +1 < size(s) A
d # null A
dO >0 A
dO +1 < size(d) A
[>0

—excThrown(FE)

(result = =1V result = 0V result = 1)

(subSeq(s, sO, sO + 1) = subSeq(d, dO,dO + 1) — result = 0)

(Fi: Int(i < 1A (at(s,sO +1) < at(d,dO +1)

Vij:Int(l <j<i— at(s,sO+j)=at(d,dO + j)))) — result = —1)
(Fi: Int(i <IA (at(s,sO +1i) > at(d,dO + 1)

Vi Int(l < j<i—at(s,s0+j) = at(d,dO + 7)))) — result = 1)

—excThrown(E) Y
excThroun(NPE) A (s = null V d = null) \
excThrowun(OBE)N

(sO<0VdO <0VI<0VSsO+1>size(s)VdO+ 1> size(d))

b1

P2

4.2 Syntax der Pradikatenlogik

Die jetzt aufzubauende Pridikatenlogik erster Ordnung nennen wir kurz
auch: PL1.

4.2.1 Terme und Formeln

Definition 4.1 (Logische Zeichen)
Die folgenden Zeichen sind in jeder Sprache der PL1 vorhanden. Sie heiflen
Logische Zeichen (manchmal auch Sonderzeichen).

wie Aussagenlogik neu

( ,  Komma

) = objektsprachliches Gleichheitssymbol
1 vV Allquantor

0 4  Existenzquantor

- v; Individuenvariablen, i € IV

A

V

_>

<~
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Var :={v; | i € IN} ist die Menge der Individuenvariablen oder kurz Varia-
blen. Var ist disjunkt zur Menge der iibrigen logischen Zeichen.

Einige Zeichen, wie z.B. das Komma, kommen sowohl in der Objektsprache
als auch in der Metasprache vor. Aber das wird kaum Anlafl zu Verwechslun-
gen geben. Bei dem Zeichen fiir die Gleichheit machen wir hingegen explizit
einen Unterschied. Wir benutzen ein eigenes Zeichen = fiir die Gleichheit in
der Objektsprache und = in der Metasprache.

Definition 4.2 (Signatur)
Eine Signatur der PL1 ist ein Tripel ¥ = (Fy, Ps, ax) mit:

e Fy, Ps sind endliche oder abzéahlbar unendliche, effektiv gegebene Men-
gen

e [, Py und die Menge der logischen Zeichen sind paarweise disjunkt

° CVEIFzLJPE—)W.

Die f € F¥ heiflen Funktionssymbole, die p € Ps, Prddikatssymbole. as, ordnet
jedem Funktions- oder Pradikatsymbol seine Stelligkeit zu: f ist n-stelliges
Funktionssymbol, wenn ax(f) = n; entsprechend fiir p € Ps,.

Ein nullstelliges Funktionssymbol heifit auch Konstantensymbol oder kurz
Konstante, ein nullstelliges Pradikatsymbol ist ein aussagenlogisches Atom.

Definition 4.3 (Terme)
Termy,, die Menge der Terme tiber 3, ist induktiv definiert durch

1. Var C Termsy,

2. Mit f € Fy, ax(f) =mn, t1,...,t, € Termy ist auch f(t1,...,t,) €
Terms

3. Ein Term heiit Grundterm, wenn er keine Variablen enthélt. Mit Term$,
bezeichnen wir die Menge aller Grundterme in der Signatur X.

Insbesondere is jede Konstante ein Term. Variablen und Konstanten sind da-
mit die kleinsten Bausteine aus denen komplexere Terme aufgebaut werden.

Definition 4.4 (Atomare Formeln)
Aty,, die Menge der atomaren Formeln — oder Atome — diber 3, ist definiert
als
Aty = {s=t|s,t € Termyg}U
{p(tlv s atn) | JUAS PZaaE(p) = natla s atn € Termg}
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Definition 4.5 (Formeln)
Fors, die Menge der Formeln iber Y, ist induktiv definiert durch

1. {1,0}UAt2 g FOTZ
2. Mit x € Var und A, B € Forsy, sind ebenfalls in Fory:
-A,(AANB),(AV B),(A— B),(A+ B),VxA, 3z A

Bemerkungen

Wir schreiben in der Regel

TyYy 2y fiir Variable

a,b,c,... fiir Konstanten

f,g,h,...  fiir Funktionssymbole allgemein
PQ,... fiir aussagenlogische Atome
D,q,T, ... fiir Pradikatensymbole allgemein
s,t,u,. .. fiir Terme

A, B,C,... fir Formeln
ggf. mit Indizes oder dhnlichen Unterscheidungszeichen.

Den Index ¥ lassen wir oft weg. Zur kiirzeren Notation von Formeln werden
dieselben Klammereinsparungsregeln verwendet wie in der Aussagenlogik.

Die Anwendung von Funktionssymbolen geben wir manchmal auch in Infix-
schreibweise wieder: (s + t) statt +(s, t).

Wir denken uns die Mengen Fy;, Py, stets effektiv gegeben (vgl.: Grundlagen
der Berechenbarkeit) und nehmen entsprechend an, dafl as, berechenbar sei.

Strukturelle Induktion

Die Definition oder der Beweis einer Figenschaft von Termen oder Formeln
durch strukturelle Induktion geschieht vollig entsprechend zur Situation in
der Aussagenlogik, siehe 2.2.1.

Definition 4.6

Ein Teilterm oder Unterterm eines Terms ¢ ist ein Teilwort von ¢, das selbst
Term ist; entsprechend sind die Teilterme (Unterterme) einer Formel de-
finiert. Eine Teilformel einer Formel A ist ein Teilwort von A, das selbst
Formel ist.

4.2.2 Gebundene und freie Variable. Substitutionen

Definition 4.7
1. Wenn wir im Folgenden vom Auftreten einer Variablen, z.B. z in einer
Formel reden, so schliefen wir das Vorkommen von z direkt nach ei-
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nem Quantor, also Vx oder dz, aus. Dieses Vorkommen von z wird als
Bestandteil des Quantors angesehen.

2. Mit Var(A), Var(t) bezeichnen wir alle in der Formel A, bzw. in dem
Term ¢ vorkommenden Variablen.

3. Hat eine Formel A die Gestalt Vx B oder dx B so heifit B der Wirkungs-
bereich des Quantors Vo bzw. dz von A.

4. Ein Auftreten einer Variablen z in einer Formel A heifit gebunden,
wenn es innerhalb des Wirkungsbereichs eines Quantors Va oder dx
einer Teilformel von A stattfindet.

5. Mit Bd(A) bezeichnen wir die Menge der Variablen, die in A mindestens
einmal gebunden auftreten.

6. Ein Auftreten einer Variablen z in einer Formel A heifit frei, wenn es
nicht gebunden ist.

7. Mit Frei(A) bezeichnen wir die Menge der Variablen, die in A minde-
stens einmal frei auftreten.

Man koénnte hierbei das Auftreten eines Zeichens ¢ in A definieren als ein
Paar ((,47) mit: 1 < i < |A], und an der Position i in A steht ¢. Fiir unsere
Zwecke geniigt jedoch ein intuitives Verstédndnis dieses Konzepts.

In Aufgabe 4.2.4 wird eine formale, rekursive Definition von Frei(A) und
Bd(A) nachgefragt.

Man beachte, dal eine Variable in einer Formel auch frei und gebunden
auftreten kann, d.h. es kann Frei(A)NBd(A) # {} gelten. Ferner gilt, dafl im
Wirkungsbereich eines Quantors, etwa Vz, derselbe Quantor wieder auftreten
kann.

Beispiel 4.8
In der Formel

Va(po(z,y) = Vz(Jy pi(y, 2) VVz pa( f(2),2)))

treten  und z nur gebunden auf, y tritt frei und gebunden auf.

Fiir Terme gibt es keine Bindungen von Variablen, so dafl wir jedes Auftreten
einer Variablen in einem Term als dort freies Auftreten ansehen wollen.

t € Termsy, heifit Grundterm, wenn Var(t) = {}.
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Definition 4.9
Aheiit geschlossen, wenn Frei(A) = {}. Ist allgemein Frei(A) = {x1,...,x,},
so heif}t

Vaq...Vo,A Allabschlufs
dxy ... dx, A Existenzabschlufs

von A. Abkiirzend schreiben wir ClyA bzw. Cl5A.
Ist A geschlossen, dann gilt also ClyA = ClsA = A.

Definition 4.10 (Substitutionen)
Eine Substitution (iiber X) ist eine Abbildung

o:Var — Terms

mit o(x) = z fir fast alle z € Var.

Sind 1, ...,y so, daB gilt {z | o(z) # 2} C {z1,..., 20}, und ist o(z;) = s;
fiir = 1,...,m, so geben wir ¢ auch an in der Schreibweise

{z1/81,. .. xm/Sm}

o heiBt Grundsubstitution, wenn fiir alle x € Var gilt: o(z) = x oder o(x)
ist Grundterm.

Mit id bezeichnen wir die identische Substitution auf Var, d.h. id(x) = x fiir
alle z € Var.

Definition 4.11 (Anwendung von Substitutionen)
Wir setzen eine Substitution o fort zu Abbildungen

Terms — Terms

Fors — Fors

die beide wieder mit o bezeichnet werden, mittels:

o o(f(ty,...,tn)) = f(o(tr),...,o(tn))
o g(p(ty,... . ty) =plo(ty),...,o(ty))
o o(t=s)=0(t) =0(s))

o g(—A) =-0(A)
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e 0(AoB) =0(A)oo(B) fiir jeden zweistelligen aussagenlogischen Ope-
rator o.

e 0(QrA) = Qro.(A), wobei o,(x) =z und o,(y) = o(y) fir y # x, fir
Qe {v.3}

o(A) entsteht aus A, indem simultan fiir jedes z € Var an jeder Stelle, wo x
frei in A auftritt, « ersetzt wird durch o(z).

Beispiel 4.12

L. Fir o = {z/f(z,y),y/9(x)} gilt o(f(2,y)) = f(f(z,y),9(2)).
2. Fiir p = {z/e,y/d} gilt p(Jyp(z,y)) = Jyp(c,y).

3. Fiir oy = {z/f(z,2)} gilt o1(Vyp(z,y)) = Vyp(f(z,2),y).

4. Fir pu = {z/y} gilt pa(Vyp(z, y)) = Vyp(y, y).

Das Beispiel 4 unterscheidet sich von den vorangegangenen dadurch, dafl
an einer Position der Formel vor der Substitution eine ungebundene Variable
steht, ndmlich x, und nach der Substitution eine gebundene Variable, ndmlich
y. Man hat schon jetzt das Gefiihl, dafl eine solche Substitution die Bedeu-
tung einer Formel in unerlaubter Weise verédndert, was wir in Lemma 4.35
konkretisieren konnen. Wir wollen jedoch schon hier fiir die in Beispiel 4
aufgetretene Situation eine Bezeichnung einfiihren.

Definition 4.13 (kollisionsfreie Substitutionen)

Eine Substitution o heifit kollisionsfrei fiir eine Formel A, wenn fiir jede
Variable z und jede Stelle freien Auftretens von z in A gilt: Diese Stelle liegt
nicht im Wirkungsbereich eines Quantors Va oder dz, wo x eine Variable in
o(z) ist.

Nach dieser Definition ist {x/y} keine kollisionsfreie Substitution fiir Vyp(zx, y).

Definition 4.14 (Komposition von Substitutionen)
Sind o, 7 Substitutionen, dann definieren wir die Komposition von 7 mit o

durch
(To0)(z) =7(o(()).

Man beachte, daf§ auf der rechten Seite 7 als die zugehorige, gleichnamige
Abbildung Termys, — Termsy, verstanden werden muf.
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Lemma 4.15

1. Gilt fiir t € Termy und Substitutionen o, 7, dal o(t) = 7(t), dann
o(s) = 7(s) fur jeden Teilterm s von ¢.

2. Wenn o(t) = t, dann o(s) = s fiir jeden Teilterm s von t.
Beweis

1. Strukturelle Induktion nach ¢.

e Ist t € Var, dann ist ¢ selbst sein einziger Teilterm.
e Seit= f(ty,...,t,). Dann gilt

o(f(ty,... tn) = flo(ty),...,o(ts))
und
T(f(t1, .. t0)) = f(T(t1),...,7(tn)).

Es folgt also o(t;) = 7(¢;) fiir @ = 1,...,n. Nach Definition der
Teiltermrelation ist s ist mit ¢ identisch oder Teilterm eines t;,
nach Induktionsvoraussetzung folgt also die Behauptung.

2. Spezialfall von 1 mit 7 = id.

Fiir spatere Zwecke besprechen wir noch eine spezielle Sorte von Substitu-
tionen.

Definition 4.16
Eine Variablenumbenennung ist eine Substitution o mit

1. o(x) € Var fir alle z € Var
2. o ist injektiv

Korollar 4.17
Gilt fiir Substitutionen o, 7, dafl 7 o 0 = id, dann ist ¢ eine Variablenumbe-
nennung.

Beweis Es ist 7(0(z)) = x fiir jedes z € Var, woraus folgt: o(z) € Var.
Ferner haben wir: Wenn o(x) = o(y), dann x = 7(o(z)) = 7(0(y)) = v.
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4.2.3 Unifikation

Fiir eine Menge T' C T'ermsy, schreiben wir kurz
o(T)

fiir

{o(t) |t €T}.
Entsprechend fiir M C Forsy,.

Definition 4.18 (Unifikator)

Es sei T'C Terms, T # {}, und o eine Substitution iiber X. o unifiziert T,
oder: ist Unifikator von T, genau dann, wenn #o(7T') = 1. T heifit unifizier-
bar, wenn T' einen Unifikator besitzt. Insbesondere sagen wir fiir zwei Terme
s,t da s wunifizierbar sei mit t, wenn {s,t} unifizierbar ist, d.h. in diesem
Fall, wenn o(t) = o(s).

Die Begriffe werden auf Formelmengen iibertragen durch: o unifiziert M ge-
nau dann, wenn #o0(M) = 1. (Hierbei liefert # zu einer Menge ihre Méchtig-
keit; insbesondere zu einer endlichen Menge die Anzahl ihrer Elemente.)

Beispiel 4.19
{f(g9(a,x),9(y,b)), f(z,9(v,w)), f(g(z,a),g(v,b))} wird unifiziert durch
{z/a,y/v,2/g(a,a),w/b}.

Wir beschrinken uns im Folgenden auf die Betrachtung der Unifikation von
Termmengen und iiberlasssen die (einfache) Ubertragung auf Formelmengen
dem Leser.

Wir halten einen Moment inne und betrachten die folgenden simplen Fest-
stellungen:

1. Jeder Term ist mit sich selbst unifizierbar. Jede beliebige Substituti-
on ist in diesem Fall ein Unifikator. Die identische Substitution ¢d ist
gefithlsméBig der einfachste Unifikator.

2. Zwel Terme der Gestalt

f(317 ey Sn), f(tla e atn)

(mit demselben Kopf) sind genau dann unifizierbar, wenn es eine Sub-
stitution o gibt mit o(s;) = o(¢t;) firi =1,...,n.

3. Ist x € Var und t ein Term, der x nicht enthélt, dann sind x und ¢
unifizierbar.
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4. Ist x € Var und t ein Term # x, der x enthélt, dann sind x und ¢ nicht
unifizierbar

Diese Beobachtungen liefern die Idee zu einem Algorithmus, der die Unifi-
zierbarkeit einer endlichen Menge von Termen testet und im positiven Fall
einen Unifikator liefert. Bevor wir diesen Algorithmus hinschreiben, gehen
wir noch auf die Frage der Eindeutigkeit eines Unifikators ein.

Beispiel 4.20

{f(z,9(v)), fg(a), 9(2))}
wird unifiziert durch
o ={x/g(a), 2/y},
aber auch durch
T =A{x/g(a),y/a,z/a}.

o ist allgemeiner als T — oder 7 spezieller als o — insofern, als sich aus dem
Resultat der Anwendung von o auf eine beliebige Termmenge 7" immer noch,
durch die nachgeschaltete Substitution {y/a}, das Resultat der Anwendung
von 7 auf T" gewinnen 14f3t:

7(T) = {y/a}(o(T)) fir alle T C Termsy,

d. h.
T =A{y/a} oo.

Uns interessieren insbesondere Unifikatoren einer Termmenge, die in diesem
Sinne so allgemein wie moglich sind.

Definition 4.21
Es sei T C Termsy. Ein allgemeinster Unifikator oder mgu (most general
unifier) von T ist eine Substitution p mit

1. p unifiziert T

2. Zu jedem Unifikator o von T gibt es eine Substitution ¢’ mit o = ¢’ o p.

Lemma 4.22

Es sei T' eine nichtleere Menge von Termen. Dann ist jeder allgemeinste
Unifikator von 7' bis auf Variablenumbenennung eindeutig bestimmt, d. h.:
Sind p, i allgemeinste Unifikatoren von 7' mit p(7) = {t} und p/(T) = {t'},
dann gibt es eine Variablenumbenennung 7 mit ¢ = 7 (t).
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Beweis

Nach der Definition allgemeinster Unifikatoren gibt es Substitutionen o, ¢’
mit

o (' =op
o p=o'p/

Daraus folgt 4 = o’op und insbesondere fiir jeden Term ty € T' u(ty) =
o'ou(ty). Also auch t = o’c(t). Das kann nur sein, wenn fiir jede Variable
x € Var(t) gilt o'o(x) = z. Daraus folgt insbesondere, daf fiir jedes z €
Var(t) o(x) wieder eine Variable sein mufl und fiir z,y € Var(t) mit x # y
auch o(z) # o(y) gilt. Wir definieren

o(z) falls z € Var(t)
m(@) = { o(x) falls x & Var(t).

wobei ¢ eine beliebige bijektive Funktion von Var\ Var(t) auf Var\ {o(z) |
x € Var(t)} ist mit: p(y) = y fiir fast alle y € Var. Offensichtlich ist 7 eine
Variablenumbenennung und nach Wahl von ¢ gilt fiir jeden Term ¢ty € T

1 (to) = op(to), also

t'= ' (to) = oulto) = o(t) = =(t)

4.2.4 Unifikationsalgorithmus

Wir stellen nun den von ROBINSON stammenden Algorithmus vor, der zu
einer endlichen Menge T" von Termen entscheidet, ob T unifizierbar ist, und
im positiven Fall einen allgemeinsten Unifikator liefert. Wir benotigen die

Definition 4.23
Zut e Terms und ¢ € IN sei

() := der an Position i in ¢ (beim Lesen von links nach rechts) beginnende
Teilterm von ¢, wenn dort eine Variable oder ein Funktionssymbol
steht;
undefiniert sonst.

Es sei nun T' C Termsy, endlich und # (). Die Differenz von T ist die folgende
Menge D(T') C Terms,
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1. D(T):=T falls #7 = 1

2. Falls #T > 2, sei ¢ das kleinste j mit: Mindestens zwei Terme € T'
unterscheiden sich an Position j. Setze D(T) := {t® |t € T'}.

)

(Beachte: Nach Ubung 4.2.1, 6 (Seite 109) ist ¢t® wirklich ein Teilterm von
t

Gegeben sei T' C Termsy, T endlich und # ().

1:S:=T; p:=1id

Y

2: #S =17 ja
nein
Y
4: Enthalt D(S) eine Variable x nein

und einen Term ¢ mit = ¢ Var(t)?

3: Ausgabe: u; STOP

ja

Y

5: Wihle solche z, ¢;
= A{x/t} o p;
S = {x/t}S)

Abbildung 4.1: Algorithmus von Robinson
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unifizierbar®; STOP




Man bestétige zur Ubung, da8 gilt:
Es sei #1 > 2 und T unifizierbar. Dann

1) #D(T) = 2
2) Jeder Unifikator von 7T unifiziert auch D(T)
3) D(T) enthélt eine Variable x und einen Term ¢t mit = & Var(t).

Satz 4.24

Der Algorithmus von ROBINSON (Bild 4.1, Seite 106) terminiert fiir jedes
endliche, nichtleere T C Termy. Wenn T unifizierbar ist, liefert er einen
allgemeinsten Unifikator von 7. Wenn 7' nicht unifizierbar ist, liefert er die
Ausgabe ,, T nicht unifizierbar®.

Beweis

Wir zeigen
1. Der Algorithmus terminiert.
2. Wenn er eine Substitution p ausgibt, dann ist p Unifikator von 7.
3. Ist o ein beliebiger Unifikator von 7', dann gilt: Es gibt u, o’ so dafl

e der Algorithmus mit Ausgabe p terminiert,
eo=0copu

e Somit: p ist mgu von 7.

4. Wenn der Algorithmus ausgibt ,, 7" nicht unifizierbar®, dann ist 7" nicht
unifizierbar.

Unter einem Schleifendurchlauf in dem obigem Algorithmus verstehen wir
einen vollstindigen Durchlauf der Schleife, d. h. der Befehlsfolge 2-4-5. Ist
S eine Menge von Termen und x eine Variable, so sagen wir kurz, dafl = in
S auftritt, wenn x in einem Term in S auftritt.

Wir setzen

o So: =T, po:=1d
e Sii1:= Wert von S nach dem (k + 1)-ten Schleifendurchlauf

® (i1 := entsprechend mit
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sofern die Schleife tatsiachlich so oft durchlaufen wird. Ferner seien dann x, ty,
die im (k + 1)—ten Schleifendurchlauf ausgewihlten x, ¢.

Ad 1:

k sei so, da8 die Schleife mindestens (k 4+ 1)—mal durchlaufen wird. Dann
gilt
Sk+1 = {@k/te} (Sk)-

Dabei tritt z; in S, aber nicht in ¢, auf, jede Variable in Sy, aber auch
in Si. Also: Beim Ubergang von S zu Ski1 vermindern sich die Variablen
in Sii1 genau um zy. Es folgt, daf§ die Schleife nur endlich oft durchlaufen
wird. Das Programm terminiert.

Im Folgenden sei m die Anzahl der Schleifendurchléufe bis zur Terminierung.
(Es wir also 5 genau m—mal, 2 genau (m + 1)—mal ausgefiihrt.)

Ad 2:
Durch Induktion iiber k ergibt sich unmittelbar, dafl

Sk = 1 (T)

fiir alle & < m. Hélt das Programm mit Ausgabe einer Substitution p an,
dann hat p den Wert p,,, und es ist

Him (1) = #S5m = 1.
b, ist Unifikator von 7.
Ad 3:
Es sei o ein Unifikator von 7. Wir zeigen zunéchst
(%) Fiir alle k£ < m: es gibt oy mit 0 = oy 0 .
k=0:
Setze o( := 0.
k+1:

Nach Induktionsannahme existiert o, mit o = oy, o pg. Wir haben

#or(Sk) = #or(u(T)) = #0(T) = 1

da o Unifikator von T ist. Wegen k+1 < m wurde im (k +1)—ten Durchlauf
noch Test 2 mit ,,Nein*“ und Test 4 mit ,, Ja“ verlassen: es ist #S5;, > 2, und
in D(Sk) gibt es xy, ty mit z;, & Var(t,). Da oy Unifikator von S, ist, mufl
gelten oy (zx) = ox(tx). Wir setzen

op1(z) = { on(w) falls z 7 2,

z, falls z =z
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Wir haben fiir alle z:

Falls x # xy:
orr1({zr/te } (7)) = oppa(z) = on(2),
falls x = xy:
orr1({zr/te } (7)) = opr({@e /i (z1))
= Uk—(&-l(gk) = U(k:()tk: (da @y & Var(ty))

Somit
Oky1 © {l’k/tk} = Ok.

Es folgt
Okt1 O flkt1 = 041 © {X/ti} 0 pu
= 0O UL = O

d. h. ().

Insbesondere gilt
0 = Om O [h-

Angenommen nun, bei der (m+ 1)—ten Durchfithrung des Tests 2 wiirde der
,Nein“-Ausgang gewdhlt, d. h. es wire #5S,, > 2.

o, unifiziert S, (da o T unifiziert). Also muf§ D(S,,) eine Variable z und
einen Term ¢ enthalten mit x ¢ Var(t) (siehe die obige Ubung zum Operator
D). Test 4 wiirde mit ,,Ja“ verlassen, im Widerspruch zur Definition von m.
Hiermit ist 3 bewiesen.

Ad 4: Folgt unmittelbar aus 3.

4.2.5 TUbungsaufgaben

Ubungsaufgabe 4.2.1
Beweisen Sie die folgenden Aussagen

1. Terms N Fory = {}
2. Kein Teilwort eines Terms s ist eine Formel.

3. Ist s ein Term und sind ¢, u Teilterme von s, dann gilt genau eine der
Aussagen

(a) w ist Teilterm von ¢
(b) t ist echter Teilterm von u

(c) t,u liegen disjunkt
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Entsprechendes gilt fiir Teilterme einer Formel und Teilformeln einer
Formel.

4. Ist der Term t ein Préfix des Terms s, dann s = t. Ist die Formel B
ein Préafix der Formel A, dann A = B. Keine Formel kann Préfix eines
Terms sein.

5. Es sei t ein Term und ¢ eine Position in ¢ (d. h. 1 < i < |¢|; ¢ wird von
links nach rechts gelesen). Genau dann beginnt bei i ein Teilterm von
t, wenn dort eine Variable oder ein Funktionssymbol steht.

6. Es seien s,t € Termy, s # t. Dann gibt es eine erste Position i, 1 <
i < min(]sl,|t]), an der s und t sich unterscheiden. Fiir dieses i gilt:
Sowohl in s wie in t steht dort eine Variable oder ein Funktionssymbol.
(Nach 5 also: dort beginnt ein Teilterm.)

Es sei nochmals betont, dal diese Aussagen sich auf unsere ,,offizielle Spra-
che (ohne Klammereinsparungen) beziehen.

Ubungsaufgabe 4.2.2
Definieren Sie den Begriff eines , Teilterms zu einem Term s“ durch struktu-
relle Induktion. Entsprechend zu einer Formel A: | Teilformel von A“.

Ubungsaufgabe 4.2.3

Im Falle einer endlichen Signatur Y sind Terms, Fors kontextfreie Spra-
chen, man gebe erzeugende Grammatiken an. Auch bei einer unendlichen Si-
gnatur lassen sich in manchen Féllen kontextfreie Grammatiken fiir Termsy
bzw. Fory angeben, wenn man die Funktions- und Prédikatsymbole geeig-
net codiert: etwa, wenn es zu jeder Stelligkeit n unendlich viele n—stellige
Funktions- und Pradikatsymbole gibt; oder wenn dies, mit festem m, fiir alle
n < m der Fall ist und insgesamt nur fiir endlich viele Stelligkeiten solche
Symbole vorhanden sind. Weshalb hat man im allgemeinen Fall Schwierig-
keiten?

Ubungsaufgabe 4.2.4
Man definiere Frei(A) und Bd(A) direkt durch strukturelle Induktion.

Ubungsaufgabe 4.2.5

Zu jeder Substitution o und jeder Formel A gibt es eine Formel A’, die
aus A durch Umbenennung gebundener Variablen entsteht, so dafi o fiir A’
kollisionsfrei ist.

110



Ubungsaufgabe 4.2.6
Geben Sie (falls existent) fiir die folgenden Paare von Termen einen allge-
meinsten Unifikator o an. Falls kein mgu existiert, begriinden Sie dies.

L Ap(f (21, 71), 71, f(22,72), 72),
(1, f(Y2,92), Y2, f(y3,93)) }
2. {p(f(z,9),9(x,v)),

p(f(h ( ), h(z )) g(h(z),2))}
3. {p(f(y),w,9(2)), p(u,u,v)}
4. {p(f(y),w,g(2)), p(v,u,v)}

Ubungsaufgabe 4.2.7
Dual zur Definition 4.18 definieren wir den Begriff der konkretesten Verall-
gemeinerung zweier Terme.

Definition 4.25
Seien tq,ty Terme.

1. ein Term ¢ heifit eine (gemeinsame) Verallgemeinerung von ¢, to wenn
es Substutionen o; und oy gibt mit

Ul(t) = tl und O'Q(t) = tQ
2. t heifit eine konkreteste Verallgemeinerung von t1, t5, wenn ¢ zunéchst
eine Verallgemeinerung von ¢, t5 ist und fiir jeden Term s, fiir den es
Substitutionen 7y, 75 gibt mit 71(s) = ¢; und 7»(s) = ¢y eine Substitu-

tion p existiert mit p(s) = t.

Die Definition wird durch das folgende Bild veranschaulicht:
\p
1 T2
t
/X
t ty
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Wir geben eine Vorschrift an, die aus zwei Termen t;, t5 einen dritten Term
kV g(ty1,t2) konstruiert. Als Hilfsfunktion brauchen wir eine Abbildung nv die
zwei beliebigen Termen s;, s; eindeutig eine neue Variable nv(si, s9) zuord-
net. Die Einzelheiten der Definition von nv spielen keine Rolle, solange nur
aus nv(sy, s2) = no(s), sh) folgt s = 5] und sy = ).

f(k:Vg(tn, tgl), Ce ,ng(tlk, tgk)) falls t1 = f(tn, Ce tlk)

und

t2 — f(tgl, e tQk)
nu(ty, ta) sonst

k’Vg(tl, tg) =

Zeigen Sie, dafl kV g(t1,t2) eine konkreteste Verallgemeinerung von t; und ¢,
ist.

Die konkreteste Verallgemeinerung von ¢; und ¢, wird manchmal auch als die
Anti-Unifikation von t; und ty bezeichnet.

Ubungsaufgabe 4.2.8

Gegeben seien die Substitutionen o, 7.

In Korrolar 4.17 wurde gezeigt, dafl aus 7 o 0 = id folgt, dafl o eine Varia-
blenumbenennung ist.

Zeigen Sie, dafl auch 7 eine Variablenumbenennung ist.
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4.3 Semantik der PL1

Betrachten wir die Formel

q(z) — Jy(inly, z) A kl(y)),

so kénnen wir bisher nur sagen, daf sie eine korrekt gebildetet Formel iiber
der durch die Auflistung der Pradikatszeichen {k( ), ¢( ), d(), kl(), gr(),
in(, )} gegebene Signatur ¥ ist. Es macht keinen Sinn zu fragen, ob diese
Formel, wahr oder falsch ist. Dazu miifiten wir zuerst wissen, welche Bedeu-
tung die auftretenden Relationszeichen ¢, kl und in haben, wir miiiten wissen
iiber welchem Bereich von Elementen wir nach einem Beispiel fiir die durch
dy signalisierte Existenzbehauptung suchen sollen. Diese Informationen wer-
den durch die im néchsten Abschnitt definierten Interpretationen festgelegt.
Die Angabe einer Interpretation geniigt aber noch immer nicht um der For-
mel einen Wahrheitswert zuordnen zu kénnen, solange wir nicht wissen, auf
welches Element die freie Variable x referenziert. Diese Information wird
durch die sogenannten Variablenbelegungen festgelegt. In Abhéngigkeit von
einer Interpretation D und einer Variablenbelegung 3 liegt jetzt die Wahrheit
oder Falschheit der obigen Formel fest.

4.3.1 Interpretationen

Definition 4.26 (Interpretation)
Es sei ¥ eine Signatur der PL1. Eine Interpretation D von Y ist ein Paar
(D, I) mit

1. D ist eine beliebige, nichtleere Menge
2. I ist eine Abbildung der Signatursymbole, die

e jeder Konstanten ¢ ein Element I(c) € D

e fiir n > 1: jedem n—stelligen Funktionssymbol f eine Funktion

I(f): D" = D
e jedem O—stelligen Prédikatsymbol P einen Wahrheitswert [(P) €
{W, F}

e fiir n > 1: jedem n—stelligen Pradikatsymbol p eine n—stellige
Relation I(p) C D™ zuordnet.
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Qs

Q2

Qs

oL A

o

Dy

@3

Py ={k(), q( ), d(), KI(), gr(), in(, )}

Dpgy ={Q; : 1 <i <6} U{Ky, Ky, K3,D1,Ds,D3} Ipg(q) = {Qi:1 <1 <

6} , IBSp(k) = {Kl,KQ,Kg}, -[Bsp(d> = {DI,DQ,D?)}

Ipsp(in) = {(K1,Q1), (K1, Q3), (K2, Q1), (K2, Q2), (K3, Q2), (K3,Q3), (D3, D1), (Qs, Da) }

Tabelle 4.1: Beispiel einer Interpretation

Wir werden manchmal eine Interpretatin D = (D, I) auch eine prdidikaten-
logische Struktur, oder einfach eine Struktur nennen. Der Funktion I haben
wir hier keinen eigenen Namen gegeben. Falls notwendig nennen wir I die
Interpretationsfunktion. Wir nennen D das Universum von D.

Tabelle 4.1 zeigt ein Beispiel einer Interpretation ¥ mit den Pradikatszeichen
Py ={k(), q(), d(), kl(), gr(), in(, )}. Die Interpretation des einstelligen
Pradikatszeichens k ist dabei die Menge aller Kreise, die von ¢ die Menge aller
Quadrate, die von d die Menge aller Dreiecke. Das Universum besteht in
diesem Beispiel aus der Menge aller aufgezeichneten geometrischen Objekte.
Die Interpretation von kl ist die Menge aller kleinen Objekte, die von gr

114



entsprechend die Menge aller grolen Objekte. Da man sich dariiber streiten
kann, was grofl und was klein ist, geben wir explizit an:

[Bsp(kl) == {K17 K27 K37 Q47 Q57 QGa DB}
Ipsy(gr) = Komplement von Ipg,(kl) in D.

Die Interpretation der bindren Relation in wird in der Abbildung indirekt
durch die geometrische Enthaltenseinsrelation dargestellt.

Definition 4.27 (Variablenbelegung)
Es sei (D, 1) eine Interpretation von X. Eine Variablenbelegung (oder kurz
Belegung iiber D) ist eine Funktion

B:Var — D.

Zu B, x € Var und d € D definieren wir die Modifikation von § an der Stelle

T zu d:
d fallsy=u=

0= 4 sy 7

Definition 4.28 (Auswertung von Termen und Formeln)

Es sei (D, I) eine Interpretation von ¥ und (3 eine Variablenbelegung iiber
D. Wir definieren eine Funktion valp ; g, welche jedem Term ein Element in
D und jeder Formel einen Wahrheitswert zuordnet. Also:

valp 1 : Terms U Fory — D U{W, F}
mit
valp,;5(t) € D fiir t € Terms,
valp ;1 3(A) € {W, F} fir A € Fory,

1. valp 1 auf Termsy:
valp 1 s(z) = B(x) fir x € Var
UalDJ’g(f(tl, Ce ,tn)) = ([(f))(vall)’]’g(tl), . ,Uall)ijg(tn»

2. valp jp auf Fory:

.o { W falls valp 15(s) = valp5()
F' sonst

W falls (val t1),...,val t,) el
p(tl, c. 7tn)) = { ( D’I’ﬁ( 1) D,I,ﬁ( )) (p>

F sonst
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(b) Ist valp ;g fur Formeln A, B bereits definiert, so wird valp ;g auf
—-A, ANB, AV B, A — B, A < B festgelegt wie in der Aussa-
genlogik. Ferner:

) Walls fiir alle d € D : valp ; ga(A) = W
valp 1 3(VrA) = { F sonst

W falls ein d € D existiert mit valp rgi(A) = W

valp,;g(IrA) = { F sonst

Insbesondere ist also valp j g(c) = I(c) fiir jede Konstante c.

Ferner erkennt man:

Ist ¢ ein Grundterm, dann héngt valp ;s 5(t) von [ gar nicht ab. Wir schreiben
dann I(t) statt valp 1 (t).

Beispiel 4.29
Wir wollen die Formel

q(z) — Jy(in(y, z) A kl(y)),

in der Interpretation Dp, aus Abbildung 4.1 mit der Variablenbelegung
B(x) = Q1 auswerten.
Wir beginnen mit der links des Implikationspfeils — stehenden Teilformel
und bemerken valp,,, s(v) = Q1 € I(q). Nach der Definition von val folgt
also valp,,, s(q(z)) = W.
Wir behaupten, dafl auch fiir die rechts von — stehende Teilformel gilt:
valpy,, s(Jy(in(y, z) Nkl(y)) = W
Dazu miissen wir ein geeignetes Element aus D fiir die Belegung der existen-
tiell quantifizierten Variablen y finden. Im vorliegenden Fall eignet sich Kj.
Wir behaupten also
UalDBsp,ﬁfl ((in(y,x) NEl(y) = W
Durch weitere Anwendung der Definition von val kann diese Behauptung re-
duziert werden zu
(K1,Q1) € Ipsp(in) und Ky € Ipg,(kl),
was offensichtlich nach Definition des Beispiels zutrifft. Insgesamt haben wir
damit

valpy,, s(q(x) = Jy(inly,z) Nkl(y)) = W

gezeigt.

Korollar 4.30

Es gelten die aus der Aussagenlogik bekannten Abhéngigkeiten zwischen den
Bedeutungen der Operatoren 1, 0, =, A, V, —, <>, so daf} hier wieder die
bekannten Teilmengen dieser Menge ausreichen. Ferner gilt fiir alle x, A:
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valp ; s(3xA) = valp 1 g(—Vr—A)
UCLZD,[’B(VIA) == UCLZD,[’B(_E]JI_'A)

d. h. 3 ist durch V und —, V ist durch 3 und — ausdriickbar. Als Basis der

Sprachen der PL1 kénnen wir also etwa nehmen

0, =,V
oder

-, =,V
oder

-, A,V

und viele andere mehr. Die iibrigen Operatoren lassen sich dann als Abkiirzun-
gen auffassen. Insbesondere geniigt es bei struktureller Induktion tiber Fory,
die Formeln iiber irgendeiner solchen Basis zu betrachten.

Zur notationellen Vereinfachung werden wir manchmal eine Interpreta-
tion (D, I) durch einen Buchstaben D bezeichnen und schreiben:

UCLZD,B fiir UCLZDJ,B.
D = Alay,...,a,) fir wvalpg(A) = W, wobei f(z;) = a; und
x1, ..., T, die in A frei vorkommenden Varia-

blen sind, oder eine Obermenge davon
tPlay, ..., an) fir walpg(t) entsprechend

Wir gewinnen in dieser Notation an Ubersichtlichkeit durch die Einsparung
von 3, miissen aber voraussetzen, dafl die Zuordnung, welches der in eckigen
Klammern angefiihrten Elemente als Belegung fiir welche Variable dient, aus
dem Kontext ersichtlich ist. Wir belegen in der Regel die Variablen in ihrer
alpha-numerischen Reihenfolge.

Das folgende Lemma fait einige offensichtliche Konsequenzen aus der Defini-
tion der Auswertungsfunktion val zusammen. Zum Beispiel héngt der Wert
von valp g(A) nicht ab von den Funktionswerten 3(x) fiir Variable z, die in A
nicht frei vorkommen. Diese Tatsachen werden im folgenden stillschweigend
benutzt. Ein dhnliches Lemma lieBe sich formulieren iiber die Unabhéngig-
keit von valp s(A) von den Werten I(P) fir Pradikate P, die in A nicht
vorkommen. Wir verzichten darauf und vertrauen der natiirlichen Intelligenz
des Lesers solche und dhnliche Offensichtlichkeiten im folgenden zu erkennen.

Lemma 4.31 (Koinzidenzlemma)
D sei Interpretation iiber X.

1. Gilt fiir den Term ¢ und die Variablenbelegungen (3, ~, dafl
p(x) = v(x) fir alle z € Var(t),
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dann
valp g(t) = valp ,(t).

2. Gilt fiir die Formel A und die Variablenbelegungen (3, , dafl
B(x) = y(zx) fir alle x € Frei(A),
dann

valp g(A) = valp ,(A).

3. Ist A € Fory geschlossen, dann gilt
valp g(A) = valp ,(A)

fiir alle Belegungen f3,~, d. h. der Wert von A héngt nicht von der
Belegung ab.

Beweis: Durch strukturelle Induktion unter Ausnutzung der Definition von
val.

Fiir die beiden folgenden Beispiele legen wir die arithmetische Signatur ¥,
fest bestehend aus den Zeichen fiir die Addition (+), Multiplikation (%),
Ordnungsrelation (<).

Beispiel 4.32

Die Struktur Z stehe fiir die gewohnte Interpretation der Signatur X, mit
Universum Z und der Additionsfunktion (+z), Multiplikationsfunktion (xz)
und der Ordnungsrelation (<z), zusammenfassend: Z = (Z, +z,*z,<z).

Hier, wie hdufig im Folgenden, schreiben wir anstelle von Z = (Z, I) auch
(Zy+z,%z,<z) mit I(+) = +z etc.

Beispiel 4.33

Die Struktur Zj;,; steht fiir den Java Datentyp int. Das Universum Z j;,;
besteht aus den ganzen Zahlen zwischen minInt und maxiInt, d.h. Z .,
ist das Interval [minInt, mazInt] = [—2147483648,2147483647|. Die Ord-
nungsrelation <j;,; ist die Einschrinkung von <z auf das Intervall Zj;,,.
Liegt das Ergebnis einer Addition oder Multiplikation in Z;,; im Intervall
[minInt, maxInt], dann stimmt es mit dem entsprechenden Ergebnis in Z
iiberein. Anderenfalls wird modulo gerechnet, wie unten beschrieben. Die
Lange des Intervalls [minInt, maxInt] ist gleich —2 * minInt mit dem Zah-
lenwert 4294967296. Prazise gilt
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THrmy = T+zy falls minint < x +z y < maxInt

mod jint (T 4z Y) sonst
THpm Y = Tkxzy falls miniInt < x xz y < maxInt
mod jin (T *z Y) sonst

wobei
mod jint(2) = (z — minInt)mod(—2 x minInt) + minInt

Anschaulich kann man sich vorstellen, daf} in Z;,,; nach Erreichen von maxInt
mit minInt weitergezihlt wird, die ganzen Zahlen in Java sind also in gewis-
ser Weise zyklisch. Dafl diese anschauliche Beschreibung mit der mathema-
tischen iibereinstimmt bestétigt die Rechnung:
maxInt +jie 1 = mod i (maxint 4+ 1)
= (maxInt + 1 — minInt)mod(—2 * minInt) + minInt
= (=2 minInt)mod(—2 % minInt) + minInt
= 0+ minint
= minlint.

Hier sind einige Beispiel, welche die beiden arithmetischen Strukturen mit-
einander vergleichen:

’Formelqﬁ ‘Z)z(b‘ZJmt):gb‘
Vedy(z < y) ja nein
Ve,y((z+ D) xy=x*xy+y)|ja ja
Jx(0<zxzAz+1<0) nein | ja

Die folgenden beiden Lemmata sind technischer Natur, spielen aber eine
Schliisselrolle bei Beweisen durch strukturelle Induktion. Dariiberhinaus sa-
gen sie Grundsétzliches iiber die Substitution aus. Es geht um folgendes: Der
Wert, der bei der Auswertung eines Terms oder einer Formel einer freien Va-
riablen x zukommt, kann auf zwei Arten beeinflufit werden. Man kann durch
eine Substitution ¢ an die Stelle der freien Variablen = einen Term o(x) set-
zen, oder man kann die Variablenbelegung 8 an der Stelle x modifizieren.
Die Substitutionslemmas beschreiben den Zusammenhang zwischen diesen
beiden Moglichkeiten.

Lemma 4.34 (Substitutionslemma fiir Terme)
> sei eine Signatur, D eine Interpretation fiir >, S eine Belegung, o eine
Substitution und ¢ € Termy. Dann gilt

valp g(o(t)) = valp g (1).

wobei §'(z) = valp g(o(x)) fiir alle x € Var.
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Beweis

Strukturelle Induktion nach ¢.

t=x € Var:
valp g(o(z)) = pf'(x) nach Def. von 5
= walp(r) nach Def. von val fiir Variable
t=f(tr,....t):

valp (o (f(t1,...,tn)))
=wvalpg(f(o(t1),...,o(tn)))
= I(f)(valp s(a(tr)), .. ., valpg(o(tn)))
= I(f)(valp /(t1), .. (valp #(tn))) (nach Induktionsannahme)

= UCLlDﬁ/(f(tl, Ce ,t ))

Lemma 4.35 (Substitutionslemma fiir Formeln)
Y. sei eine Signatur, D eine Interpretation fiir 32, 5 eine Belegung, A € Fory,
und o eine fiir A kollisionsfreie Substitution. Dann gilt:

valp g(o(A)) = valp g (A),
wobei §'(z) = valp g(o(x)) fiir alle z € Var.

Beweis: Geschieht durch strukturelle Induktion nach A. Wir fithren hier ex-
emplarisch den Induktionsschritt von A nach JzA vor. Wir schreiben valg
anstelle von valp 3. Auerdem sei o, definiert durch o,(z) = z, 0,(y) = o(y)

fiir y # .
valg(o(IzA)) = W
A

gdw wvalg(Fro,(A)) = Anwendung von o
gdw  walgs(o,(A)) = fur eind € D Def. von wval
gdw  wvalgay(A) = W Ind.Voraussetz.

0 (82)(4) = valgy(0.(v)) fix all .
gdw wvalga(A) = W Liicke
gdw wvalg(dzA)= W Def. von wval

Man beachte, daf§ die Induktionsvoraussetzung fiir die Formel A mit der
Variablenbelegung 3¢ und der Substitution o, benutzt wird.
Der Beweis wird vollstandig gefiihrt sein, wenn wir die Liicke

(82)" = (B2

schliefen kénnen. Wir miissen fiir jede Variable y € Frei(A) zeigen (39)"(y) =
(85 ()-
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(B)"(x) = walgy(oa(z)) Def. von (57)"

= wvalga(z) Def. von o,

= BYx) Def. von wval fiir Variable

= d Def. der modifizierten Belegung

= (B")%(x) Def. der modifizierten Belegung
y # x, y frei in A:

(B)"(y) = valga(oa(y)) Def. von (87)"
= walga(a(y)) Def. von o,
= walg(a(y)) da x nicht in o(y) vorkommt

Kollisionsfreiheit von o
= [Gy) Def. von ('
= (B)%y) Def. der modifizierten Belegung

Wir beenden das Thema ,,Substitutionslemma® mit zwei Anwendungsbei-
spielen.

Beispiel 4.36 (Hoare-Kalkiil)
Die Zuweisungsregel im Hoare-Kalkiil (| ], Seite 38) lautet:

{{z/s}A} x :=s {A}

wobei die Substitution kollisionsfrei sein mufl und ausdriicken soll, daf} ausge-
hend von einem Zustand, in dem die Formel {z/s}A wahr ist, nach Ausfithrung
der Programmstiicks x := s ein Zustand erreicht wird, in dem die Formel A
gilt. Die Struktur, in welcher die Wahrheit der Formeln auszuwerten ist,
wird in der Regel nicht explizit angegeben. Sie ergibt sich aus dem Kontext
und legt die iibliche Bedeutung der verwendeten Datentypen fest, z.B. der
natiirlichen Zahlen, der Listen von Zahlen oder der Baume samt der iibli-
chen Funktionen und Relationen auf diesen Datentypen. Wir nennen diese
Hintergrund-Interpretation H. Ein Zustand ist eindeutig bestimmt durch die
augenblickliche Belegung der Programmvariablen und entspricht somit unse-
rem Begriff einer Variablenbelegung. Wir betrachten eine Variablenbelegung
(einen Zustand) B, in dem valy g({z/s}A) = W gilt. Die Vorbedingung der
Zuweisungsregel ist also erfiillt. Nach Ausfiihrung der Zuweisung = := s wird
ein Zustand (' erreicht mit

vy | valyg(s) falls z =y
Bly) = { 5(3;; éonst
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Behauptet wird, dafl in dem neuen Zustand, ', die Formel A gilt, oder in for-
maler Notation aufgeschrieben, dafl valy g (A) = W. Ein genauer Vergleich
zeigt, dafl das gerade die Aussage des Substitutionslemmas fiir Formeln ist
fiir die Substitution o = {z/s}.

Das zweite Anwendungsbeispiel tritt im Beweis des folgenden Lemmas auf:

Lemma 4.37

Sei ¥ eine Signatur, D eine Interpretation fiir 32, 5 eine Belegung und o eine
fiir A kollisionsfreie Substitution mit o(y) = y fiir alle Variablen y # z, dann
gilt:

o valps(VeA — o(A) = W
o valpp(o(A) — JzA) = W.

Beweis

Wir nehmen an, dafl valp 3(VzA) = W gilt, d.h.
valp gi(A) = W fiir alle d € D.

7 zeigen ist
valpg(o(A)) = W

Nach dem Substitutionslemma ist das gleichbedeutend mit
valpg(A) = W

wobel

B'(y) = valps(o(y)) = { fgg’?g?xﬁff&ﬁls y =X

Also 8 = B¢ fiir d = valp g(o(x)).

Die zweite Aussage a8t sich analog beweisen.

4.3.2 Allgemeingiiltigkeit, logische Aquivalenz

Wir wollen uns bei der Behandlung der logischen Folgerbarkeit beschrinken

auf Formeln, die keine freien Variablen enthalten. Das ist mit Abstand der ty-
pischste Anwendungsfall. Der Fall mit freien Variablen wird in den Ubungsaufgaben
4.3.6 bis 4.3.9 ausfiihrlich behandelt.

Wenn wir im folgenden keine genauen Abgaben machen ist jede Formel als
eine Formel ohne freie Variablen zu verstehen.
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Definition 4.38 (Modell)

Eine Interpretation D iiber X heifit Modell einer Formel A ohne freie Va-
riaben iiber X, wenn gilt valp(A) = W.

D heifit Modell einer Formelmenge M ohne freie Variable, wenn fiir jede
Formel B € M gilt valp(B) = W.

Definition 4.39 (Folgerbarkeit)
Es sei M eine Menge von Formeln aus Fory und A eine einzelne Formel aus
Fory, wobei weder in M noch in A freie Variablen vorkommen.

MEs A & Jedes Modell von M ist auch Modell von A.

Lies: Aus M folgt A (iiber X).

Wir werden meistens kurz |= statt =y schreiben. Ferner stehe wieder = A
fir ) = Aund B | A fir {B} E A.

Definition 4.40
A € Fors,. ohne freie Variablen heif3t

e allgemeingiiltig gdw = A
e erfiillbar gdw —A ist nicht allgemeingiiltig.

Lemma 4.41
Sei A eine variablenfreie Formel.

1. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(a) A allgemeingiiltig
(b) Jede Interpretation D ist Modell von A.
(c) valp(A) = W fiir alle Interpretationen D.

2. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(a) A erfiillbar
(b) Es gibt eine Interpretation D mit valp(A) = W

3. Falls M keine freien Variablen enthailt gilt:
M U {=A} ist nicht erfiillbar gdw M = A.

Beweis: Ubung
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Wir werden im Folgenden viele Beweise allgemeingiiltiger Formeln kennen-
lernen. Ein besonders einfacher Fall liegt vor, wenn die Allgemeingiiltigkeit
»schon allein aufgrund der aussagenlogischen Struktur besteht®:

Definition 4.42 (Tautologie)

A € Fory, ohne freie Variablen heifit Tautologie, wenn es eine endliche aus-
sagenlogische Signatur ¥/ = {P,..., P, 1}, ein A’ € Ford, und Formeln
Ao, ..., A,_1 € Fory, gibt, so daf3

e A’ ist (aussagenlogisch) allgemeingiiltig tiber ¥
e Aentsteht aus A, indem man dort P; durch A; ersetzt (fiiri = 0,...,n—
1).

Beispiel 4.43
(wir lassen keine Klammern weg):

(V23 (p(z) A —q(y, ¢, z)) = p(c))
AN(=Vr3y(p(x) A =q(y, ¢, x)) — p(c))) — plc))

ist eine Tautologie, denn
(((P0—>P1)/\(_|P0—>P1))—)P1)

ist aussagenlogisch allgemeingiiltig, und hieraus entsteht durch Ersetzen von
Py durch Vz3y(p(z) A —q(y,c, x))
Py durch p(c)

die Ausgangsformel.

Lemma 4.44
Jede Tautologie ist allgemeingiiltig.

Beweis

Zur Tautologie A seien Aq, ..., A,_1 Teilformeln, wie in der Definition fest-
gelegt. Es sei D, I gegeben. Geméf der Definition der A; ist dann valp ;(A)
eindeutig festgelegt durch die Werte valp j(A;), i =0,...,n — 1, und ist fir
jede Verteilung dieser Werte W'.

Besonders wichtig jedoch sind — wie in der Aussagenlogik — allgemeingiiltige
Formeln der Gestalt A <+ B.

Definition 4.45
A, B € Forys, heiflen logisch dquivalent gdw = A <+ B (d. h. A < B ist
allgemeingiiltig)
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Wie es wiinschenswert ist und wie wir gleich festhalten, ist logische Aquiva-
lenz eine Kongruenz auf Forsy.

Korollar 4.46
Logische Aquivalenz ist eine Aquivalenzrelation auf Fory. Sie ist dariiber-
hinaus eine Kongruenz, d. h.: gilt

FA« A =B« B
dann auch
oA« A
= (Aop B) < (A op B') fur op € {\,V,—, <}
E QrA < QzA fir x € Var,@Q € {V,3}

Beweis

Unmittelbar aus der Definition.

Korollar 4.47 (Ersetzungstheorem)
Es seien A, A’, B, B’ € Fors, mit

o B ist Teilformel von A
e B ist logisch dquivalent zu B’

o A’ entsteht aus A, indem man dort an irgendwelchen Stellen (nicht
notwendig iiberall) B durch B’ ersetzt.

Dann ist A logisch dquivalent zu A’.

Beweis Klar.

Satz 4.48
Fir z,y € Var, A,B € Forg und Q € {V,3} sind logisch dquivalente For-
melpaare:

1. Aund B, wenn A < B Tautologie ist,
2. =VzxA und Jzx—A, -3z A und Vz—-A

3. VaVyA und VyVz A, xdyA und JydzA
4. V(AN B) und Ve A ANVaB
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5. 3z(AV B) und 3zAV 2B

6. QrA und Qu{z/y}(A), falls {z/y} kollisionsfrei ist fir A und y ¢
Frei(A)
7. ANQzB und Qz(A A B), falls ¢ ¢ Frei(A)
8. QAN B und Qz(AA B), falls © ¢ Frei(B)
9. AV QxB und Qz(AV B), falls © ¢ Frei(A)
10. QzAV B und Qz(AV B), falls x ¢ Frei(B)
11. A — VazB und V(A — B), falls © ¢ Frei(A)
12. VxA — B und Jz(A — B), falls © ¢ Frei(B)
13. A — JzB und 3x(A — B), falls v ¢ Frei(A)
14. 3zA — B und Vz(A — B), falls = ¢ Frei(B)

Man bemerke, dafl diese Liste teilweise redundant ist (5 ergibt sich aus 4
etc.). Wir haben sie absichtlich in dieser Reichhaltigkeit aufgeschrieben. Die
Aquivalenz 6 nennt man gebundene Umbenennung.

Beweis

1 wissen wir schon, 2 bis 5 rechnet man unmittelbar nach. Man mache 6
als Ubung (wobei man das Substitutionslemma verwende); ohnehin wird die
Allgemeingiiltigkeit der gebundenen Umbenennung aus spéteren Resultaten
folgen. Stellvertretend fiir 7 bis 14 zeigen wir 11. (Die anderen Aussagen
dieser Gruppe folgen hieraus oder werden entsprechend bewiesen.)

Es ist zu zeigen, daf fiir alle D, I, § gilt:
U(IZD’LQ(A — VIB) = U(IZD,[’Q(VI(A — B))

wenn z ¢ Frrei(A). Falls valp r s(A — VaB) = W, hat man valp,rs(Vz(A —
B)) = W unmittelbar aus der Definition von val_ (Ubung).

Sei umgekehrt valp ;3(Vx(A — B)) =W, d. h.

1. Fiir alle d € D: (valp 3i(A) = W = valp 1 ge(B) = W).
Angenommen, es wére valp ; s(A — VaB) = F. Dann gilt also

2. valDJ,B(A) =W

3. valpr3(VeB) = F, d. h.: es gibt ein e € D mit valp 1z (B) = F.
Da x ¢ Frei(A), liefern 2 und das Koinzidenzlemma fiir dieses e:
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4. UCLZD’],@% (A) =W.
Aus 4 und 1 hat man

5. UalDJ,g;(B) =W
im Widerspruch zu 3.

4.3.3 Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 4.3.1
Ist & Frei(A), dann

valp,r,(A) = valp ; ga(A) fiir alle d € D.
Insbesondere: Ist A geschlossen, dann

valp,rp(A) = valp ; ga(A) fiir alle z € Var und d € D.

Ubungsaufgabe 4.3.2
Geben Sie eine geschlossene priadikatenlogische Formel A an, fiir die gilt:

Jedes Modell (D, I) von A hat einen unendlich groflen Grundbereich D.

Ubungsaufgabe 4.3.3
Der Beweis von Teil 2 aus Lemma 4.31 wird durch strukturelle Induktion
iiber A gefiihrt. Beweisen Sie den Induktionsschritt von B auf VaB.

Ubungsaufgabe 4.3.4
Fiir beliebige Mengen P, Q, R, S gilt:

SN = 0

P C QUR N
P=0 = Q#0 PNk #9
QUR C S

Geben Sie eine geschlossene pradikatenlogische Formel A iiber der Signatur

@,{p.q,r, s}, a(p) = alg) = alr) = a(s) = 1}

an, die diesen Sachverhalt modelliert, d.h. jede Interpretation, die die Exten-
sionen von p, ¢, r, s als Mengen interpretiert, ist ein Modell von A.
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Ubungsaufgabe 4.3.5 (First-Order n—Damen Problem)
Auf einem n x n Felder groflen Schachbrett sind n Damen so zu verteilen,
daBl keine eine andere schlagen kann.

Finden Sie geschlossene pradikatenlogischee Formeln g, so, daf fiir allen > 1
gilt:

¢y ist erfiillbar
gdw
das n-Damen Problem hat wenigstens eine Lisung.

Versuchen Sie eine Losung zu finden, bei der die Lange von g, linear mit n
wéchst.

Ubungsaufgabe 4.3.6

Ist M eine Menge von Formeln, in denen auch freie Variablen vorkommen
konnen und A eine Formel, die ebenfalls freie Variablen enthalten kann. Es
gibt zwei Moglichkeiten die Definition der logischen Folgerbarkeit, Def.4.39,
auf diesen Fall auszudehnen.

Moglichkeit 1 Man erweitert den Modellbegriff auf diese Situation

Definition 4.49 (Modell)

Eine Interpretation D iiber X heifit Modell einer Formel A iiber ¥, wenn
fiir jedes B gilt valpg(A) = W.

D heiit Modell einer Formelmenge M, wenn fiir jedes § und jede Formel
B e M gilt valpg(B) = W.

Moglichkeit 2 Wir bilden den wuniversellen Abschluff Cly(A) einer For-
mel (A) mit freien Variablen. Sind xq,...,z, alle freien Variablen in A,
dann ist Cly(A) = V...V, A. Mit Cly(M) bezeichnen wir die Menge
{Cly(B) | B € M}. Jetzt kann die Definition M | A zuriickfithren auf
den variablenfreien Fall durch Cly(M) = Cly(A).

Zeigen Sie, dafl die beiden Mo6glichkeiten zur selben Folgerungsrelation fiithren.

Ubungsaufgabe 4.3.7

Die folgende Aufgabe ist nur sinnvoll, wenn in A freie Variablen vorkommen.
Es soll die Definition 4.49 benutzt werden.

Wenn A ein Modell besitzt, dann ist A erfiillbar. Zeigen Sie, dafl die Umkeh-
rung nicht richtig sein muf.

Ubungsaufgabe 4.3.8
Wie die vorangegangene Aufgabe 4.3.7 ist auch diese nur sinnvoll, wenn in
A freie Variablen vorkommen.
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Wenn zwei Formeln logisch dquivalent sind, dann haben sie dieselben Mo-
delle. Geben Sie zwei Formeln an, die dieselben Modelle haben, aber nicht
logisch dquivalent sind.

Ubungsaufgabe 4.3.9

In der einschlidgigen Literatur findet sich gelegentlich eine zweite Definition
der Folgerbarkeitsbeziehung von Formeln mit freien Variablen, die von der
Definition 4.3.6. Da meist explizit oder stillschweigend angenommen wird,
dafl in Aussagen iiber Ableitbarkeit keien freien Variablen vorkommen, findet
man in der Regel in diesen Texten keinen Hinweis auf die zwei Varianten der
Folgerbarkeitsbeziehung. Hier jetzt die zweite Definition der Folgerbarkeits-
beziehung:

Definition 4.50 (Lokale Folgerbarkeit)
Es sei M C Fors, A € Fors,.

Fiir jede Interpretation von D und jede Belegung 3 gilt
MBEBA &  wennvalpg(M) =W,
dann gilt auch valp g(A) = W.

Wenn eine verbale Unterscheidung nétig ist, nennen wir die in Definition 4.39
definierte Relation |= die globale und = die lokale Folgerungsbeziehung.

Zeigen Sie:

1. 2 schirfer als =: M A = M = A, aber i. a. nicht umgekehrt.
2. AFB & FA—-B < EFEA—-B

3. FA— B = A= B aberi. a. nicht umgekehrt.

4. Ist M variablenfrei, dann gilt fiir alle A:

MEFA & MEA

Ubungsaufgabe 4.3.10
Diese Aufgabe soll zeigen, wie sich die beiden Folgerungsrelationen auf den
variablenfreien Fall zuriickfiihren lassen.

1. A }: B gdW ClvA }:OClvB
2. AFBgdw A= B

Seien x1,...,xy alle freien Variablen in A und B und ¢y, ..., ¢, neue
paarweise verschiedene Konstanten. A entsteht aus A, indem jede Va-
riable x; durch ¢; ersetzt wird. Entsprechend entsteht B aus B.

129



Ubungsaufgabe 4.3.11

Beweisen Sie die folgende Behauptung:

A und B sind logisch dquivalent

gdw Fiir alle D und S gilt valp g(A) = valp s(B).
gdw A B und B A

Ubungsaufgabe 4.3.12
1. Finden Sie eine Formel ¢3 der Pradikatenlogik erster Stufe mit leeren
Vokabular, so dal M = ¢35 genau dann gilt, wenn M genau drei Ele-
mente hat.
Die Formel ¢3 enthilt also als einziges Relationszeichen das Symbol =

fiir die Gleichheit.
2. Geben Sie ¢, fiir beliebige n > 1 an.

Ubungsaufgabe 4.3.13

Definition 4.51
Sei A eine Formel der PL1 ohne freie Variablen. Das Spektrum von A,
spec(A) ist die folgende Menge natiirlicher Zahlen:
spec(A) = {n € IN : es gibt ein Modell D von A,
dessen Universum genau n Elemente hat}
Es kann A auch noch unendliche Modelle besitzen, aber diese spielen fiir die
Definition des Spektrums keine Rolle.

Nach Aufgabe 4.3.12 ist klar, daB es fiir jede endliche Teilmenge F C N eine
erster Stufe Formel Spg gibt mit spec(Spg) = E. Finden Sie

1. eine Formel A mit spec(A) = die Menge aller geraden Zahlen.
2. eine Formel B mit spec(B) = die Menge aller Quadratzahlen.

3. eine Formel C mit spec(C) = die Menge aller Zahlen, die keine Prim-
zahlen sind.

In allen drei Féllen steht Ihnen die Wahl einer passenden Signatur vollig frei.
Kommentar: Das Spektrumsproblem, also die Frage welche Teilmengen von
N konnen als Spektren von Formeln erster Stufe auftreten, hat in der ma-
thematischen Logik und theoretischen Informatik viel Interesse gefunden.
Eine komplexitétstheoretische Charakterisierung wurde bereits 1974 von Jo-
nes und Selman gefunden | ]: Die Klasse SPEC der Spektren stimmt
iiberein mit der Klasse der Teilmengen von N die von einer nichtdetermi-
nistischen Turingmaschine in 2 Schritten erkannt werden koénnen, wobei ¢
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eine Konstante und ¢ die Lénge der Eingabe ist. Dabei wird eine natiirliche
Zahl n in Bindrdarstellung eingegeben, also t & logy(n).

Die Frage ob SPEC unter mengentheoretischen Komplementen abgeschlos-
sen ist, Vermutung von Asser, ist bis heute ungelost.

Ubungsaufgabe 4.3.14
Finden Sie Formeln A und B, die freie Variablen enthalten kénnen, so daf
A |= B gilt aber nicht = A — B.

Ubungsaufgabe 4.3.15
Sei ¢(x,y) die Abkiirzung fiir die Formel

0<yANO<zAzxz<yAy<(z+1)*(z+1).

Fiir ganze Zahlen a,b gilt Z |= ¢la,b] genau dann wenn a positiv ist und b
die positive ganzzahlige Quadratwurzel von a ist. So ist z.B. 2 die positive
ganzzahlige Quadratwurzel von 5.

Geben Sie ein Beispiel, dafl diese Aussage fiir Zj;,; E ¢|a,b] nicht mehr
richtig ist.

Zur Definition von Z, Z;,; siehe Beispiele 4.32 und 4.33 auf Seite 118.

Die Notation Z |= ¢|a, b] ist eine abkiirzende Schreibweise fiir Z, § | ¢ mit
B(z) = a und S(y) = b, siehe Seite 117.

Die Formel ¢ war, in anderer Notation, in | | als Spezifikation fiir die
ganzzahlige Quadratwurzel benutzt worden. Auf den Fehler in der Spezifika-
tion wurde in | | aufmerksam gemacht.

Ubungsaufgabe 4.3.16

In vielen Programmiersprachen gibt es die Moglichkeit Datenwerte abhéngig
von einer Bedingung zu referenzieren, z.B. v = if = 0 then 5 else w.
Konstrukte der Art if ¢ then ¢; else ty nennt man bedingte Terme (con-
ditional terms). In der Definition 4.3 von Seite 97 kommen bedingte Terme
nicht vor. Thre Einfithrung wiirde sogar zu einem vollig neuen Phenomén
fithren: bisher konnten Terme in Formeln vorkommen, aber umgekehrt keine
Formeln in Termen. Das passiert aber in if ¢ then ¢; else t5. In dieser
Aufgabe wollen wir die die formale Einfithrung bedingter Terme untersuchen.
Fiir die Zwecke dieser Ubungsaufgabe erweitern wir die Definition 4.3 um die
folgende Zeile

3. Sind tq, to Terme und ist ¢ eine Formel, so ist if ¢ then t; else ty
ein Term.
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Die zugehorige Semantikdefinition 4.28 wird ebenfalls ergénzt. Sei dazu (D, I)
eine Interpretation des Vokabulars ¥ und g eine Variablenbelegung iiber D.

valD,LB(tl) falls UCLZD’[75<¢) =1

3. valprp(if ¢ then t; else ty) = { valp,1 5(ts) falls valp.y o(6) = O

Zeigen Sie:

1. Finden Sie eine zu
VnVd(jdiv(n,d) = if (n > 0) then div(n,d) else — div(—n,d))
aquivalente Formel ohne if then else .

2. Sei s beliebiger Term in der erweiterten Syntax und occ ein Vorkom-
men eines bedingten Terms if ¢ then t; else ty in s. Mit sy, bzw.
so bezeichnen wir die Terme, die aus s entstehen, wenn man occ ersetzt
durch ¢y, bzw. t5. Dann gilt fiir jede Interpretation (D, ) und Varia-
blenbelegung 3

val(sy) falls wal(¢) =W
val(s) = { UGZESQS falls valEqﬁ; =F
wobei wir der Kiirze halber nur val geschrieben haben anstelle von
val D,1,5-

3. Sei F eine quantorenfreie Formel und occ ein Vorkommen eines beding-
ten Terms if ¢ then t; else tyin F. Sei F} die Formel, die entsteht,
wenn man occ in F' ersetzt durch ¢; and F; die analog entstehende For-
mel, wenn occ durch ¢y ersetzt wird. Dann gilt

F < (pNFL)V (mo A Fy)

4. 7Zu jeder Formel F' in der erweiterten Syntax gibt es eine logisch dquivalente
Formel GG, die keine bedingten Terme enthélt.

Ubungsaufgabe 4.3.17
In einem Tutorium zur Vorlesung Formale System wurde die folgende Ver-
mutung diskutiert:

Sei F' eine Formel, in der genau die Variablen z,y vorkommen.
Auflerdem wird angenommen, daf in F' nur einstellige Pradikatszeichen
und keine Funktionszeichen vorkommen. Dann ist

VedyF — JyVaF
allgemeingiiltig.

Stimmt diese Vermutung?
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4.4 Normalformen

Wie in der Aussagenlogik wollen wir die aufgefithrten Félle logischer Aquiva-
lenz benutzen, um fiir priadikatenlogische Formeln Normalformen herzustel-
len. Wir beginnen mit der Einfachsten.

Definition 4.52 (Negationsnormalform)

Eine Formel A € Fory ist in Negationsnormalform, wenn jedes Negati-
onszeichen in A vor einer atomaren Teilformel steht.

(Insbesondere kommt keine Teilformel der Form ——B in A vor.)

Lemma 4.53
Zu jeder Formel A gibt es eine logisch dquivalente Formel B in Negations-
normalform.

Definition 4.54
Eine Formel A € Fory heifit bereinigt, wenn

o Frei(A)NBd(A) =10
e die hinter Quantoren stehenden Variablen paarweise verschieden sind.

Satz 4.55
Zu jeder Formel A gibt es eine dquivalente bereinigte. Sie 148t sich aus A
algorithmisch herstellen.

Beweis
Man wende die gebundene Umbenennung an nebst dem Ersetzungstheorem.

Definition 4.56 (Prinexe Normalform)
A € Fory, hat Prdinex-Normalform, wenn A die Gestalt hat

lel s annB
mit Q; € {V,3}, z; € Var(i = 1,...,n) und: B ist eine quantorenfreie
Formel. Man nennt B auch die Matrix von A.

Satz 4.57
Zu jeder Formel A gibt es eine dquivalente in Pranex-Normalform. Sie 148t
sich aus A algorithmisch ableiten.
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Beweis

Nachdem man A bereinigt hat, wende man von innen nach aufen die Aqui-
valenzen 7 bis 14 in Satz 4.48 (Seite 125) auf Teilformeln an, um sukzessive
Quantoren ,,nach links zu schieben“.

Bemerkungen

Beim geschilderten Verfahren bleibt die Eigenschaft , bereinigt® erhalten.
Man beachte, dal die Pranex-Normalform einer Formel A i. a. nicht eindeutig
bestimmt ist. Abhéingig von der Reihenfolge der angewandten Aquivalenzen
kann man z. B. aus

Vap(z) — Yyq(y)
sowohl Jzvy(p(z) — q(y))
als auch Vy3z(p(r) = q(y))
erhalten.

Beispiel 4.58 (Prinex Normalform)

Aus Vy (Vx Yy p(z,y) — Jz r(z,y)) erhilt man sukzessive:

)

Vy(Ve Vz p(x, z) — Ju r(u,y)
Vy3x(Vz p(z, 2) = Ju r(u,y))
Vy dz Fz(p(x, z) — Ju r(u,y))
Vy dz 3z Ju(p(x, z) = r(u,y))

Eine Formel in Prénex-Normalform 148t sich noch weiter normieren. Fiir
quantorenfreie Formeln koénnen wir in unmittelbarer Ubertragung der Defi-
nition aus der Aussagenlogik sagen, wann eine solche in disjunktiver bzw.
konjunktiver Normalform ist. Mit Hilfe der Tautologien 148t sich eine Formel
in Pranex-Normalform dann in eine dquivalente iiberfithren, deren Matrix in
DNF oder KNF ist.

4.4.1 Skolem-Normalform

Wir gehen zum Abschlufl auf eine Normalform ein, die noch wesentlich re-
striktiver ist als etwa die Pranex-Normalform mit Matrix in KNF. Allerdings
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kann man jetzt nicht mehr zu beliebig vorgelegter Formel A eine Formel A’ in
dieser neuen Normalform erhalten, welche logisch dquivalent zu A wére. Nur
eine viel schwichere Aquivalenz zwischen A und A’ 18t sich erreichen: A’
besitzt genau dann ein Modell, wenn A eines hat. Fiir das wichtigste Anwen-
dungsgebiet dieser Normierung reicht das aber auch aus: Die Uberfiihrbarkeit
einer Formel in ,,Skolem-Normalform“ ist grundlegend fiir die Theorie des au-
tomatischen Beweisens.

Als Vorbereitung auf das néchste Lemma betrachten wir anhand dreier For-
meln die alternativen Moglichkeiten einen Sachverhalt unter Benutzung von
Existenzquantoren auszudriicken (Beispiel 4.59) oder durch Einfiihrung ent-
sprechender Funktionszeichen (Beispiel 4.60). Das Vokabular ¥ sei durch die
Relations- und Funktionszeichen {<,+,0,1} gegeben, die in der Interpreta-
tion A iiber dem Universum der natiirlichen Zahlen in der iiblichen Weise
interpretiert werden. Mit X1, Yo, 33 bezeichnen wir die jeweilige Erweiterung
von X um ein einstelliges Funktionszeichen do, um ein einstelliges Funktions-
zeichen gr bzw. um ein zweistelliges Funktionszeichen diff.

Beispiel 4.59 (Darstellung mit Existenzquantor)
1. Va3dy(y =z + )

2. Vady(z < y)
3. VaVydz(x <y —wxz+ 2 =1y)
Beispiel 4.60 (Darstellung mit Funktionszeichen)
1. Vz(do(z) = + x)
2. Va(r < gr(x))
3. VaVy(x <y — x + diff (z,y) = y)

Alle drei Formeln aus Beispiel 4.59 sind offensichtlich in der Interpretation
N wahr. Damit die Formeln aus Beispiel 4.60 in den entsprechenden Er-
weiterungen auf die Signaturen ¥;, bezeichnet mit N7, My, N3 wahr werden,
miissen die neuen Funktionszeichen richtig interpretiert werden:

Beispiel 4.61

1. Dieser Fall ist einfach, da wir fiir die Definition der Interpretation des
Funktionszeichens do in N, keine Wahl haben:
Setze doNt(d) = d + d
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2. Hier gibt es sehr viele Moglichkeiten fiir die Wahl einer Interpetation
von gr. Die einzige Forderung, die erfiillt sein muf} ist, dafl der Funkti-
onswert grosser als das Argument ist. Also etwa:

Setze gr?(d) = d + 1

3. Hier setzen wir etwcalx: i talls d p

e N 2 — a1 lalls a1 < da

diff ™ (dy, dz) = 0 sonst

Der Wert im Fall dy < d; ist hier willkiirlich gewahlt, aber das stort
nicht die Aquivalenz von VaVy3z(z < y — 42 = y) zu VaVy(z < y —
x+diff (x,y) = y), denn wenn die Pramisse der Implikation nicht erfiillt
ist, dann ist die ganze Formel wahr, unabhéngig davon, was rechts des
Implikationspfeiles steht.

Lemma 4.62 (Beseitigen von Existenzquantoren)
Gegeben sei eine geschlossene Formel iiber Y der Gestalt

V... Vr,dyB,

in der x1,...,x,,y paarweise verschieden sind und zy,...,x, ¢ Bd(B) (n =
0 ist erlaubt, die Formel ist dann JyB). Wir erweitern ¥ um ein neues,
n—stelliges Funktionssymbol g zu einer Signatur X, (d. h. Fy, = Fy U {g}
und as, (g) = n).

Dann gilt

Vi ...Vr,dyB hat ein Modell iiber ¥

& V.. Ve {y/g(z1,...,x,)}(B) hat ein Modell iiber X,.
Beweis
=

(D, I) sei Modell von Vz; ...Vx,JyB. Das bedeutet: Zu jedem (dy,...,d,) €
D" gibt es ein e € D, so daB fiir jede Variablenbelegung g gilt

(Dabei steht Ggt-dn¢ kurz fir (... (B%)...)%)S. Im Falle n = 0 lautet die

,,,,,

obige Aussage einfach: Es gibt e mit valDJﬁ;(B) = W fiir alle 3.)

Es sei g : D" — D eine Funktion, die zu jedem (dy,...,d,) ein solches e
festlegt. Also:

fiir alle (dy,...,d,) und g.
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Zur erweiterten Signatur Y, definieren wir die Erweiterung I, von I durch

I,(9) = g.

Nach dem Substitutionslemma gilt dann fiir (D, I,), jede Variablenbelegung
S und alle (dy,...,d,) € D™

UalD,Ig,ﬁ;l} """ jg({y/g(xlv S ’xn)}<B))

,,,,,

:UCLZ dy,e.es dn,g(dq,..., d B
DI, 55k »(B)

:valD,I,,Bgi ..... iﬁ:i(dl ,,,,, dn)(B)

da I, und I auf den Signatursymbolen in B iibereinstimmen
=W

Es folgt, da8 (D, I;) Modell von Vz; ..V, {y/g(x1,...,x,) }(B) ist.
<~

,,,,,

Die Formel
Vay .. Ve {y/g(x1,...,2,)}(B) = Vo, ...V2,JyB

ist allgemeingiiltig. (Korollar zum Lemma 4.37 auf Seite 122). Jedes Modell
(D, 1,) von Vi ... Ve, {y/g(x1,...,x,) }(B) (iiber £,) ist also auch Modell
von Ve ...Vz,3yB. Da die letztere Formel das neue Symbol g nicht enthilt,
hat sie auch (D, I) mit

I := Einschrénkungen von I, auf Fy U Py,

zum Modell. (D, I) ist Interpretation iiber X.

Definition 4.63 (Skolem-Normalform)
Eine Formel ist in Skolem-Normalform, wenn sie

e geschlossen ist

o die Gestalt hat
Va,...V2,B

(nur Allquantoren im Préfix), mit quantorenfreiem B

e die Matrix B in KNF ist.
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Satz 4.64
Zu jedem A € Fory, gibt es eine endliche Erweiterung >, von Y und eine
Formel Ay, € Fory,, mit

e A, ist in Skolem-Normalform

o A, hat ein Modell genau dann, wenn A ein Modell hat.

A,y 148t sich aus A algorithmisch erhalten.

Beweis

Nachdem wir A bereinigt und in Préanex-Normalform gebracht haben, bilden
wir den Allabschlufl und wenden dann — im Préfix von links nach rechts
fortschreitend — Lemma 4.62 an, um der Reihe nach alle Existenzquantoren
zu beseitigen. Die Matrix der erhaltenen Formel wird durch die bekannten
Tautologien in KNF gebracht.

Bemerkung

Die bei Anwendung von Lemma 4.62 neu eingefithrten Funktionssymbole
nennt man Skolemfunktionen, im nullstelligen Fall Skolemkonstanten. Das
Verfahren selber heifit Skolemisierung. Man beachte, dafi die neue Signatur
Ysk von der vorgelegten Formel A abhéngt.

Beispiel 4.65

Gegeben:

Va(3y(p(y)) A 3z(q(z, 2)))
Préanex Normalform:

VaIy3z(p(y) A q(z, 2))

Skolem Normalform:

Va(p(fi(z)) A q(z, fo(x)))
Beispiel 4.66

Gegeben:

Jz(p(w, z) V Vy(q(w, z,y) A3z r(y, 2)))
All-Abschluf3:

Vw Jz(p(w, ) V Vy(q(w, z,y) A Iz r(y, 2)))
Pranex Normalform:

Yw Jx Yy Jz(p(w, z) V (q(w, z,y) Ar(y, 2)))
Skolemisierung:
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Vw Vy(p(w, fl(w>> \% <Q<w7 fl(w>7 y) A T(y, f2(w7 y))))
Matrix in KNF, Skolem Normalform:

Vw Vy((p(w, fr(w))Va(w, fr(w),y))A(p(w, fr(w))Vr(y, f2(w,y))))

4.4.2 Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 4.4.1

Weshalb haben wir die Voraussetzung machen miissen, dafl = nicht in den
Formeln in M auftritt? Was wére eine naheliegende Verallgemeinerung des
Begriffs der Herbrand-Algebra, bei der der obige Satz auch bei Formeln mit
= richtig bleibt?

Mengen von variablenfreien Formeln ohne = — wie oben Grundinstanzen(M)
— haben besonders schone Eigenschaften, auf die wir zum Schlufl noch hin-
weisen wollen. Wir wollen etwa annehmen, dafl die Formeln in konjunkti-
ver oder disjunktiver Normalform vorliegen. Das nachfolgende Lemma zeigt
dann, weshalb solche Formeln giinstig sind: insbesondere fiir automatisches
Beweisen mit der Resolutionsregel.

Definition 4.67

Ein Literal ist ein Atom oder negiertes Atom. Es heifit positives Literal im
ersten und negatives im zweiten Fall. Ein Grundliteral ist ein Literal ohne
Variable. Ein komplementires Paar von Literalen ist ein Paar {L,—-L} (L
Atom).

Lemma 4.68
Fiir eine Konjunktion Ly A ... A L, k > 1, von Grundliteralen gilt:

1. Ly A ... A Ly ist nicht allgemeingiiltig

2. LiA...ALg hat ein Modell < {L4, ..., Ly} enthélt kein komplementéres
Paar

Fiir eine Disjunktion Ly V...V Lg, k > 1 von Grundliteralen gilt:

3. Ly V...V L hat ein Modell

4. Ly V...V Ly ist allgemeingiiltig < {L1,..., Ly} enthilt ein komple-
mentéres Paar
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Beweis
1. ist trivial.
Zu 2.

Falls die Konjunktion Ly A ... A Lj ein komplementéres Paar enthélt, kann
sie sicherlich kein Modell haben.

LiA...ALy, enthalte kein komplementéres Paar. Uber der gegebenen Signatur
¥ betrachten wir die Herbrand-Algebra (Term%, I), in der festgelegt wird

1) = {(trs- . )l st € Termpltr, . ta) € {Ln, .., Li}}

fiir Pradikatsymbole p einer Stelligkeit n > 1;
I(P)=W: = Pe{ly,..., L}

fiir aussagenlogische Atome P.

Wir zeigen, da (Term$, I) Modell jedes L; ist (i =1, ..., k), mithin Modell
von L1 A ... N\ Ly.

Wenn L; Atom ist, etwa L; = p(ty,...,t,), dann (t1,...,t,) € I(p) nach Defi-
nition von I, d. h. valyemo 1 (p(th, - - - 10)) = valpermy 1 ( ;) = W. Ist L; nega-
tives Literal, etwa L; = —p(ty, ..., t,), dann gilt p(t1,...,t,) & {L1,..., Ly},
da es keine komplementére Paare gibt. Also ist valTerT%’ 1(p(ty, ... ty) =F
und damit valypem 1(Li) = valpermo 1(—p(ty, - - - tn)) = W. Entsprechend ist
die Situation fiir aussagenlogische Atome P.

Zu 3.:

Insbesondere hat jedes einzelne Grundliteral stets ein Modell, also auch jede
Disjunktion Ly V...V L.

Zu 4.
SchlieBlich gilt

Ly V ...V Liist allgemeingiiltig < —(L; V ...V Li)hat kein Modell

da die L; geschlossen sind und 4. ergibt sich aus 2..
Ubungsaufgabe 4.4.2

1. Wo haben wir im Beweis von Lemma 4.62 verwendet, daf} die Aus-
gangsformel geschlossen ist?
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2. Wo haben wir die Voraussetzung verwendet, da z1,...,z, ¢ Bd(B)?

Ubungsaufgabe 4.4.3

Natiirlich braucht A, durch A bei weitem nicht eindeutig bestimmt zu sein.
Man mache sich das an Beispielen klar. Ferner finde man Beispiele dafiir, dafl
Age und A nicht logisch dquivalent zueinander sind.

Ubungsaufgabe 4.4.4

Die Elimination von Existenzquantoren kann auch ohne vorherigen Ubergang
zur pranexen Normalform erhalten werden. Dazu definieren wir rekursiv fiir
Formeln A in Negationsnormalform:

o sk(A)= A, falls A ein Atom oder das Negat eines Atoms ist.
E( ) = sk(A) A\ sk(B)

o sk( ) = sk(A) V sk(B)

o sk(VrA) =Vask(A)

»

ANB
AV B

o sk(IxA) = sk(x/f(y1,...yn)), wobei y1, ...y, alle freien Variablen in
Jz A sind.

1. Zeigen Sie, dafl A und sk(A) erfiillbarkeitsdquivalent sind.
2. Berechnen Sie sk(A) fiir die Formeln aus Beispiel 4.65 und 4.66

Ubungsaufgabe 4.4.5
Berechnen Sie zuerst die Pranex Normalform und dann die Skolem Normal-
form fiir folgende Formeln:

L. (Vz p(x) = Vz q(z)) = Va(p(z) = q(z))

2. 3z(Vy p(z,y) V 3z(p(x, 2) AV p(z,2)))
Ubungsaufgabe 4.4.6
In der zweiten Version des Satzes von Herbrand, Satz 5.64, war die Allge-
meingiiltigkeit einer existentiellen Formel charakterisiert worden.

Gilt auch die folgende Aussage iiber die Erfiillbarkeit einer existentiellen For-
mel. Die Voraussetzungen seien wie in Satz 5.64:

Jx¢ ist erfiillbar
gdw

es gibt eine natiirliche Zahl n und Grundterme t4,...,t,, sodafl
o(t1) V...V o(t,) erfillbar ist.
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Kapitel 5

Beweistheorie
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5.1 Einleitendes Beispiel

Eine der Wurzeln der modernen Logik ist das Interesse an einer systemati-
schen Analyse des menschlichen Denkens. Nun kann man sich viel denken.
Wir fokussieren in dieser Vorlesung auf den Teil des menschlichen Denkens,
den man mit logischem Schlieffen enger eingrenzen kann. Als ein Beispiel
betrachten wir die Herleitung einer Antwort auf die Frage Kann mein Bru-
der mein Schwager sein?" Nehmen wir mal fiir den Augenblick an, mein
Bruder wére mein Schwager. Als néchstes brauchen wir eine Erkldrung, was
ein Schwager ist. Nach allgemeinem Sprachgebrauch ist das der Bruder mei-
ner Frau. Wenn aber mein Bruder auch der Bruder meiner Frau ist, dann ist
meine Frau meine Schwester. Das ist nach dem deutschen Eherecht verboten.
Also kann mein Bruder nicht mein Schwager sein.

Betrachten wir das Argument etwas systematischer. Geben wir als erstes
meinem Bruder den Namen Bruno und schreiben Zeile um Zeile auf, was wir
auf jeder Stufe der Argumentation wissen.

1. Bruno ist mein Bruder.
2. Bruno ist mein Schwager.
3. Wenn jemand mein Schwager ist, dann ist er ein Bruder meiner Frau.

4. Nach deutschem Eherecht darf niemand mit seiner Schwester verheira-
tet sein.

Dabei beschreiben 1. und 2. eine aktuelle Situation, 3. ist eine Definition des
Begriffs Schwager und 4 beschreibt ein allgemeines Faktum. Aus 3 und 2
konnen wir dann schliefen auf

5. Bruno ist ein Bruder meiner Frau.

In der informellen Argumentation haben wir aus 1. und 5. ohne Zwischen-
schritte erschlossen, dafl meine Frau meine Schwester sein mufl. Das beruht
darauf, dafl wir ein unmittelbares Versténdnis haben, was Bruder und Schwe-
ster bedeutet. Um die gesamte Argumentation transparent zu machen, sollten
wir dieses Hintergrundwissen explizit in der Liste auffiihren.

6. Wenn jemand gleichzeitig mein Bruder und der Bruder einer Frau ist,
dann ist diese Frau meine Schwester.

Ich bedanke mich bei meinem fritheren Kollegen Wolfgang Schonfeld, von dem ich
dieses Beispiel zum ersten Mal gehort habe.
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Daraus konnen wir dann schlieflen
7. Meine Frau ist meine Schwester.

Die Aussagen 4 und 7 stehen in einem Widerspruch. Die eingangs fiir einen
Augenblick gemachte Annahme ist widerlegt. Zusammenfassend stellen wir
fest, dafl die Aussagen in den Zeilen 1, 2, 3, 4 und 6 Fakten sind, entweder
allgemeine Fakten oder in der augenblicklichen Situation angenommene. Nur
die Zeilen 5 und 7 werden aus vorangegangen Zeilen durch einen logischen
SchluB gewonnen. Beide Schliisse folgen demselben Muster.

Schlufl vom Allgemeinen zum Besonderen In Zeile 3 wird iiber ei-
ne beliebige Person gesprochen, durch das Wort jemand umgangssprachlich
ausgedriickt. Daraus folgt dann insbesondere

wenn Bruno mein Schwager ist, dann ist Bruno der Bruder meiner Frau.

Ebenso wird in 6 unspezifisch von jemand und einer Frau gesprochen. Daraus
folgt die spezielle Aussage

wenn Bruno gleichzeitig mein Bruder ist und der Bruder meiner Frau, dann
ist meine Frau meine Schwester.

Modus Ponens Wenn eine Aussage der Form wenn A, dann B bekannt
ist und auflerdem A, dann kann man auf B schliefen. Diese seit der Antike
bekannte logische Schlufifigur ist unter dem Namen modus ponens in der
philosophischen Logik bekannt. Zeile 5 unserer Beispielargumentation wird
aus Zeile 2 und dem obigen Zwischenschritt

wenn Bruno mein Schwager ist, dann ist Bruno der Bruder meiner Frau
durch Anwendung des modus ponens gewonnen.
Die Zeile 7 folgt aus den Zeilen 1 und 5 und dem Zwischenschritt

wenn Bruno gleichzeitig mein Bruder ist und der Bruder meiner Frau, dann
ist meine Frau meine Schwester

Wir wollen noch einen letzten Schritt gehen und die obige Argumentation in
einer formalen Sprache aufschreiben. In der bisherigen Darstellung wurde be-
wuflt nur natiirliche Sprache benutzt um zu dokumentieren, dafl die Analyse
logischen Schliefens zunéchst nicht an eine formale Sprache gebunden ist.
Aber wir haben mit der Préadikatenlogik erster Stufe eine geeignete formale
Sprache zur Verfiigung und wollen sie jetzt auch einsetzen. Das dabei be-
nutzte Vokabular umfafit die Konstantensymbole Bruno als Bezeichnung fiir
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meinen Bruder , und ¢ als Bezeichnung fiir mich. Auflerdem die zweistelligen
Relationszeichen bruder(a, b), schwager(a,b), schwester(a,b) und das Funk-
tionszeichen fr fiir Frau. Bei der Formalisierung fallt uns auf, daff in Aussage
6 von einer Frau gesprochen wird. Wir brauchen also noch eine einstelligen
Relationszeichen w fiir weiblich. An dieser stelle fallt uns noch etwas auf, was
in einer informellen Argumentation als offensichtlich angenommen wird, daf§
die Ehefrau einer Person weiblich ist. Diese Faktum fiigen wir hinzu. Damit
konnen wir die obige Beweisfithrung wie folgt formalisieren, wobei wir jetzt
auch die in der Analyse identifizierten Zwischenschritte mit auffiithren.

1. bruder(Bruno,1)

2. schwager(Bruno, 1)

3. w(fr(i)

4. Yz(schwager(z,i) — bruder(z, fr(i)))

5. Vx(—schwester(fr(z),z))

VaVy(bruder(x,i) A bruder(z,y) A w(y) — schwester(y,i))
schwager(Bruno, i) — bruder(Bruno, fr(i))

bruder(Bruno, fr(i))

A =

bruder(Bruno, i) A bruder(Bruno, fr(i)) A w(fr(i))
— schwester(fr(i), 1)

10. schwester(fr(i),q)
11. —schwester(fr(i),1)

12. Widerspruch!

Die Beweisregel, welche als Ergebnis Zeile 7 aus Zeile 4 liefert kann anschau-
lich dargestellt werden als

Va(schwager(x,i) — bruder(z, fr(i)))
schwager(Bruno, i) — bruder(Bruno, fr(i))

oder allgemein

Va(¢(z))

(t)

wobel t ein Term ist.
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Die modus ponens Regel, welche Zeile 8 aus den Zeilen 2 und 7 liefert stellen
wir gleich in allgemeiner Form vor

A—-B A
B

Die beiden Regeln modus ponens und der Schlufl vom Allgemeinen zu Beson-
deren sind als Beispiele gedacht zur Vorbereitung der systematischen Unter-
suchung von Regelsystemen in Rest dieses Kapitels.

Vorher wollen wir aber noch einmal zu dem einleitenden Beispiel zuriickkehren
und es um ein paar Schritte erweitern. Die Aussage 6 auf Seite 143 wirkt ein
bisschen gekiinstelt. Sie ist so konstruiert, dafl sie in den Beweis passt. Eine
konsequente Formalisierung von Hintergrundwissen konnte z.B. eine Defini-
tion der Bruder- bzw. Schwesterrelation sein. Genauer wird es die Reduktion
dieser beiden Begriffe auf die drei grundlegendere Begriffe sein:

kind(k,m,v) soll heiflen k ist Kind von m (Mutter) und v (Vater)
weibl(a) soll heiflen @ ist weiblich
maenn(a) soll heiflen @ ist ménnlich

Die gewiinschten Definitionen kénnten dann so aussehen:

8. schw(ay,as) <> JyIz(weibl(ay) A kind(ay,y, z) A kind(as, y, 2))

9. brd(ai,as) <« JyIz(maenn(ar) A kind(ar,y, z) A kind(ag,y, 2))
Aus diesen Definition kann man ableiten.

10. schw(ay, az) A schw(ay, as) A weibl(as) — schw(ag, as)
11. schw(ay,az) A schw(ay,az) A maenn(ay) — brd(as, as)
12. brd(ay, az) A brd(ai, az) A maenn(ay) — brd(az, as)

13. brd(ay,as) A brd(ay,az) A weibl(ay) — schw(az, as)

Die Aussage 6 auf Seite 143 folgt jetzt aus 13 und dem néchsten Stiick Hinter-
grundwissen, dafl eine Ehefrau weiblich ist.

Im folgenden Text betrachten die Aussage 10 genauer. Die Analyse der
iibrigen drei Aussagen verlauft analog und bleibt dem Leser iiberlassen.

Welche logischen Schlussregeln braucht man um, z.B., 10 aus der Definition
abzuleiten? Als erstes ersetzen wir eine atomare Formel durch ihre Definition.

Das fithrt zu:
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14. FJyIz(weibl(ay) A kind(ay,y, z) A kind(az,y, 2))A
JyTz(weibl(ay) A kind(ay, y, z) A kind(as, y, z))A
weibl(asz) —  schw(ag, az)

Als néchstes machen wir die beiden Existenzquantoren explizit. Wenn ein
Element existiert, dann geben wir ihm einen Namen und ersetzen jedes
Vorkommen der quantifizierten Variablem durch diesen Namen. Natiirlich
miissen wir einen Namen wiahlen, der neu ist, in dem bisherigen Kontext
noch nicht vorkommen ist. Wir entscheiden uns fiir my, ms fiir die dy Quan-
toren und vy, vy fiir die 3z Quantoren.

16. weibl(ay) A kind(ay, my,v1) A kind(ag, my, v1)A
weibl(ay) N kind(ay, ma, v2) A kind(as, ma, vo)A
weibl(asz) —  schw(ag, a3)

An dieser Stelle treffen wir auf ein haufig auftretendes Phénomen: wir kom-
men nicht weiter weil ein weiteres Stiick der Formalisierung des Kontextes
fehlt: die Eltern eines Kindes sind eindeutig, oder als Formel:

17. VxVy1Vy2V21VZl(
kind(z,y1, z1) A kind(x, y2, 22) = (11 = y2 A 21 = 22))

Mit Hilfe von 17 kénnen wir aus 16 folgern:

18. weibl(ay) A kind(ay, my,v1) A kind(ag, my, v1)A
weibl(ay) A kind(ay, ma, v2) A kind(as, mg, vg)A
weibl(as) — My =My AV = Vg

Der néchste Schritt kommt aus der Gleichheitslogik. Wir machen Gebrauch
von 18 und ersetzen in 16 Gleiches durch Gleiches, d.h. my durch m; und v,
durch v; und erhalten die neue Beweisverpflichtung:

19. weibl(ay) A kind(ay, my,v1) A kind(az, mq, v1)A
weibl(ay) A kind(ay, mq,v1) A kind(as, my, v)A
weibl(as) —  schw(ag, a3)

Die linke Seite der Implikation kann man abschwéchen, in dem die konkre-
ten Namen mq, v; dort, wo sie vorkommen, durch Existenzaussagen ersetzt
werden. Das fiithrt zu

19. FJy3z(kind(as,y, z) A kind(as, y, z) A weibl(az))
Aweibl(ay) A kind(ay, my,vy) —  schw(ag, az)
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Jetzt konnen wir die Definition aus 8, in der umgekehrten Richtung wie beim
ersten Mal und erhalten die Tautologie:

21.  schw(ag, az) A weibl(ay) A kind(ay, my,v1) — schw(ag,as)

Hiermit schlieflen wir das motivierende Beispiel ab.

Im weiteren Verlauf diese Kapitels wollen wir, wie angekiindigt, Regelsyste-
me fiir das logische Schlielen untersuchen. Solche Regelsysteme nennt man
in der formalen Logik auch Kalkiile. In der philosophischen Logik wurden
Kalkiilregeln gerechtfertigt durch einen Appell an die Intuition. Es gibt ei-
ne erstaunliche Ubereinstimmungen dariiber, was verschiedene Personen fiir
einen korrekten logischen Schlufl halten. In der mathematischen Logik nen-
nen wir einen Kalkiil korrekt, wenn jede aus der leeren Menge ableitbare
Formel allgemeingiiltig ist. Ein Kalkiil heifit vollstdndig, wenn, umgekehrt,
jede allgemeingiiltige Aussage in ihm hergeleitet werden kann. Es gibt ei-
ne erstaunliche Fiille verschiedener korrekter und vollstandiger Kalkiile. Wir
wollen vier davon behandeln:

e Hilbert-Kalkiil
e Resolutionskalkiil
e Tableaukalkiil
e Sequenzenkalkiil

Der Hilbertkalkiil ist wegen seine wissenschaftsgeschichtlichen Bedeutung
interessant und von allen vier Kalkiilen dem menschlichen Schlieen am
néichsten. Der Resolutionskalkiil ist fiir das automatische Beweisen erfun-
den worden und auch heute noch der Kern vieler Theorembeweiser. Der Ta-
bleaukalkiil bildet in besonders einfacher und direkter Weise das semantikbe-
zogene Schliefen nach. Sequenzenkalkiile, manchmal auch Gentzen-Systeme
genannt, wurden von Gerhard Gentzen in | ] (siehe auch | ]) ein-
gefiihrt fiir beweistheoretische Untersuchungen. Eine umfassende Darstellung
unter besonderer Beriicksichtigung der Bedeutung des Kalkiils fiir das auto-
matische Theorembeweisen findet man in | ]. Der Sequenzenkalkiil ist
eine einfache Variante eines Tableaukalkiils, der als Vorbild fiir viele Im-
plementierungen von Theorembeweisern dient. Der Tableaukalkiil ist aus
padagogischer Sicht fiir die Prédsentation in einer Vorlesung besser geeignet.

Alle vier Kalkiile prisentieren wir die Kalkiilreglen zunéchst fiir die Aus-
sagenlogik und danach fiir die Préadikatenlogik. Fiir Hilbertkalkiil und Re-
solutionskalkiil beschrinken wir Korrektheits- und Vollstdndigkeitsuntersu-
chungen ausschliellich auf die aussagenlogische Version. Der Schwerpunkt
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liegt auf dem Tableaukalkiil, wo wir auch Korrektheit und Vollstandigkeit
fiir die Pradikatenlogik betrachten. Fiir den Sequenzenkalkiil fiihren wir nur
vor, in welcher Weise er als Variante des Tableaukalkiils verstanden werden
kann.
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5.2 Hilbertkalkiil

DAvID HILBERT ist einer der wesentlichen Begriinder der aziomatische Logik.
Seine Arbeiten markieren den Ubergang der Logik von einer philosophischen
Disziplin zur Mathematischen Logik.

Kalkiile vom Hilbert-Typ sind weniger auf Effizienz (Kiirze der Beweise)
und Komfort (leichtes Finden von Beweisen, Flexibilitdt im Formulieren von
Beweisideen) hin ausgelegt, als auf Sparsamkeit.

Die nachfolgende Darstellung folgt im wesentlichen | ].

5.2.1 Axiome und Regeln

Der folgende Kalkiil arbeitet nicht auf der vollen Sprache For0sy;, sondern auf
ihrer Einschrankung auf die Basis {—, —,V}. Will man Formeln der vollen
Sprache behandeln, mufl man 1, 0, A, V, <+ und 3 durch ihre Definitionen
in dieser Basis ersetzen.

Definition 5.1 (Hilbertkalkiil)

Der Hilbertkalkiil (fiir eine Signatur ¥) bezeichnet mit H (genauer mit Hy)wird
durch die folgenden Axiome und Regeln gegeben:

Axiome und Regeln werden als Schemata angegeben. x,, z, ... stehen fiir
Variablen, f fiir ein Funktionssymbol, p fiir ein Relationssymbol, ¢ fiir einen
Term, A, B, C' stehen fiir Formeln.

Axiome
Axl A— (B— A) (Abschwiichung)
Ax2 (A-(B—=C))—= (A= B)—=(A—=0)) (Verteilung von —)
Ax3 (mA— -B) = (B— A) (Kontraposition)
Ax4 VzA — {x/t}(A) wobei {x/t} kollisionsfrei fiir A (Instantiierung)
Ax5 Vz(A — B) — (A — VaB) wobei z & Frei(A) (V-Verschiebung)
Gll z==z (Reflexivitét
G2 z=y—y=u=x (Symmetrie)
GB3 z=y—(y=z—a=2) (Transitivitét)

yi
GU 1=y = (== (.. (Tpn=yn— [T, 20) = f(Y1,- -, Yn)) - -
G z=y1 = (x2=ys— (.. (@n =yn = p(x1,...,T0) = (Y1, Yn)) - ..

Regeln
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AA— B

Mp: 5

(Modus ponens)

A ..
Gen: VA (Generalisierung)
Ableitbarkeit im Hilbertkalkiil wird bezeichnet mit Fg.

Lemma 5.2
Jedes Axiom von H ist allgemeingiiltig.

Beweis Direktes Nachrechnen

Beispiel 5.3
Fiir jede Formel A gilt: by A — A.

Beweis Wir geben eine Ableitung aus ) an.

L. (A—>((&_4)—>$))—>((A—>(A—>A))—>(A—>\/}_/))
(Ax2) B c B c

2. A= (A= A) = A) Ax1

3. (A (A—A)) - (A— A) Mp auf (2),(1)

4. A= (A— A Ax1

5. A— A Mp auf (3),(4)

H eignet sich nicht besonders gut, um Ableitungen zielgerichtet zu finden.
Einiges hierzu 148t sich gleichwohl sagen.

Zunéachst einmal haben wir das folgende ,, Kompositionslemma*

Lemma 5.4 (Komposition mittels Modus ponens)
Mll_HA, MQ"H()A—>B = M UM, B.

Das wichtigste Instrument jedoch fiir das Finden einer Ableitung bildet der
folgende Satz, der eine bestimmte Austauschbarkeit zwischen dem meta-
sprachlichen Operator Fgg und dem objektsprachlichen Operator — zum
Inhalt hat.
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Satz 5.5 (Deduktionstheom)
Fiir beliebige Formelmengen M und Formeln A, B, wobei A eine geschlossene
Formel (siche Def. 4.9 auf Seite 100) ist, gilt:

Beweis Wir lassen den Index H weg.

= .
Es gelte M + A— B. Dann
MuU{A} + A— B. (erstrecht)
MuU{A} + A (trivialerweise)
MuU{A} + B (Mp)
~.

Es gelte: MU{A} F B. Sei (Ay, ..., A,,) Ableitung von B aus M U{A}. Wir
wollen zeigen: M H A — B,d. h. M F A — A,,. Wir zeigen sogar fiir alle
ie{l,...,m},daB M F A — A;, und zwar durch Induktion iiber 7. Sei i
mit 1 < ¢ < m gegeben. Nehmen wir also an, daf fiir alle j < ¢ schon gezeigt
ist: M =A— Aj.

Fall 1:
A; € MU Ax1 U Ax2 U Ax3. Dann gilt:
M+ A, (trivial)
Fall 2:

A; = A. In Beispiel 5.3 haben wir schon gezeigt: M = A — A;.
Fall 3:

Es gibt j < und k < ¢ mit A, = A; — A;. Nach obiger Annahme (Indukti-
onsvoraussetzung) wissen wir:

MEA— A

MEFA— (A — A)

Man hat ferner

MEFA—=A —4) > (A=4)—- (A= 4)) (Ax2)
also

MEA—=A (2mal Mp).

Fall 4:

Es gibt j <@ mit A; = VzA,.
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MEA—= A Induktionsvoraussetzung
M FEVr(A— Aj) Generalisierungsregel
M FEVz(A— Aj) = (A — VzA;) Axiom Axb

hier machen wir Gebrauch

von der Voraussetzung an A
M&EA—=VzA, MP

Wir erinnern daran, da§ M = A fiir die semantische Folgerbarkeit von A aus
M steht (siehe Definition 4.39 auf Seite 123).

Beispiel 5.6 (Eine Ableitung in H)
Wir schreiben in diesem Beispiel der Einfachheit halber - statt Fy.

Sei M = {r(z,z),r(x,y) ANr(z,z) = r(y, 2)}. Wir wollen
Mt r(z,y) = r(y,z)

zeigen. (Dasselbe Beispiel wird auch in dem Buch | |, S. 82ff benutzt,
allerdings mit einem anderen Kalkiil.)

1 MbEr(z,y)Ar(z,z) = r(y, 2) (Vor.)
2 MEVYz(r(z,y) Ar(z,z) = r(y, 2)) (Gen.)[1]
3 OEVz(r(z,y) Ar(z,z) =1y, 2) = (r(z,y) Ar(z,z) — r(y,z)) (Az4)
4 M¥r(e,y) Ar(e,a) - r(y, o) (MP)]2, 3]
5 0k (r(z,y) Ar(z,z) = r(y,z)) — (AL-Tautologie A — (B — A A B)
(r(z, x) = ((r(z,y) Ar(z,x) = r(y, z)) Ar(z, )
6 MFr(z,a) - (r(e,y) Ar(e,e) — r(y,2)) Ar(e,x)) (MP)[4,5]
7 MFr(zx) (Vor.)
8 Mt (r(z,y) Nr(z,z) = r(y, x)) Ar(z, x) (M P)[6,7]
9 0OF((r(z,y) Ar(z,z) = r(y,x)) Ar(x,x)) (AL—Tautologie)
= (r(z,y) = r(y, 7))
10 MEr(z,y) —r(y,x) (MP)[8,9]

5.2.2 Beispielableitungen

Wir geben weitere Beispiele ableitbarer Formeln an (aus | ]). Die hin-
geschriebenen Beweise sind nicht unmittelbar Ableitungen, sondern Folgen
von Ableitbarkeitsaussagen, die mit Hilfe von

e Axiomen
e dem Kompositionslemma (Mp)

e dem Deduktionstheorem
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gewonnen sind und aus denen sich Ableitungen dann unmittelbar herstellen
lassen.

Mit HO bezeichnen wir den aussagenlogischen Teil von H. Er besteht aus
den Axiomen Axl bis Az3 und der Modus Ponens Regel.

Beispiel 5.7
Fiir beliebige Formeln A, B, C' sind in HO aus () ableitbar

(1) (A=-B)—=((B—=C)—=(A—C)) (Transitivitét)
(2) A—= ((A— B)— B) (Modus ponens)
3) —A—-A (Doppelte Negation)
4 A—--A
(5) (A— B) = (-B — —A) (Kontraposition)
(6) A— (=B — -(A— B)) (Semantik von —)
(1) -A— (A— B)
8) A—(B— (A— B))
9) —~(A—B)— A
(10) —-(A— B)— —-B
(11) (A—--A)—-A (Selbstwiderlegung)
(12) (A= A)— A
(13) (A— B)— ((mA— B) = B) (Fallunterscheidung)
(14) ~(A—A) — B (Ex falso quodlibet)
Beweus

Wir sollten versuchen, so oft wie moglich das Deduktionstheorem (DT) zu
verwenden. Statt Fgo schreiben wir kurz .
(1) {A—-B,B—-C/A}FA (trivial)
{A-B,B—-CA}-FA—B (trivial)
{A—-B,B—-C/A}FB (Mp)
{A—-B,B—-C/A}-FB—C (trivial)
{A—B,B—C/A}-C (Mp)
{A-B,B—-C}-rA—=C (DT)
{A=- B} (B—=C)— (A—=C) (DT)
FA—-B)— (B—C)—(A—=C)) (DT)

(Versuchen Sie (eine Zeit lang) direkt, also ohne Verwendung des Dedukti-
onstheorems, eine Ableitung (Aq,...,4,) von (A - B) —» ((B — C) —
(A — ()) aus 0 hinzuschreiben.)
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{A,A— B}FA (

{A,A— B} A— B (trivial)
{A,A— B} B (Mp)
(

FA— ((A— B)— B) (2mal DT)

F oA o (—mmm A s - A) (Ax1)
(= A} F ~mA 5 A (DT)
{—|—|A} F (—|—|—|ﬁA — —|—|A) — (—|A — ﬁ—\—u‘l) (AX3)
{—\—|A} F—-A— —-——A (Mp)
{—|—|A} F (—|A — —|—|—|A) — <—|—|A — A) (AX3)
{——A}F =4 A (Mp)
{——A}F A (DT)
F-—A— A (DT)
F—=—A— -A (mit (3))

- (—|—|—|A — —|A) — (A — —|—|A> (AX?))

FA— -—A (Mp)

{A—- B}F (A — —-=B) = (-B—-4) (Ax3)
{A — B} F—-—A— A (mit (3))
{A—-B}-rA— B (trivial)
{A—-B}F—-—-A—>B (mit (1),
{A— B}FB— —-—B (mit (4))
{A—- B}F—--A— —--B (mit (1),
{A— B}F-B— —a (Mp)
F(A— B)— (-B — —A) (DT)

FA— ((A— B) — B) (
{A}F(A— B)— B (
{A}+ ((A— B) - B) - (-B = =(A — B)) (siehe
{A}l—ﬂB—)—\(A%B) (
FA— (=B ——~(A— B)) (

F—-A— (=B — —A) (
{-A}F =B — -A (
{-A} (=B = —-A)— (A— B) (Ax3)
{~A}F (A B) (
F-A— (A— B) (
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{A} B — (A— B)
FA—(B— (A— B))

F—-A— (A— B)

(mit (7)
F=(A— B)——-—-A (mit (5)
F-—A—> A (mit (3)
F-(A—-B)— A (mit (1)

(10) FB—(A—B) (Ax1)

|——|(A—>B)—>—\B

(11)
{A} F ==A — —(A — —A)
{A} F ——A
{A} F —\(A — —|A)
FA—=—(A—-A)

F(A—= —=(A— -4)) = (-

F==(4A— —A) — -A

F(A— —A) — -=(A— —A)

F(A—)ﬁA)—)ﬁA

(12) + (—|A — —|—|A) — ——A

Verwende nun (3) und (4).

FA— (m=A— (A — —A))

(mit (5), Mp)

(A— —-A) - -A)

(mit (11))

(13) {(A—B),(mA—= B)}+ (A — B) (trivial)
{(A— B),(mA— B)} (=B — —A) (mit (5), Mp)
{(A— B),(mA— B)} - (mA— B) (trivial)
{(A—= B),(wA—= B)} (=B — B) (mit (1), 2mal Mp)
+(-B— B)— B (mit (12))
{(A—-B),(FA— B)} B (Mp)
F(A— B)— ((nA— B) — B) (2mal DT)

(14) {-B}FA—- A
F(A—A) = -—=(A—A) (mit (4))

{~B}F —~(A—4)  (Mp)
F-B— (A — A) (DT)
F-(A—A) — B (Ax3, Mp)

Fiir die folgenden Formelschemata versuche der Leser selbst, die Ableitbar-
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keit zu beweisen. Wie schon gesagt, sind 1, 0, V, A, < als Abkiirzungen
aufzufassen.

(15) A—1 (20) A— (AV B)
(16) 0— A (21) AANB+< BAA
(17) A— (B— AAB) (22) AANA A
(18) AVB+ BV A (23) AAA— A
(19) AVA A (24) =A<+ (A—0)

5.2.3 Metatheoreme

Satz 5.8 (Vollstidndigkeit und Korrektheit von H)
> sei eine Signatur der PL1. Fiir jede Formelmenge M C Fory und jede
Formel A € Fory gilt:

0. MEA= MbigA

Beweis Siche z.B. | ].

5.2.4 Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 5.2.1
Zeigen Sie unter Verwendung von Ax3 und Ax4 (siehe Def. 5.1 auf Seite 150)
Fu Clv_'A — ﬁClvA.

Ubungsaufgabe 5.2.2
Beweisen Sie im Hilbert-Kalkiil: A, —-A F B.

Ubungsaufgabe 5.2.3

Der Lambdakalkiil ist ein wichtiges theoretisches Werkzeug fiir das Studium
typisierter Programmiersprachen. Eine gute Darstellung gibt [ |. Eine
interessantes Phanomen, das Typsysteme und Logik verbindet, ist der Curry-
Howard Isomorphismus. Diese Aufgabe ist diesem Isomorphismus gewidmet.
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Als Vorbereitung fiir die eigentliche Aufgabenstellung definieren wir die Men-
gen lambdaTyp der Typen und die Menge lambdaT erm der Lambdaterme
des einfach getypten Lambda-Kalkiils, siehe | , Chapter 9]

Definition 5.9
Die Menge der Typen lambdaTyp des einfach getypten Lambda-Kalkiils ist
gegeben durch

1. U C lambdaTyp fiir eine Menge U atomarer Typen

2. mit 7,5 € lambdaTyp gilt auch 71 — 7 € lambdaTyp

Die Menge der Terme lambdaTerm des einfach getypten Lambda-Kalkiils ist
gegeben durch

1. jede Variable x vom Type 7 ist eine Lambdaterm vom Typ 7.

2. ist z eine Variable vom Type 7 und M ein Lambdaterm vom Typ 75,
dann ist Az.M ein Lambdaterm vom Typ 7 — 7.

3. Ist M ein Lambdaterm vom Typ 71 — 75 und N ein Lambdaterm vom
Typ 71, dann ist M N ein Lambdaterm vom Typ 7.

Man kann sich - in groben Ndherung - atomare Typen als (unstrukturierte)
Mengen vorstellen und 7, — 7 als die Menge aller totalen Funktionen von 7
nach 7». Ebenso kann man sich Ax.M vorstellen als die Funktion, die als Wert
an der Stelle a die Auswertung von M annimmt, wobei in dieser Auswertung
x durch a ersetzt wird. Schlieflich kann man sich M N als Auswertung der
durch M reprisentierten Funktion auf das durch NV représentierte Argument
vorstellen. Die nachfolgenden Aufgaben, und iiberhaupt grofie Teile der Theo-
rie des Lambdakalkiils machen nicht Gebrauch von einer formalen Semantik
der involvierten Begriffe.

Definition 5.10

Die Menge FV(M) der freien Variablen eines Lambdaterms M sind alle in
M vorkommenden Variablen, die nicht im Bereich eines A-Operators liegen.
Formal

1. FV(z) = {z}
2. FV(Ax.M)=FV(M)\ {z}
3. FV(MN) = FV(M)UFV(N)
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U sei die Menge der atomaren Typen. Benutzt man dasselbe U zur Be-
zeichnung aussagenlogischer Atome, dann kann man jeden Lambdatyp 7 als
aussagenlogische Formel auffassen. Umgekehrt ist dann jede aussagenlogische
Formel, die nur das Implikationszeichen als Operator benutzt ein Lambdatyp.

Nach dieser Vorbereitung kénnen wir die folgenden Aufgabe stellen.

1. Sei F' eine aussagenlogische Formel, die nur das Implikationszeichen als
Operator und nur Atomen aus U enthélt. Falls es einen Lambdaterm M
ohne freie Variablen mit Typ F' gibt, dann ist F' eine aussagenlogische
Tautologie.

2. Geben Sie Lambdaterme an, die mit Hilfe von Teil 1 zeigen, dafl die
Axiome Ax1 und Axz2 des Hilbertkalkiils (sieche Definition 5.1 auf Seite
150) Tautologien sind.

3. Geben Sie Lambdaterme an, die wie in der vorangegangenen Aufgabe
zeigen, daf3

(A=-B)—» ((B—=C)— (A—=0))
(A= B)—C)— (A= (B—(0))

Tautologien sind.
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5.3 Resolutionskalkiil

Merkmale des Resolutionskalkiils

e Widerlegungskalkiil
e Voraussetzung: Alle Formeln sind in konjunktiver Normalform.

e Es gibt eine einzige Regel (Resolution), die eine Modifikation des Modus
ponens ist

e Es sind keine logischen Axiome mehr notwendig; insbesondere entfallt
die Suche nach (,langen“) passenden Instantiierungen der Axiomen-
schemata Ax1, Ax2, Ax3.

5.3.1 Der aussagenlogische Kalkiil

Wir benutzen die zu Beginn des Unterkapitels 3.1 eingefiihrte mengentheo-
retische Schreibweise fiir konjunktive Normalformen.

Definition 5.11 (Resolutionsregel)
Die aussagenlogische Resolutionregel ist die Regel

CyU{P},CoU{~P}
Cy U0y

mit: P € ¥, C1, Cy Klauseln iiber X.

C1 U Cy heifit Resolvente von Cy U{P}, Cy U {=P}.

Die Resolutionsregel ist eine Modifikation des modus ponens. Es ist ndmlich
auch die Erweiterung von MP,

AVC, A=B . AVC, AV B

(MP’) CVB ’ ’ CV B

eine giiltige Regel. Setzt man A := P, C} := C und C5 := B, so erhélt man
gerade die Resolutionsregel.

Definition 5.12 (Resolutionskalkiil)
Sei M eine Klauselmenge.

1. Mit Res(M) bezeichnen wir die Menge aller Resolventen von Klauseln
aus M.
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2. RY(M) = M
3. Ryt (M) = Res(R") U R}

4. M Fgrp A gilt genau dann, wenn es ein n gibt mit A € Rj (M)

Der Index 0 soll wieder daran erinnern, dafl wir es hier mit der aussagenlo-
gischen Variante des Resolutionskalkiils zu tun haben. Die Erweiterung auf
die Préadikatenlogik erfolgt spéter, siehe Def. 5.19.

Da RO als Widerlegungskalkiil gedacht ist, interessieren wir uns fiir Situa-
tionen M Fgrg O, wo also aus der Klauselmenge M die leere Klausel durch
Resolution ableitbar ist. Wenn aus dem Kontext ersichtlich schreiben wir
einfach anstelle von Fgy.

Beispiel 5.13

Gegeben sei die Klauselmenge
M - {{P17 P2}7 {P17 _'P2}7 {_'P17 P2}7 {_'P17_'P2}}
{Plu P2}7 {Pla _'PQ}
{1}
{_'Pla P?}a {_'Pla _'PQ}
{-~P}
{P1}7 {_'Pl}

O

Insgesamt:
M l_Res U

5.3.2 Korrektheit und Vollstandigkeit

Vorbemerkung

Im Gegensatz zu HO enthélt RO keine logischen Axiome. Im Sinne des direk-
ten Beweisens kann RO also nicht vollstédndig sein. Z. B. gilt fiir die Formel
P — P — oder gleichbedeutend fiir die Klausel {—=P, P} — sicherlich

0 t/ro {—P, P}.

RO soll ja auch als Widerlegungskalkiil arbeiten, und zwar auf Klauselmen-
gen, d. h. Formeln in KNF. Es wird also (wenn wir zunéchst wieder in unserer
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vertrauten Sprache mit Formeln aus For0Oy, formulieren) eine Folgerbarkeits-
aussage

ME A

(M C For0s, A € For0Oy) zuerst einmal umformuliert in die gleichbedeuten-
de
M U {—A} ist unerfiillbar

oder
M U {-A} = false.

Bringt man die Formeln M U {-A} in KNF und schreibt sie dann als Klau-
selmenge, etwa M, schreibt man ferner wieder O statt false, so erhélt man
als wiederum gleichbedeutende Aussage

M ist unerfiillbar

oder o
M E O

RO wiire als Widerlegungskalkiil korrekt und vollstédndig, wenn dies, fiir be-
liebige M, dquivalent wére zur Ableitbarkeit von O aus M in RO.

In unserem Beispiel P — P haben wir die {—[P — P|} entsprechende Klau-
selmenge zu bilden, also {{—=P},{P}}. Sie liefert in einem einzigen Resolu-
tionsschritt 0.

Satz 5.14 (Korrektheit und Vollstindigkeit)
Es sei M eine Menge von Klauseln iiber einer aussagenlogischen Signatur X.
Dann gilt

M unerfiilllbar < M Fgro O.

Beweis
Korrektheit:
Es ist zu zeigen, dafl aus M Fro O folgt, daf§ M unerfiillbar ist.

Wir zeigen dazu: wenn eine Menge M, von Klauseln erfiillbar ist, dann ist
auch M; = My U {R} erfiillbar, wobei R eine Resolvente von M ist.

Wir iiberlegen uns zuerst, dafl diese Aussage unser Problem tatséchlich 16st.
Eine Klauselmenge die O enthélt, kann nicht erfiillbar sein. Erreichen wir
also von einer Klauselmenge M ausgehend durch iterierte Anwendung der
Resolutionsregel eine Klauselmenge, die O enthélt, dann ist auch M nicht
erfiillbar.
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Sei jetzt also My erfiillbar, C; U {P} und Cy U {=P} Klauseln in M, und
M; = My U {C; UCy}. Sei I eine erfiillende Interpretation fiir My. Dann
gilt I(C; U{P}) = W und I(Cy U{—-P}) = W. Je nachdem, ob I(P) = F
oder P(—P) = F gilt, gilt I(Cy) = W oder I(Cy) = W. Auf jeden Fall aber
I(CLUCy) =W,

Vollstindigkent:

Wir zeigen die gewiinschte Behauptung durch Kontraposition, d.h. wir ge-
hen von der Voraussetzung aus, dal O aus M mit Hilfe des Kalkiils RO nicht
herleitbar ist und beweisen die Erfiillbarkeit von M.

Wir fixieren eine feste Reihenfolge der Atome, z. B. die durch den Index ge-
gebene, Py, ..., B, ... .

Mit M, bezeichnen wir die Menge aller Klauseln C, fiir die M gy C gilt. Es
gilt also M C My und O ¢ M,. Wir werden im folgenden eine Interpretation
I angeben, so dafl val;(My) = W ist, d.h. fiir alle C' € M, ist val;(C) = W.
Insbesondere ist dann M als erfiillbar nachgewiesen.

Wir definieren I induktiv. Angenommen [(F),...,I(P,_1) sind schon fest-
gelegt, dann setzen wir

genau dann, wenn gilt:

My enthilt eine Klausel C' = CyU{—=P,}, so daf in C} nur Atome
P; mit i < n auftreten, und val;(Cy) = F.

Fiir den Indunktionsanfang besagt das:

I(Po) =W & {~FR} & M.

Es bleibt nachzuweisen, daf§ fiir alle C' € M, gilt val;(C) = W. Fiir jede
Klausel C sei index(C) =i+ 1, wobei i die groBite natiirliche Zahl, so da§ P;,
negiert oder unnegiert, in C vorkommt. Mit anderen Worten, index(C) ist die
kleinste Zahl, so da8 fiir alle in C' vorkommenden Atome P, gilt ¢ < index(C).
Beachten Sie, da O ¢ M,. Die Behauptung wird durch Induktion iiber
index(C') bewiesen.

Im Induktionsanfang, index(C') = 0, mul C' = O gelten. Die Behauptung ist
erfiillt weil O & M, gilt.

Sei also fiir alle C' € My mit index(C) < n, n > 1 schon val;(C) = W
nachgewiesen und D € My mit index(D) = n vorgelegt.

1.Fall D = Dy U{=P,_1}, index(Dy) <n

Falls schon val;(Dy) = W gilt, dann gilt natiirlich umso mehr val;(D) = W.
Falls val;(D;) = F, dann sind wir genau in der Situation, die [(P,_;) = F
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in der Definition von I erzwungen hat. Woraus auch val; (D) = W folgt.
2.Fall D = D, U{P,_1}, index(D;) <n

Falls schon val;(D,) = W gilt, dann sind wir natiirlich fertig. Also betrachten
wir im folgenden nur noch die Moglichkeit val; (D) = F. Falls I(P,_1) = W
gilt, dann haben wir sofort val;(D) = W, wie gewiinscht. Wenn I(P,_;) = F
gilt, dann muf} es dafiir nach Definition von I einen Grund geben, d.h. eine
Klausel C' = Cy U{=P,_1} € My, so daB index(C}) < n und val;(Cy) = F.
Da M, abgeschlossen ist unter Ableitbarkeit in RO muf3 auch die Resolven-
te R = (7 U D als das Ergebnis der Resolution von C' mit D in M, lie-
gen. Da offensichtlich index(R) < n gilt, mufl nach Induktionsvoraussetzung
val;(R) = W sein. Das steht aber im Widerspruch zu val;(D;) = F und
val;(Cy) = F. Der zuletzt betrachtete Fall kann also nicht auftreten und
val;(D) = W ist in allen Féllen nachgewiesen.

3.Fall D = D; U {Pn—la - n—l}a mdex(Dl) <n

In diesem Fall ist D eine Tautologie und val;(D) = W ist in jedem Fall wahr.

Beispiel 5.15

Als ein erstes Beispiel fiir das Arbeiten mit dem Resolutionskalkiil stellen wir
uns die Aufgabe zu zeigen, daf3

(A=-B)—= ((B—C)— (A—=(0))

eine Tautologie ist.

Dazu werden wir zeigen, dafl die Negation dieser Formel
(A= B)—»(B—=C)—=(A—C0(C)))

nicht erfiilllbar ist.

Als erstes mufl diese Formel in Klauselnormalform gebracht werden. Das
Ergebnis ist
M = {{ﬁA> B}’ {ﬁB> O}v {A}’ {ﬁc}}

Aus M 148t sich wie folgt die leere Klausel ableiten
) [ {-AB}
| {-B.C}
| {4}

I {=C}
1,3] {B}
2,5] {C}
4,6] O

N N N N N N

[
[
[
[
[
[
[

— — N

2
3
4
5
6
74
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Um Resolutionsbeweise leichter lesbar zu machen numerieren wir alle darin
vorkommenden Klauseln durch und geben in eckigen Klammern jeweils die
Nummern der Elternklauseln an.

Notwendigkeit der Mengenschreibweise
Die Menge von Formeln

E:{Pl\/ﬂpg,_\Pl\/PQ,ﬁpl\/_\PQ,Pl\/PQ}

ist sicherlich nicht erfiillbar.
Resolutionsmoglichkeiten:

P,V =Py, PV -P, —PV-Py,~P VP,

PV aPb, PV -aP
-P VP, PV PR, PV P, PV P,
PV aPb, PV aP,

Auf diese Weise ist O nicht herleitbar.

5.3.3 Der pradikatenlogische Kalkiil

Um unsere Darstellung moglichst knapp zu halten, verzichten wir auf die
Behandlung der Gleichheit.

Im Ubrigen sei auf die Literatur verwiesen, insbesondere auf die beiden
Biicher von | ] und | |. Aber auch die Klassiker auf diesem Ge-
biet, [ ] und | ], sind auch heute noch mit Gewinn zu lesen.

Definition 5.16 (Klausel)

Ein Literal ist eine atomare oder eine negierte atomare Formel.
Eine Klausel ist eine endliche Menge von Literalen.

Die leere Klausel wird mit O bezeichnet.

Eine Klausel wird interpretiert wie die Disjunktion ihrer Literale. Eine Menge
von Klauseln wird, wie jede Menge von Formeln, interpretiert wie die (un-
endliche) Konjunktion der den Klauseln entsprechenden Disjunktionen. Alle
auftretenden Variablen werden als universell quantifiziert interpretiert. Die
leere Klausel, O, erhalt immer den Wahrheitswert F'.

Definition 5.17 (Variante)
Ist A eine quantorenfreie Formel und o eine Variablenumbenennung, dann
heifit o(A) eine Variante von A.
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Notation

7Zu einem Literal L sei ~ L das Literal

j —L wenn L eine atome Formel ist
" | L' wenn L = —L fiir eine atomar Formel L’ ist.

Zu einer Klausel C sei ~ C :={~ L|L € C}.

Definition 5.18 (Resolutionsregel)
Uber der Menge der Klauseln (iiber der priadikatenlogischen Signatur X3) ist
die Resolution die folgende Regel

Ch UK, CyU K,
1(C1 U Cs)

wobei gilt:

Ch, Oy, K1, K, sind Klauseln

K17K2#D

Var(CyUK;)NVar(Co U Ky) =0

1 ist allgemeinster Unifikator von KU ~ K.

Eine Klausel C heifit Resolvente zweier Klauseln, wenn sie durch Anwendung
der Resolutionsregel auf diese entsteht.

Definition 5.19 (Ableitbarkeit im Resolutionskalkiil)
Sei M eine Klauselmenge.

1. Mit Res(M) bezeichnen wir die Menge aller Resolventen von Klauseln
aus M. Genauer:

Res(M) = {B/| es gibt Varianten D;, Dy von Klauseln aus M,
so daf3 B eine Resolvente von Dy, Dy ist.}

2. RO(M) =M
3. R (M) = Res(R")UR"

4. M Fgr A gilt genau dann, wenn es ein n gibt mit A € R"(M)
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Beispiel 5.20 (Anwendung der Resolutionsregel)
Gegeben seien die beiden Klauseln

{p(z),q(f(z)),q(f(g(c)} und {r(y, 2), ~a(2), ~q(f(y))}

Zur Vorbereitung der Anwendung der Resolutionsregel zerlegen wir die Klau-

seln in komplementére Klauseln K; und Ky und die jeweiligen Restklauseln
C und Cs.

Ky = {q(f()),q(f(g(c))} Ci={p(x)}
Ky ={~q(2),~q(f(y)} Co={r(y,2)}

Die Menge K U ~ K ist also in diesem Fall {q(2), ¢(f(v)), ¢(f(2)), q(f(g(c))}
mit o = {x/g(c), y/g(c), z/f(g(c))} als allgemeinstem Unifikator. Die Re-

solvente ist daher {p(g(c)), r(g(c), f(g(c)))}.

Am héufigsten wird die Resolutionsregel fiir einelementige komplementére
Klauseln angewandt. Diese spezielle Form heifit bindre Resolution.

Beispiel 5.21 (Binire Resolution)
Gegeben seien die beiden Klauseln {p(x), ¢(f(z))} und {r(y,c), ~q(f(c))}.

Ky ={q(f(2))}  Cr={p(x)}

Ky ={~q(f(c))} Co={r(y,0)}
Die Menge K U ~ K, ist also in diesem Fall {q(f(x)), ¢(f(c))} und unifizier-
bar durch den allgemeinsten Unifikator o = {z/c}. Die Resolvente ist daher

{p(c),r(y,0)}-

Satz 5.22 (Korrektheit und Vollstéindigkeit von R)
Sei M eine Menge von Klauseln in der Signatur X.

1. Gilt M g O, dann ist M nicht erfiillbar.

2. Ist M nicht erfiillbar, dann folgt M Fg O

Beweis
zu 1:  Wir zeigen fiir eine beliebige Klauselmenge M fiir alle n > 0

wenn R"(M) erfiillbar ist, dann ist auch R"™' (M) erfiillbar

Daraus folgt dann:

wenn M Fr O dann O € R™(M) fiir ein n,
dann  R"(M) unerfiillbar fiir ein n,
dann R°(M) = M unerfiillbar.
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Kommen wir zum Beweis der induktiven Behauptung. Sei dazu (D, ) ein
Modell von R"(M). Da alle Variablen als implizit universell quantifiziert in-
terpretiert werden, gilt fiir alle Klauseln K € R™(M) und alle Variablenbele-
gungen 3 (D, I, ) = K. Wir streben an, fiir jede Resolvente C' von Klauseln
aus R"(M) auch (D, I,B) = C fiir jedes  nachzuweisen. Damit wéren wir
dann auch fertig.

Sei also C' eine Resolvente von Cy, Cy € R"(M). Genauer heifit das nach der
allgemeinen Definition einer Resolvente, dafl C} = C1; U K, Cy = Cy 1 U Koy,
o ein allgemeinster Unifikator von KU ~ Ky und C' = p(Ch 1 U Cy). Nach
Voraussetzung gilt fiir eine beliebige Variablenbelegung

(D.1.8) F p(Cia) V u(Ky)  und (D, 1,B) = p(Can) V p(Ko)

Gilt (D, I,B) E u(Ci1) dann gilt um so mehr (D, I,3) = u(Ci1) V pu(Ca1)
und wir sind fertig. Somit bleibt noch der Fall (D, I,5) = u(K;) zu be-
trachten. Da p Unifikator von KU ~ K ist, folgt daraus (D, I, 5) = u(K>)
und damit muB nach Voraussetzung (D, I, ) = pu(Cs1) gelten. Was wieder
(D, I, ) = C nach sich zieht.

Das obige Argument mit dem Unifikator kann man sich klar machen, wenn
man den einfachsten Fall K7 = {L;}, Ky = {—Ly} betrachtet mit pu(L;) =
1i(La).

Bemerkungen: Da Variablen implizit als universell quantifiziert angesehen
werden macht es fiir das vorliegende Argument keinen Unterschied, ob wir
ein C' € R"(M) betrachten oder einer Variante C” fiir ein C' € R™(M). Offen-
sichtlich spielte die Variablendisjunktheitsbedingung aus der Definition einer
Resolvente fiir obigen Beweis keine Rolle. Ebenso die Forderung, daf§ die K;
nicht trivial sind.

zu 2: Die Beweisstrategie zielt darauf ab, den Vollstandigkeitsbeweis fiir
die aussagenlogische Resolution, Satz 5.14, zu benutzen. Wir beginnen mit
der Beobachtung, dafl aus der vorausgesetzten Unerfiillbarkeit von M nach
dem Herbrandschen Satz (Satz 5.66, Implikation von (1) nach (3)), auch die
Unerfiillbarkeit der Menge M aller Grundinstanzen von M folgt. Wir erset-
zen in M jede atomare Formel durch ein aussagenlogisches Atom - natiirliche
alle Vorkommen einer atomaren Formel durch dasselbe Atom. Die entstehen-
de Menge aussagenlogischer Formel M, ist ebenfalls nicht erfiillbar. Warum?
Aus einer erfiillenden Belegung I fiir My konnten wir ein Herband-Modell ‘H
fiir M bauen, indem wir H |= p(t1, . .., t,) genau dann setzen wenn I(A) = 1
gilt fiir das der atomaren Formel p(¢y,...,t,) zugeordnete aussagenlogische
Atome A. Nach Satz 5.14 kann man mit aussagenlogischer Resolution aus M,
die leere Klausel O herleiten. Die Frage, ob man aus einer aussagenlogischen
Herleitung eine pradikatenlogische Herleitung gewinnen kann, ist unter dem
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Namen [lifting bekannt. Die Antwort ist natiirlich positiv. Genauer werden
wie zeigen:

LiftingLemma
fiir jedes n und jede aussagenlogische Klausel Cy € R (M)
gibt es eine pradikatenlogische Klausel C' € R"(M)
und eine Grundsubstitution o, so daf
Cy aus o(C) durch die oben beschriebene Ersetzung
von Grundliteralen durch aussagenlogische Atome entsteht.

Wir wissen bisher schon, dafl es ein n gibt mit O € Ry (M,). Nach dem Lif-
ting Lemma gibt es dann eine Klausel C' € R"(M) und eine Substitution o
mit o(C') = 0. Dann kann nur C' = O sein und wir sind fertig. Es bleibt also
nur noch das Lifting Lemma zu beweisen.

Der Beweis geschieht durch Induktion iiber n. Fiir n = 0 reduziert sich
die Behauptung des Lemmas auf die Definition von M. Fiir den Schritt
von n nach n + 1 betrachten wir zwei Klauseln C o, Coo € Ry (M) und ei-
ne ihrer Resolventen Cy € Ryt (My). Etwa Co = {LV,..., LY} mit C; =
{L9,..., L, L% und Cyo = {LY,..., LY, =L }. Nach Induktionsvorausset-
zung gibt es C1,Cy € R™(M) und Substitutionen oy, oy mit 01(C1) = Ci
und 09(Cy) = Cqo. Wir unterschlagen hier die Ersetzung von Grundlitera-
len durch aussagenlogische Atome. Das ist fiir den Beweis unerheblich. Wir
konnen auflerdem annehmen, daffi C; und C5 keine gemeinsamen Variablen
haben. Denn einerseits 148t sich eine Variablenumbennenung die C; und Cy
variablendisjunkt macht durch entsprechende Anderungen von o; und oy
kompensieren anderseits ist die Bildung von Varianten der Ausgangsklauseln
eines Resolutionsschritts explizit erlaubt und die Variablendisjunktheit so-
gar gefordert. Wegen der Variablendisjunktheit von C; und C5 kénnen wir
op und oy zu einer Substitution p zusammenfassen mit u(Cy) = Co und
p(Cs) = Cy. Schauen wir uns C und Cy etwas genauer an Cy = C1 1 UC o
und Cg = 0271 UCQ,Q mit M(Cl’g) = ,u(N 0272) = L und Co = M(Clyl)U/uL(ngl).
Man beachte, dal C'; » und Cs 5 keine Einerklauseln sein miissen. Die allge-
meiner Form der prédikatenlogischen Resolution fordert das auch nicht. Wir
haben noch eine kleine Klippe zu {iberwinden. Wir wissen, dafl ;s ein Unifika-
tor von C 2 und ~ Cy 5 ist. Der Resolutionsschritt wird mit einem allgemein-
sten Unfikator p, durchgefiihrt, wobei etwa u = p’ o p, gilt. Das Ergebnis der
préadikatenlogischen Resolution ist C' = p1,(Cy,1 U Coyq) mit C' € R (M).
Somit gilt p/(C') = p(Cy1 U Cyq) = Cp und wir sind fertig.
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Arbeiten mit dem Resolutionskalkiil

Der Resolutionskalkiil ist ein Widerlegungskalkiil, d.h. der Beweis einer lo-
gischen Folgerbarkeit wird in einen Nachweis der Widerspriichlichkeit umge-
formt. Wir fassen die Vorgehensweise zusammen.

Gegeben: Eine endliche Menge {B, ..., B,} C Fory und eine Formel A €
FO’I“E.

Gesucht: Fir den Fall, dal {By,...,B,} = A ein Beweis dieser Tatsache
unter Verwendung von R.

Verfahren:

1. Bilde F := {ClvBl, ceey ClvBm, ﬁClvA}
2. Bringe jede Formel in F in Pranex-Normalform, erhalte E’

3. Bringe jede Formel in £’ in Skolem-Normalform, erhalte E”.
(Die Matrizen der Formeln sind in KNF.)

4. Lasse die V-Prifixe weg; schreibe die verbleibenden Konjunktionen von
Disjunktionen (von Literalen) als Mengen von Klauseln; bilde die Ver-
einigung dieser Klauselmengen; erhalte FE.

5. Versuche, aus F mittels Variantenbildung von Klauseln und Resolution
die leere Klausel herzuleiten.

Zu Schritt 3 beachte man, daf§ die bei der Skolemisierung eingefiihrten Funk-
tionssymbole paarweise verschieden sind und verschieden sind von allen Sym-
bolen in £ und allen bisher eingefiithrten Skolemfunktionen.

Die Variantenbildung in Schritt 5 hat den Zweck, die fiir die Anwendung der
Resolution erforderliche Variablendisjunktheit von Klauseln herzustellen.

Das néchste Beispiel zeigt die Notwendigkeit der Variantenbildung fiir die
Vollsténdigkeit des Resolutionskalkiils.

Beispiel 5.23

Die Menge der beiden Klauseln {p(z)} und {—p(f(z))} hat sicherlich kein
Modell, da sie der pradikatenlogischen Formel (Vap(z)) A (Vx—p(f(z))) ent-
spricht. Aber p(z) und p(f(z)) sind nicht unifizierbar, also ist auch die leere
Klausel so nicht herleitbar.
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Weitere Beispiele zum Resolutionskalkiil
Wir wollen die folgende logische Folgerung beweisen:
Beispiel 5.24
VaVy(z C y <> Yu(uer — uey)) EVaVyVz(zr CyAy Cz — a2 C 2)

Es handelt sich dabei um eine Aussage aus der elementaren Mengenlehre zur
Transitivitit der Teilmengenbeziehung. Bemerkenswert ist vielleicht, dafl die
Transitivitédt allein aus der Definition der Teilmengenrelation gefolgert wer-
den soll, ohne zusétzliche mengentheoretische Axiome iiber die e-Relation.

Bevor wir mit einem Beweis im Resolutionskalkiil beginnen kénnen, miissen
wir die Pramisse und die Negation der Behauptung in Klauselnormalform
transformieren. Dazu zerlegen wir die Préamisse in die beiden Teile

VaVy(x C y — Vu(uex — uey))

VaVy(Vu(uer — uey) — x C y)

Benutzen wir die Relationszeichen conteq und memb anstelle der Infixzeichen
C und ¢, so 148t sich die erste Formel direkt in die Klausel

{—conteq(zx,y), “memb(u, x), memb(u,y)}

umschreiben.

Die zweite Formel wird nach Elimination von — zuné&chst zu
VaVy(Ju(uex A —uey) V z C y)
und nach Skolemisierung zu
Vavy((f(z, y)ex A= f(z,y)ey) Vo Cy)
Nach Anwendung des Distributivgesetzes entstehen die beiden Klauseln:

{memb(f(x,y),x), conteq(z,y)}

{=memb(f(x,y),y), conteq(x, y)}

Die Negation der Behauptung fithrt zu

JrIyFz(x CyAy C zA -z C 2)
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und nach Einfithrung von Skolemkonstanten zu den drei Einerklauseln:
conteq(a, b)
conteq(b, c)
—conteq(a, c)

Der Resolutionsbeweis (wir lassen zur Vereinfachung die Mengenklammern
weg)

(1) —conteq(z,y), ~memb(u, x), memb(u,y) [Vor.]
(2) memb(f(x,y),x), conteq(z,y) [Vor.]
(3) —memb(f(z,y),y),conteq(z, y) [Vor |
(4) conteq(a,b) [ Beh.|
(5) conteq(b,c) [— Beh.]
(6) —conteq(a,c) [ Beh.]
(7) —memb(u,a), memb(u,b) [4,1]
(8) —memb(u,b), memb(u, c) [5,1]
(9) —~memb(f(a, ), ) 63]
(10) memb(f{a,c), a) 62
(13) memb(f(a,c),b) [7,10]
(19) memb(f(a,c),c) 8,13]
(20) O [19.,9]

Dieser Beweis wurde von dem automatischen Beweissystem OTTER gefun-
den. Die Liicken in der Nummerierung weisen darauf hin, dafl zwischendurch
Klauseln erzeugt wurden, die zum Beweis nichts beitragen.

Die bindre Resolutionsregel alleine liefert keinen vollstdndigen Kalkiil, wie
das néchste Beispiel zeigt.

Beispiel 5.25
Die Menge bestehend aus den beiden Klauseln

{P(z), P(y)}, {=P(u),~P(v)}

ist sicherlich unerfiillbar. Die binédre Resolutionsregel liefert, selbst bei belie-
biger Wiederholung, als Resolventen nur Varianten der Klausel

{P(y),~P(v)}

und nie die leere Klausel. Entscheidend fiir dieses Phianomen ist der Teil der
Definition 5.18, der die Variablendisjunktheit der Elternklauseln verlangt.

Die Regel

{Li,...,Li,Lis1, ..., Ly}
{o(L1),...,0(Lg)} ’
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wobei ¢ so gewéhlt ist, daBl o(Ly) = o(Lgs1) = ... = o(Ly), heiit Faktori-
sierungsregel.

Binére Resolution zusammen mit der Faktorisierungsregel ergibt wieder einen
vollsténdige, hdufig eingesetzten Kalkiil.

Auch das zweite Beispiel eines Resolutionsbeweises stammt aus der elemen-
taren Mengenlehre. Es soll bewiesen werden

Beispiel 5.26

VaVy(r CyAy Cx— z =y).

Als Voraussetzungen stehen dazu zur Verfiigung

e die Definition der Teilmengenrelation
VaVy(x Cy <> Vu(lu € x — u € y))

und

e die Definition der Gleichheit (in der Mengenlehre ist die Gleichheit eine
definierte Relation)

VaVy(r =y <> Yu(u € x <> u € y))

Die Transformation liefert zunéchst die schon bekannten Klauseln
(1) —conteq(z,y) V —memb(u, x) V memb(u,y)
(2) memb(f(z,y),x) V conteq(x,y)
(3)  —memb(f(z,y),y) V conteq(z,y)
Ersetzen wir das Infixzeichen = durch eq, so liefert die Definition der Gleichheit
die Klausel

(4) eq(z,y) Vmemb(g(z,y),z) V memb(g(z,y),y)
(5) eq(z,y) vV —memb(g(z,y), ) V —memb(g(z,y), y)
(6) —eq(z,y)V memb(u,z)V memb(u,y)
(7) —eq(z,y) V ~memb(u,x) V —memb(u,y)
mit der neuen Skolemfunktion g(z,y). Die Negation der Behauptung schliefilich
fithrt zu den Klauseln
(8) conteq(a,b)
(9) conteq(b,a)
(10) —eqla,b)
mit den Skolemkonstanten a, b, ¢
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(11) —memb(z,a) V memb(x,b) 8,1]
(12) —memb(x,b) V memb(z,a) [9,1]
(18) memb(g(a,x),b) V eq(a,x) V memb(g(a,z), x) [11,4]
(23) —memb(g ( b),a) Veq(z,b) V ~memb(g(x,b),x) [11,5]
(28)  memb(g(a, b),b) Veq(a,b) [Fak 18]
(29) —memb(g(a,b),a) V eq(a,b) [Fak 23]
(61) memb(g(a, b), b) [28,10]
(62) memb(g(a,b),a) [61,12]
(69) eq(a,b) [29,62]
(70) O [69,10]

Der Beweis wurde wieder mit dem Beweiser OTTER gefunden, der nicht die
Mengennotation verwendet und auflerdem die Faktorisierungsregel (Fak) be-
nutzt. Man erhélt aus dem obigen Beweis einen Beweis ohne Faktorisierung,
wenn man die Mengenschreibweise benutzt und die Beweisschritte (28) und
(29) einfach wegldfit. Aus (18) und (10) entsteht direkt (61), ebenso kommt
man von (23) und (62) direkt zu (69).

Bemerkung

Die Behandlung der Gleichheit erfolgt prinzipiell durch Einbeziehen einer
Axiomatisierung der Gleichheit. Fiir das genauere Verfahren (Paramodulati-
on) sei auf die Literatur verwiesen.

5.3.4 Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 5.3.1
Beweisen Sie mit Resolution:

(plhl — —p2hl)
plhl — —p3hl
p2hl — —p3hl

E ; (—plhl A =plh2)
(plh2 — —p2h2)
it

N
VAN
A F v (=p2hl A —p2h2)

D112 — ~p3h2 V (=p3h1 A —p3h2)
A (p2h2 — —p3h2

Diese Aufgabe ist die aussagenlogische Formulierung eines kombinatorischen
Prinzips, des sog. Dirichletschen Schubfachprinzip. Es thematisiert die offen-
sichtliche Tatsache, daff man n + 1 verschiedene Dinge nur dann in n Schub-
laden unterbringen kann, wenn in mindestens einer Schublade mindestens
zwei Dinge untergebracht sind. Im Englischen redet man von n + 1 Tauben
und n Taubenschlédgen und nennt das ganze  pigeon hole principle. Dieses
Prinzip ist fiir den Fall n = 2 so in aussagenlogische Form umgesetzt, dafl
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ein Atom plhl wahr ist, wenn die 1. Taube im 1.Taubenschlag untergebracht
ist, und analog fiir die anderen Atome pihj. Die Voraussetzung besagt dann,
dafl keine zwei Tauben im selben Taubenschlag untergebracht sind und die
zu beweisende Disjunktion besagt, dal dann eine Taube nicht untergebracht
ist.

Ubungsaufgabe 5.3.2
Man konnte versucht sein, zur Verkiirzung von Beweisen im Resolutionskalkiil
zwei Resolutionsanwendungen in einer neuen Regel zusammenzufassen:

C1U{P,Q},CoU{=P,—-Q}
CLuUC,

Zeigen Sie, daf3 diese Regel nicht korrekt ist.

Ubungsaufgabe 5.3.3
Eine Krom-Formel ist eine aussagenlogische Formel in KNF, in der jede
Disjunktion hochstens zwei Literale enthélt.

Beweisen Sie, dafl Erfiillbarkeit fiir Krom-Formeln in polynomialer Zeit ent-
scheidbar ist.

Ubungsaufgabe 5.3.4

Definition 5.27 (Geordnete Resolution)
Sei < C At x At eine beliebige Ordnungsrelation auf der Menge At, siehe
Definition 1.2 auf Seite 1

Die Ordnungsrelation wird fortgesetzt auf die Menge aller Literale, indem die
Negationszeichen schlichtweg ignoriert werden, d.h. fiir zwei Literale L, €

{Al, _|A1}7 L2 c {AQ, _|A2} gllt

L1 < Ly gdw A1 < A2

Ein Literal L ist <-maximal in einer Klausel C' gdw. es kein L’ € C' gibt mit
L<l.

Eine Anwendung der Resolutionsregel

(& U{P},Cg U{ﬂP}
CiUCs

heifit ein geordneter Resolutionsschritt beziiglich <, wenn P maximal in Cj U
{P} und =P maximal in Cy U {—P} ist.
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Beweisen oder widerlegen Sie die Vollstédndigkeit einer Variante des Resolu-
tionskalkiils, bei der nur geordnete Resolutionsschritte erlaubt sind.

Hinweis: Beachten Sie den Beweis des Vollstdndigkeitssatzes 5.14 von Seite
162.

Ubungsaufgabe 5.3.5
In dieser Aufgabe wollen wir eine Variante des Vollstédndigkeitsbeweises des
Resolutionskalkiils, siehe Satz 5.14, untersuchen.

Wir dndern die induktive Definition der Belegung I folgendermaflen ab:
genau dann, wenn gilt:

My enthilt keine Klausel C' = C} U {=P,}, so daf§ in C} nur
negative Literale =P; mit ¢ < n auftreten, und val;(Cy) = F.

Zeigen Sie, dafl auch fiir diese Belegung I fiir alle Klauseln C' € M, gilt
valr(C) = W.

Ubungsaufgabe 5.3.6
Wir nennen einen Resolutionsschritt

C1 U{P},CyU{=P}
Ci U0y

einen negativen Resolutionschritt wenn die Klausel Cy U {=P} nur negative
Literale enthélt.

Beweisen oder widerlegen Sie die Vollstédndigkeit einer Variante des Resolu-
tionskalkiils, bei der nur negative Resolutionsschritte erlaubt sind.

Ubungsaufgabe 5.3.7

Was wiirde sich dndern wenn man in Definition 5.18 nicht verlangen wiirde,
dafl C1UK; und C5U K, variablendisjunkt sind? Vollstandigkeit, Korrektheit,
keins von beiden?

Ubungsaufgabe 5.3.8 )
In Fortsetzung der vorangegangen Ubungsaufgabe 5.3.7 betrachtet wir - nur

fiir diese Ubungsaufgabe - die folgende geiinderte Version der Definition von
Res(M) aus Definition 5.19:

Res'(M) = {B/| es gibt Klauseln Cy,Cy aus M,
so dal B eine Resolvente von Cy, Cy ist.}
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Gegeniiber der offiziellen Definition ist die Variantenbildung, d.h. die Um-
bennung der Variablen in C, C5 weggefallen.
Wie wird dadurch Korrektheit und Vollstdndigkeit des Kalkiils beeinflufit?
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5.4 Awussagenlogische Tableaukalkiil

Vorbemerkung

Auch der im folgenden vorgestellte Tableaukalkiil ist ein Widerlegungskalkiil,
und er ist korrekt und vollsténdig:

MEA & MU{-A}t10.

Er leistet aber noch mehr: wenn M [~ A und M endlich, dann wird eine
Interpretation I, so dafl val; auf M wahr und auf A falsch ist, tatséchlich
geliefert.

Literatur: | 1, [ ].

5.4.1 Syntax und Semantik

Wir betrachten in diesem Abschnitt aussagenlogische Formeln aus A € ForOsy,,
wie sie in Definition 2.3 eingefiihrt wurden. Die Operatoren sind also —, A,
V, — und 1 und O treten als Konstanten auf.

Definition 5.28 (Vorzeichenformeln)

Eine Vorzeichenformel ist eine Zeichenkette der Gestalt 0A oder 1A mit
A € For0Oyx. Dabei sind 0, 1 neue Sonderzeichen, die Vorzeichen, im Alphabet
der Objektsprache.

Vorzeichen treten nur einmal am Beginn einer Formel auf, deswegen ist auch
eine Verwechslung mit den Booleschen Konstanten ausgeschlossen.

Mit der Kuriositét, dafl 01,11, 00,10 legitime Vorzeichenformeln sind wollen
wir leben,.

Bemerkung

Die Spracherweiterung ist nicht wirklich notwendig, sondern dient nur der
Durchsichtigkeit und Anschaulichkeit des Tableauverfahrens und bietet au-
Berdem einen Ansatzpunkt fiir Verallgemeinerungen auf Tableauverfahren
fiir nichtklassische Logiken. Das Vorzeichen und die aussagenlogische Ver-
kniipfung fiithren zu einer Unterscheidung von zehn Typen von Formeln. Um
spatere Beweise durch Fallunterscheidung zu vereinfachen, iibernehmen wir
die von R.Smullyan eingefiihrte uniforme Notation.

178



Definition 5.29 (Typen von Vorzeichenformeln)

Typ € (elementarer Typ): 0P, 1P fir P € ¥
Typ a (konjunktiver Typ): 0-B, 1-B, 1(BAC), 0(BV (), 0(B — C)
Typ 8 (disjunktiver Typ): 0(BAC), 1(BV (), (B — C)

Definition 5.30 (Abkémmlinge)

Zu jeder nicht elementaren Vorzeichenformel V' definieren wir zwei Abkomm-
linge Vi, V4 (die auch identisch sein kénnen) geméfl den folgenden Tabellen
’VomTypoz‘Vl “/2 ‘

0-B 1B 1B | Vom Typ 8 | Vi |V, |
1-B 0B | 0B 0(BAC) |0B]0C
L(BAC) |1B|1C (BvC) |1B|1C
0(BvC) |0B]|0C 1(B—=C) |0B]1C
0(B—C) |1B]0C

Elementare Vorzeichenformeln haben keine Abkémmlinge.

Ist I eine Interpretation der Atome und val; die zugehorige Auswertung der
Formeln ohne Vorzeichen in For0Os,. Wir setzen val; fort auf die Menge aller
Vorzeichenformeln durch

valr(0A) = val(—A),

und

valj(1A) = val;(A).

Lemma 5.31
Fiir eine Vorzeichenformel V' gilt

vom Typ a: val; (V) =W <& wal;(Vi) =W und wval;(Va) =

w
vom Typ : wval; (V) =W <& wal; (Vi) =W oder wval;(Vy) =W

Hieran orientiert sich nun das nachfolgende Tableauverfahren.

5.4.2 Kalkiil

Definition 5.32 (Pfade)

In der nachfolgenden Definition betrachten wir Baume, deren Knoten durch
Vorzeichenformeln beschriftet sind. Ein Pfad in einem Baum ist eine maxi-
male, linear geordnete Menge von Knoten. Wollen wir die Maximalitat nicht
verlangen, so sprechen wir von einem Teilpfad.
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Bevor wir die formale Definition des Tableaukalkiils geben, betrachten wir
Abb. 5.2 als Einstiegsbeispiel. Es soll bewiesen werden, daf§ (PV (Q AR)) —
(PVQ)A(PV R)) eine Tautologie ist. Der Tableaukalkiil ist ein Wider-
spruchskalkiil. Wir nehmen also an, dafl (PV (QAR)) — (PVQ)A(PV R))
keine Tautologie ist, also bei geeigneter Interpretation falsch werden kann.
Diese Annahme deuten wir durch das Voranstellen der 0 an. Die betrachtete
Implikation kann offensichtlich nur falsch sein, wenn die Pramisse, PV(QAR),
wahr und die Konklusion, (P V Q) A (P V R), falsch ist. Das notieren wir,
indem wir die beiden Formeln unter die Anfangsannahme schreiben, mit dem
Vorzeichen 1, bzw. 0, versehen. Die Formel PV (Q A R) ist wahr, wenn P
oder Q) A R wahr ist. Diese Alternative deuten wir im Tableau durch eine
Verzweigung an, der linke Pfad fithrt zur Formel 1P, der rechte zu 1(Q A R).
Wir fithren zuerst die Argumentationskette auf dem linken Pfad weiter. Un-
ter den Folgerungen, zu denen uns die Anfangsannahme bisher gefiihrt hat,
ist auch die Aussage, dafi (P V Q) A (P V R) falsch ist. Eine Konjunktion ist
falsch, wenn eines ihrer Konjunktionglieder falsch ist. Das fithrt also zu einer
weiteren Verzweigung des linken Pfades mit den in der Abbildung angege-
benen Markierungen. Die bisherigen Uberlegungen haben auf dem linkesten
Pfad zur Annahme gefiihrt, dal die Formel P Vv @ falsch ist, das bedeutet,
dal P und () falsch sein miissen. Alle Formeln auf diesem Ast sind jetzt abge-
arbeitet worden und auf Atome mit Vorzeichen reduziert worden. An dieser
Stelle erinnern wir uns, dafl unser Ansatz ein Widerspruchbeweis ist. Wir
erwarten, im positiven Fall, daf§ unsere Anfangsannahme zu Widerspriichen
fithrt. Fiir den Pfad, den wir gerade betrachten, ist das schon der Fall. Er
enthélt die Formeln 1P und 0P, die besagen, dall P wahr ist und P auch
falsch ist. In entsprechender Weise miissen noch die iibrigen offenen Alterna-
tiven in dem Tableau betrachtet werden. In dem Beispiel in Abbildung 5.2
erweisen sich alle Pfade als geschlossen. Damit ist die Anfangsannahme zu
einem Widerspruch gefiihrt worden.

Es ist wichtig zu bemerken, dal bei der Verlangerung eines Pfades nicht
notwendigerweise nur die letzte Formel auf dem Pfad betrachtet wird.

Definition 5.33 (Tableaux)

Es sei M eine Menge von Formeln und A eine Formel. Ein (aussagenlogisches)
Tableau fiir A iiber M ist ein Baum mit Beschriftung der Knoten durch
markierte Formeln, geméafl der folgenden rekursiven Definition:

1. Ein einziger mit 0A markierter Knoten ist ein Tableau fiir A iiber M.

2. Es sei T ein Tableau fiir A iiber M und 7 ein Pfad in T, so dafi auf
7 ein Knoten liegt, der mit einem V' vom Typ « beschriftet ist. Dann
ist auch T} ein Tableau fiir A iber M, welches dadurch aus T entsteht,
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=T =T,

\"' v\,
v,
(a) a — Erweiterung (b) B — Erweiterung

Abbildung 5.1: Tableau-Erweiterungen

dafl an 7 zwei neue Knoten angefiigt werden, welche mit V; und mit
V5 beschriftet sind, siche Abbildung 5.1 (linke Seite). Wir sagen in
diesem Fall, dal T} aus T durch eine Anwendung der a-Regel aus T
hervorgeht.

3. Essei T ein Tableau fiir A iiber M und 7 ein Pfad in T', so daf§ auf 7 ein
Knoten liegt, der mit einem V' vom Typ S beschriftet ist. Dann ist auch
T, ein Tableau fiir A iiber M, welches dadurch entsteht, dafl an 7 zwei
verzweigende Kanten angefiigt werden, welche zu neuen Bléttern mit
Beschriftungen Vi bzw. V5 fiihren, siehe Abbildung 5.1 (rechte Seite).
Wir sagen, T, geht aus 7" durch eine Anwendung der S-Regel aus T’
hervor.

4. Essei T ein Tableau fiir A iiber M und 7 ein Pfad in 7', dann ist auch T3
ein Tableau fiir A iiber M, welches durch Verldngerung von 7 um einen
mit 1B beschrifteten Knoten entsteht, fiir eine Formel B aus M. Wir
sagen, T3 geht aus T' durch eine Anwendung der Voraussetzungsregel
aus T hervor.

Der Verzweigungsgrad eines Tableaubaumes (die maximale Anzahl der Nach-
folger eines Knotens) héngt von der benutzten Regeln ab. Die Regeln, die
wir bisher kennen gelernt haben, fithren zu Tableaubdumen mit maximalem
Verzweigungsgrad 2. Wir werden in Unterabschnitt 5.4.3ein allgemeineres
Regelformat betrachten.

Definition 5.34 (Geschlossenes Tableau)

Ein Tableau 7" heifit geschlossen, wenn alle seine Pfade geschlossen sind. Ein
Pfad 7 heifit geschlossen, wenn zwei Knoten auf 7 liegen, welche respektive
beschriftet sind mit 0A und 1A, fiir eine beliebige Formel A. Auch ein Pfad,
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auf dem die Formel 01 oder 10 vorkommt zéhlt als geschlossen. Gelegentlich
deuten wir die Abgeschlossenheit eines Pfades m an durch Anfiigen einer
Kante an 7, welche zu einem mit * beschrifteten Blatt fiihrt.

Wir verwenden ggf. die folgende abkiirzende Notation ("uniforme Notation”).
Schreibt man kurz « fiir eine a-Formel, so heiflen ihre Abkémmlinge o, .
Entsprechend fiir 5. Hiermit definieren wir

0(PV(QAR))— ((PVQ)AN(PVR))
IPV(QAR)

O(PVQ)AN(PVR)

/\

1P 1(Q A R)
. }
(P Y Q) ouj V R) 1?
0P 0P IR
| | —
00 OR 0(PVQ) 0(PV R)
} J
oP oP
} J
0Q OR

Abbildung 5.2: Beispiel eines Tableau-Beweises

Wir benutzen die folgende Kurzschreibweise fiir Tableauregeln

o p
g B | B

%)

Definition 5.35 (Ableitbarkeit)
Es sei A € ForOyx und M C ForOs. A ist aus M ableitbar in TO,

M Fro A,
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g.d.w. es ein geschlossenes Tableau fiir 0A iiber M gibt.

Man beachte, dafl zur Definition der Ableitbarkeit einer Formel aus einer
Formelmenge hinzugenommen sind:

die Initialisierung: Erzeuge einen mit 0A beschrifteten Knoten;
die Vis-Regel (Voraussetzungsregel bzg. M):

Vergrolere ein Tableau durch Anhéngen einer Kante von einem
Blatt zu einem neuen, mit 1B fiir ein B € M beschrifteten Knoten.

Bemerkung 5.36
(Beziehung zum Begriff des abstrakten Kalkiils)
Muss noch ergéinzt werden

Definition 5.37 (Semantik von Tableaux)

Fiir eine Interpretation I der Atome haben wir bereits oben (5.30, 5.31) die
Auswertung der Vorzeichenformeln definiert. Ist 7" ein Tableau und 7 ein
Pfad in T', so setzen wir

valy(m) =W & walp (V) =W fir alle V auf 7
val(T) =W &  Es gibt einen Pfad 7 in 7" mit val;(7) = W

Eine Interpretation I mit val;(T") = W heifit Modell von T

Satz 5.38 (Korrektheit und Vollstéindigkeit)
Es seien A € ForOy und M C For(Ox. Dann gilt

MbpA & MEA.

Beweis der Korrektheit:

Aus der Semantik der Tableau folgt, dafl ein geschlossenes Tableau kein Mo-
dell haben kann (Definitionen 5.34, 5.37). Wenn nun M = A, d.h. MU{-A}
hat ein Modell, dann zeigen wir:

e Jedes Tableau fiir A iiber M hat ein Modell. Somit kann kein solches
Tableau geschlossen sein.

e folgt aus dem

Lemma 5.39 (Korrektheitslemma)
Ist I Modell von M U {—-A}, dann ist I Modell eines jeden Tableau fir A
iiber M.
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Beweis:

Initialisierung: I ist Modell von —A, also von 0A.

Im Induktionsschritt unterscheiden wir nach dem Typ der auf ein Tableau T’
angewandten Regel.

a-Fall:

Nach Induktionsannahme gilt val;(T) = W, es gibt also einen Pfad 7 in T’
mit val;(7) = W. Zur Anwendung der a-Regel wird ein Pfad 7 in 7" und
eine a-Formel V' auf m; gewahlt, m; wird verlangert um V;, V5. Wenn 7y # 7,

gilt fiir das neu entstehende Tableau T trivialerweise val;(T") = W. Wenn
m = m, haben wir aus val;(7) = W, dafl val;(V) = W, also val;(V}) = W

und val;(Va) = W nach Lemma 5.31. Somit val;(7’) = W fiir den neu
entstehenden Pfad 7/, d.h. val;(T") =W
S-Fall:

Entsprechend mit ,oder* statt ,und“. (Es entstehen zwei Pfade, von denen
mindestens einer I zum Modell haben muf.

VM—Fall:
Nach Voraussetzung ist I Modell von M, also von jedem 1B, B € M.

Beweis der Vollstindigkeit
Wir zeigen etwas mehr. Definieren wir zunéchst erschipfte Tableaux als sol-
che, die sich nur ,auf trivial wiederholende Weise“ noch vergrofiern lassen:

Definition 5.40 (Ersch6pftes Tableau)

Das Tableau T fiir A iiber der Formelmenge M heifit erschopft, wenn auf
jedem offenen Pfad 7 von T jede a- und S-Formel benutzt wurde (d.h. die
entsprechende Regel auf sie angewandt wurde), und jedes 1B, B € M, auf
vorkommt.

Wenn M unendlich ist, ist auch jedes erschopfte Tableau {iber M unendlich.
Offensichtlich gibt es mindestens ein erschopftes Tableaux fiir A iiber M, man
muf} nur in systematischer Weise auf jedem Pfad jede mogliche Regelanwen-
dung vornehmen. Ausgehend von A und M gibt es nicht nur ein erschopftes
Tableau, sondern abhéngig von der Reihenfolge der Regelanwendungen meh-
rere. Durch sorgféltige Buchfithrung kénnte man sich ein Verfahren ausden-
ken, das alle Variationsmoglichkeiten durchprobiert. Wie die nachfolgenden
Ergebnisse zeigen, ist das jedoch nicht notig. Wir zeigen (Lemma 5.41), da8
fiir jedes erschopfte Tableau 7' iiber M gilt: Hat T einen offenen Pfad, so 148t
sich aus ihm ein Modell von M U{—A} ablesen. Insbesondere hat man dann:
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M t/19g A < kein Tableau fiir A iiber M ist geschlossen
= kein erschopftes Tableau fiir A iiber M ist geschlossen
= M U{—-A} hat ein Modell, d.h. M p= A.

Aus der Korrektheit von TO folgt auch noch: Entweder alle erschopften Ta-
bleaux fiir A {iber M sind geschlossen, oder keins.

Lemma 5.41 (Vollstédndigkeitslemma)
Wenn es ein erschopftes, nicht geschlossenes Tableau fiir A iiber M gibt,
dann hat M U {=A} ein Modell.

Bewers:
Sei 7 ein offener Pfad im erschopften Tableau T fiir A iiber M. Wir schreiben
V € m, wenn V auf 7 liegt. Da T erschopft ist, hat man

e Fiir jede a-Formel V e m: Vi € mund Vo € 7
o fiir jede S-Formel V € m: Vi € moder Vo, €

e Iir jedes B e M: 1B € .

Da 7 nicht abgeschlossen ist liegen fiir jedes in A oder einem B € M vor-
kommenden Atom P nicht beide 0P und 1P auf w. Wir definieren

W falls1Pen
I(P):=¢ F fallsOPen
beliebig sonst

Durch Induktion zeigt man leicht, da§ I(V') = W fiir jede Formel V' auf =.
Wir zeigen das fiir den Fall, dafl V' = V; A V5. Da 7 erschopft ist, folgt aus
V € mauch V; € m und V; € 7. Nach Induktionsvoraussetzung folgt (V) =
W und I(V3) = W, woraus nach der Wahrheitstabelle fiir die Konjunktion
I(Vi NVy) = W folgt.

Es folgt, dal I Modell von M U {—A} ist.

5.4.3 Generierung von Tableauregeln

Woher kommen die Tableauregeln? Fiir die bisher betrachteten einfachen
logischen Verkniipfungen waren die zugehorigen Regeln zu naheliegend, als
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daBl man dieser Frage grofle Aufmerksamkeit geschenkt hétte. Die beiden
Regeln fiir die Konjunktion

1(AAB) 0(AN B)
1A 0A | 0B
1B

bieten sich direkt an. Wie miisste aber eine Tableauregel fiir die Formel
1(A <> B) ausschen? oder fiir den Shannon-Operator? (siche Definition 2.44).
Bevor wir diese Frage beantworten, wollen wir das Format fiir Tableauregeln
verallgemeinern. Statt einer Verzweigung in zwei Fortsetzungen wollen wir
beliebige endliche Verzweigungen zulassen. Auch soll pro Fortsetzung erlaubt
sein endliche viele Formeln anzugeben. In den bisherigen Beispielen wurden
hochstens zwei Formeln pro Fortsetzung benétigt. Eine allgemeine Tableau-
regel hat also die Form
¢
¢1,1 s %,1

Vig, |- | Ynk,
Um die Teilformeleigenschaft des Tableaukalkiils zu gewéhrleisten, wird ge-
fordert, dafl alle Vorzeichenformeln 1); ; Teilformeln der Vorzeichenformel ¢
sind.

Eine genaue Inspektion des Vollsténdigkeits- und Korrektheitsbeweises fiir
den Tableaukalkiil zeigt, dafl allein die Aussagen von Lemma 5.31 notwendig
waren. Die Verallgemeinerung der Aussage dieses Lemmas fithrt uns zu der
Definition

Definition 5.42

Eine allgemeine Tableauregel

¢
Yig || Y

Uiy |- | Ynks
heifit vollstandig und korrekt, wenn fiir jede Interpretation I gilt

valr(¢) =W gdw es gibt ein i, 1 <i <n, so daB
fiir alle 7,1 < 7 < k; gilt
valr(¥i ;) =W
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Satz 5.43

Ein Tableaukalkiil der nur korrekte und vollsténdige Regeln benutzt ist selbst
korrekt und vollstdndig.

Beweis siehe Literatur.

Beispiel 5.44

Wir schauen uns noch einmal die Wahrheitstabelle fiir den logischen Aquivalenzoperator

an.
10
T [1]0
0 01

Man priift leicht nach, dafl die Tableauregel

1(A < B)
1A |0A
1B | 0B

die Forderungen der Definition 5.42 erfiillt.

5.4.4 TUbungsaufgaben

Ubungsaufgabe 5.4.1
In Anlehnung an | , pp-70] definieren wir

Definition 5.45
Ein Tableau T heifit reguldr, wenn keine Vorzeichenformel auf demselben
Pfad zweimal vorkommt.

Das Tableau aus Abb.5.2 ist ein Beispiel eines regulédren Tableaux.

1. Geben Sie Formeln A,B an, so dafl das es ein geschlossenes Tableau fiir
A iiber B gibt, aber keine reguléres geschlossenes.

2. Wie konnte man das Tableauverfahren aus Definition 5.33 abédndern, so
dafl nur regulére Tableaux enstehen und Korrektheit und Vollstéandigkeit
erhalten bleiben?
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Ubungsaufgabe 5.4.2
Geben Sie vollstindige und korrekte Tableauregeln an fiir

1. die Aquivalenz <,
2. den dreistelligen Shannon-Operator sh.

Ubungsaufgabe 5.4.3
Beweisen Sie im Tableau-Kalkiil:

(plhl — —p2hl)
plhl — —p3hl
p2hl — —p3hl

A )
A ) (—plhl A =plh2)
A (plh2 — —p2h2)
A( ;

F Vv (=p2hl A —p2h2)

D112 — ~p3h2 V (—p3h1 A —p3h2)

A (p2h2 — —p3h2

Ubungsaufgabe 5.4.4
Beweisen Sie im Tableau-Kalkiil:

(AANB) - C) = (A— (B—())

Ubungsaufgabe 5.4.5
Beweisen Sie den ($-Fall von Lemma 5.39.

Ubungsaufgabe 5.4.6
Anstelle der 3-Regel werde die folgende ST-Regel benutzt:

s
Br| =
B

Zeigen Sie, dafl der so entstehende Tableaukalkiil auch korrekt und vollsténdig
ist.

Ubungsaufgabe 5.4.7

Im Kapitel Tableau Methods for Classical Propositional Calculusin | ]
von Marcello D’Agostino wird ein KE genannter Tableaukalkiil vorgestellt.
Die a-Regeln sind dieselben wie in Abschnitt 5.4.2 beschrieben. Die uniforme
[b-Regel sieht dagegen so aus:

By B3
BB
B B
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wobei V¢ die zu V komplementére Vorzeichenformel ist, d.h. V¢ = 0F fiir
V =1F und V¢ = 1F fiir V = 0F. In unserem Kalkiil aus Abschnitt 5.4.2
besalen die Regeln nur eine Préamisse, mit Ausnahme der Pfadabschlussregel.
Im KE Kalkiil besitzen alle 5-Regeln zwei Voraussetzungen. Die generische
[-Regel umfasst die folgenden Instanzen.

0F, 0F, 1F, 0F,
(RVE) LFVE) 1R —F)  L(F— )
15 15, 15 0F,
1F, 15,
OFLAF)  O(FAF)
0F, 0F,

Die bisher prisentierten Regeln sind nicht vollstédndig, sie wiirden auch nur
die Konstruktion von Tableaux mit einem einzigen Pfad erlauben. Hinzu
kommt noch die eingeschrénkte Schnittregel

1F | OF

Die Einschriankung besteht darin, dal die Schnittregel zu Verzweigung eines
Tableaupfades © nur angewendet werden darf wenn es eine $-Formel 3 auf 7
gibt, so dafl 8; = 1F oder B; = OF'. Die Pfadabschlussregel bleibt wie bisher.

Beweisen Sie

1. Korrektheit und

2. Vollstandigkeit des KE Kalkiils
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5.5 Pridikatenlogischer Tableaukalkiil (ohne
Gleichheit)

Wir beschranken uns aus didaktischen Griinden auf einen Tableaukalkiil ohne
Gleicheit

Eine ausfiihrliche Darstellung des Tableaukalkiils findet man in den Biichern
[ ] und | |. Abgesehen von der Orientierung zum automatischen
Beweisen, enthilt das Buch von Fitting gegeniiber dem von Smullyan eine
neue Behandlung des Allquantors, der es ermdglicht auch im Tableaukalkiil
die Technik der Unifikation zu nutzen. Eine umfassende Darstellung der Ta-
bleau Methode wird in dem Handbuch | | gegeben. Wir folgen der
Darstellung in | ] mit den Verbesserungen aus | -

Wir arbeiten iiber der Basis {—, A, V, —,V, 3}. Eine Transformation der am
Beweis beteiligten Formeln in eine Normalform ist nicht erforderlich.

5.5.1 Tableauregeln

Pradikatenlogische Vorzeichenformeln sind préadikatenlogischen Formeln, vor
denen 0 oder 1 als Vorzeichen stehen, wie in 5.4. Vorzeichenformeln wer-
den wieder in Typen eingeteilt, und entsprechend dieser Einteilung werden
Abkommlinge definiert:

Uniforme Notation

Typ e:  1A,0A fir atomare Formeln A
LV [V
1-A [0A] - Vi W]
Typ a: 0-A 1A | - Typ B: 0AANB | 0A | 0B
1ANB | 1A | 1B 1AVB |1A| 1B
0AVB |0A| 0B 1A— B |0A | 1B
0A— B|1A | 0B
vV v vV [V
Typ v: | IVzA(z) | 1A(2) Typ é: | 13zA(x) | 1A(x)
03zA(z) | 0A(x) OVzA(z) | 0A(x)
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Durch die uniforme Notation wird in den nachfolgenden Beweisen eine Fall-
unterscheidung in elf Falle auf vier Fille reduziert. Das ist einzig und allein
der Grund fiir ihre Einfithrung. Wesentlich dafiir sind die folgenden Gemein-
samkeiten von Formeln desselben Typs:

Lemma 5.46
Sei (D, I) eine beliebige Interpretation, 5 eine beliebige Variablenbelegung
fir (D, I). Wir schreiben valg statt valp rg. Dann gilt

1. fiir jede a-Formel V:
valg(V) =W < walg(Vy) = W und valg(Va) = W

2. fiir jede -Formel V:
valg(V) =W < walg(Vy) = W oder valg(Vy) = W

3. fiir jede y-Formel V:
valg(V) =W &  Firalled € D :valga(Vi(z)) =W

4. fiir jede o-Formel V:
valg(V) =W & Esgibt d € D mit: valgs(Vi(z)) = W.

(Hierbei ist Vi (x) der Rumpf und = die quantifizierte Variable von V.)

Definition 5.47 (Tableaux)
Sei A eine Formel und M eine Menge von Formeln, alle ohne freie Variablen.
Ein Tableau fiir A iiber M ist wie folgt rekursiv definiert.

1. Ein einziger mit 0A markierter Knoten ist ein Tableau fiir A iiber M.
2. a-Regel (wie im AL-Fall).
3. [-Regel (wie im AL-Fall).

4. Essei T ein Tableau fiir A {iber M und 7 ein Pfad in 7', so daf} auf 7 ein
Knoten liegt, der mit einem V' vom Typ 7 beschriftet ist, V = 1Vz B, ()
oder V' = 03zB;(z). Dann ist auch 7" ein Tableau fiir A iiber M,
welches dadurch aus T" entsteht, dafl an 7 ein neuer Knoten angefiigt
wird, welcher mit Vi (y) (d.h. 1B (y) bzw. 0B;(y)) beschriftet ist fiir eine
Variable y, die noch nicht auf 7 frei vorkommt. Wir sagen in diesem
Fall, dal 7" aus T' durch eine Anwendung der v-Regel hervorgeht.
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5. Es sei T ein Tableau fiir A iiber M und 7 ein Pfad in T, so daf auf = ein
Knoten liegt, der mit einem V' vom Typ § beschriftet ist, V = OVz By ()
oder V' = 13zB;(z). Dann ist auch 7" ein Tableau fiir A iber M,
welches dadurch aus 7' entsteht, daff an 7 ein neuer Knoten angefiigt
wird, welcher mit Vi (f(xy,...,x,)) beschriftet ist, wobei xy, ..., z, alle
freien Variablen in V sind und f ein neues Funktionszeichen ist. Wir
sagen, T geht aus T' durch eine Anwendung der j-Regel hervor.

6. Es sei T ein Tableau fiir A iiber M und 7 ein Pfad in 7', dann ist auch
T’ ein Tableau fiir A {iber M, welches durch Verlingerung von 7 um
einen mit 1B beschrifteten Knoten entsteht, fiir eine Formel B aus M.
Wir sagen, 7" geht aus T' durch eine Anwendung der V-Regel aus T’
hervor.

Diese Definition ist eine Fortsetzung der entsprechenden aussagenlogischen
Definition 5.33 auf Seite 180.

Zusammengfassung der Tableauregeln in Kurzform

V
a-Regel 1% fiir a-Formeln V
Vi
[-Regel ‘/1“/‘/2 fiir S-Formeln V/
R V fiir y-Formeln V' und jede Variable y, die auf
~v-Regel ;
Vi(y) dem Pfad noch nicht vorkommt
v fiir 6-Formeln V| wobei xq,...,x, alle frei-
0-Regel AR 7) en Variablen in V' sind und f ein neues n-
AT o5 T stelliges Funktionssymbol
Anfangsregel 04 fiir die zu beweisende Formel A
A ohne freie Variable
V-Regel 15 fiir jedes B € M

B ohne freie Variable

Definition 5.48
Es sei 7 ein Pfad in T" und o eine Substitution. o schliefit =, wenn es
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e Formeln B, C gibt, so daf o(B) = o(C), o kollisionsfrei fiir B und C
ist und 1B,0C" auf 7 liegen oder

e cine der Formeln 01 oder 10 liegt auf .

Definition 5.49 (Abschlufiregel)
C-Regel:

Aus einem Tableau T erzeuge ein Tableau T dadurch, daf fiir einen Pfad m
und eine kollisionsfreie Substitution o, die 7 schlieit, o auf ganz T
angewandt wird.

Nach Anwendung der C-Regel ist der zugehorige Pfad = geschlossen.

Ein Tableau T heifit geschlossen, wenn alle seine Pfade geschlossen sind.

Beispiel 5.50
Ein Tableau, das mit der C-Regel geschlossen wird:

0 Va p(x) |—> Fy p(y) 0V p(x) |—> Jy p(y)
1 Vz p(z) (a-Regel) 1 Vz p(z)
| C-Regel |
0 3y p(y) (a-Regel) = 0 3y p(y)
| {Y/X} |
1 p|(X) (7-Regel) 1 p|(X)
0 p(Y) (7-Regel) 0 p(X)

Aus der zu beweisenden Aussage ist durch einmalige Anwendung der a-Regel
und zweimalige Anwendung der 7-Regel das linke Tableau entstanden. Aus
diesem ist dann das rechts stehende durch die Anwendung der C-Regel ent-
standen. Zur Verdeutlichung der freien Variablen verwendet man iiblicher-
weise Groflbuchstaben fiir die Variablen, die bei Anwendung der ~-Regel
substituiert werden.

Definition 5.51 (Der Kalkiil T)
Sei A eine Formel, M eine Formelmenge, alle ohne freie Variable.

Wir sagen, A ist im Tableaukalkiil aus M ableitbar, in Symbolen
MbEp A

wenn es ein geschlossenes Tableau fiir A iiber M gibt.
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Der Kalkiil T arbeitet auf Tableaux als Objekte fiir die Regeln. Die Regeln
von T stellen jeweils aus einem Tableau 7" ein Tableau 7} her geméf einer der
Regeln («, B, v, 6 und C') anzuwenden auf eine oder zwei Vorzeichenformeln
auf einem Pfad 7 in 7.

Man beachte, dafl zum Zwecke des Herstellens eines geschlossenen Table-
aus fiir A iiber M zu den Regeln von T die Anfangsregel und die V-Regel
hinzuzunehmen sind.

In dieser Terminologie ist eine Ableitung in T eine Folge von Tableaux, be-
ginnend mit einem Ein-Knoten-Tableau der Art 0A und jeweils fortgesetzt
durch Anwenden einer der angegebenen Regeln.

Bemerkung 5.52

Um M Ft A zu etablieren, versuchen wir, ein geschlossenes Tableau fiir A
itber M zu finden. Ausgehend vom Ein-Knoten-Tableau 0A werden durch
Anwendung der Regeln von T und der V-Regel fiir M sukzessive Tableaux
gebildet. Ist man bei einem solchen T" angelangt, so sind Fortsetzungsmoglich-
keiten

1. das SchlieBen eines Pfades in T' durch die C-Regel, also der Ubergang
zu o(T) (in offensichtlicher Notation) und

2. das Verldngern von 7' mittels einer der weiteren Regeln von T oder der
V-Regel.

In der Regel wird man zunéchst versuchen, Fortsetzung 1 zu wéhlen. Ist dies
nicht moglich, setzt man also mit 2 fort, so ist hierzu folgendes zu beden-
ken. Es ist nicht verboten, eine Regel auf denselben Knoten — also die dort
stehende Vorzeichenformel — zweimal anzuwenden. Man erkennt jedoch, dafl
dies fiir alle Regeln aufler der v-Regel unnétig ist, der bearbeitete Knoten
konnte im Prinzip geloscht werden (das folgt aus Lemma 5.46). Die y-Regel
spielt eine Sonderrolle: Im Gegensatz zu allen anderen Tableauregeln muss die
mehrfache Anwendung auf dieselbe Formel 1¥x B(x) mit unterschiedlichen
Substitutionen 1B(t1), 1B(t2), ... ermoglicht werden. Dazu miissen Formeln
1B(X1), 1B(X3),... als Ausgangspunkt fiir diese Substitutionen bereitge-
halten werden. Um keine Moglichkeit auszulassen, sollte eine Strategie zur
Wahl der Formel, mit deren Bearbeitung fortgesetzt wird, fair sein: Solange
ein Pfad nicht geschlossen ist, wird versucht, jede «, 3, 0-Formel auf ihm ge-
nau einmal zu benutzen, jede v-Formel ”immer wieder” (unbeschriankt oft),
mit immer neuen eingesetzten Variablen.
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03yVap(x,y) — YeIyp(x,y)

1FyVap(z, y)

OVz3yp(x,y)

Vap(z,a)

03yp(b, y)

Ip(X,a)

Op(b,Y)

geschlossen mit o(X) =bund (V) =a

Tabelle 5.1: Ein geschlossenes Tableau

OVzIyp(x,y) — IyVep(x,y)
0JyVap(x,y)

1Va3yp(z, y)

OVap(z,Y)

13yp(X, y)

Op(f(Y),Y)

1p(X, g(X))

p(f(Y),Y) und p(X, g(X)) sind nicht unifizierbar

es miifite o(X) = f(Y) und o(Y) = o(g(f(Y)) gelten

Tabelle 5.2: Ein offenes Tableau
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Beispiele fiir ein geschlossenes und ein offenes Tableau findet man in den Ta-
bellen 5.1 und 5.2. Um die Tableaux leichter nachvollziehbar zu machen, sind
die Knoten mit n[m] markiert. Die erste Zahl gibt eine fortlaufende Num-
merierung aller Knoten. Die Zahl m in eckigen Klammern gibt an, welcher
Knoten benutzt wurde, um den Knoten n zu erzeugen.

5.5.2 Korrektheit

Wir fiithren den Begriff des Modells auch fiir Tableaux ein.

Definition 5.53

Es seien A € Fory, M C Fors, T ein Tableau fiir A iiber M und (D, I) eine
Interpretation iiber 3, wobei ¥ = ¥ U {f | f neues Funktionssymbol in T}.
(D, I) heifit Modell von T iiber M gdw. gilt

e (D, 1) ist Modell von M

e zu jeder Variablenbelegung /3 gibt es einen Pfad 7 in 7" mit valp ; 5(V) =
W fiir alle V' auf .

Vorbemerkung zu den nachfolgenden Beweisen.
Wir wollen die folgende (iibliche) Schreibweise verwenden. Mit D = (D, I),

[ eine zugehorige Variablenbelegung, B eine Formel, stehe

D E B fiir: D ist Modell von B
D = B[p] fiir: valpg(B) = W.

Entsprechend schreiben wir D =V, D | V[5] fiir eine Vorzeichenformel V',
ferner D = N, D = N[f], D =7, D |= 7n[f] fur eine Menge N von Formeln
bzw. von Vorzeichenformeln, bzw. einen Pfad 7 (als Menge von Vorzeichen-
formeln). Dabei steht D |= M mit einer Formelmenge M als Abkiirzung fiir
D E B fiir alle B aus M.

Lemma 5.54

M sei eine Formelmenge ohne freie Variablen.

Das Tableau T" iiber M gehe aus T iiber M durch Anwendung einer Ta-
bleauregel hervor.

Hat T ein Modell iiber M, dann auch T".

Bewezs:

Der Beweis gliedert sich in acht Félle, je nachdem, welche Tableauregel von
T nach T” fiihrt.

'Kurzform, neues Tableau durch Substitution
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1. B-Fall: Auf einem Pfad 7 von T liegt die S-Formel V', und T” entsteht,
indem der Pfad 7 erweitert wird einmal zum Pfad m; durch Anhéngen
der Formel V4 und zum anderen zum Pfad m durch Anhéngen der
Formel V5. Nach Voraussetzung hat T ein Modell D, d. h. fiir jede
Variablenbelegung /3 existiert ein Pfad 7y von 7' mit D = M und
D |= mo[f]. Wir wollen zeigen, da8 D auch Modell von 7" ist. Betrachten
wir dazu eine beliebige Variablenbelegung 3. Ist der Pfad 7y von 7" mit
D = mo[B], der nach Voraussetzung existiert, verschieden von 7, dann
ist w9 auch ein Pfad in 77, und wir sind fertig. Ist mg = m, so liegt V/
auf my und somit D = V[f]. Aus der Eigenschaft von f-Formeln folgt
D = Wi[5] oder D = V5[] und somit D = m[5] oder D = m,[5], und
ohnehin ist D = M.

2. a-Fuall: Analog. Bleibt dem Leser iiberlassen.

3. v-Fall: Auf dem Pfad 7 von T kommt die y-Formel V' vor, und 7"’
entsteht, indem 7 durch Hinzufiigen der Formel Vi (y), fiir eine auf =
neue freie Variable y, zu dem Pfad m; verlangert wird. D sei ein Modell
von T iiber M. Wir zeigen, dafl D auch Modell von 7" ist. Ist 8 eine
Belegung, dann D = 7y fiir ein w9 in 7. Wenn 7wy # 7, ist 7y auch
ein Pfad von 77, fertig. Wenn 7y = 7, hat man mit D = V[f] auch

D = Vi(y)|p], also D = ;.

4. §-Fall: Auf dem Pfad 7 von T kommt die -Formel V' vor mit den freien
Variablen x4, ..., x,, und T” entsteht, indem 7 durch Anhéngen der For-
mel Vi(f(xy,...,x,)) fir ein neues Funktionszeichen f zu m; verldngert
wird. Nach Voraussetzung sei D Modell von 7' iiber M. Wir konstru-
ieren eine Interpretation D', die sich von D nur darin unterscheidet,
daB dem Funktionszeichen f eine Interpretation f? zugeordnet wird.
Fiir dy,...,d, € D und einer Variablenbelegung 8 mit §(x;) = d; fiir
1=1,...,n gilt entweder

D Vg,

in diesem Fall gibt es ein d € D mit

D [ Vi[B3],

oder D |= V[f] gilt nicht. Im letzten Fall wihlen wir einen beliebigen
Wert d € D. Wir definieren dann f?'(d,, ..., d,) = d fiir die verschie-

denen dy, ..., d, mit dem entsprechenden d.

Damit ist die Definition der Interpretation D’ abgeschlossen. Wir wollen
zeigen, dafl D' Modell von T” ist. Es sei 8 eine beliebige Belegung
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bzgl. D', 3 ist auch Belegung bzgl. D, da sich der Grundbereich nicht
gedndert hat. Es gibt mg in 7' mit D = mo[f]. Ist mp # 7, so ist my auch
Pfad in 7". Ist mp = 7, hat man D = V[f], und nach Konstruktion von
D' auch D' = V4[B]. Da in den restlichen Formeln des Pfades 7 und in
M das Zeichen f nicht vorkommt, erhalten wir insgesamt D' |= m[f]

und D' = M.
5. V-Regel: offensichtlich, da ein Modell von T" iiber M stets Modell von
M.
Lemma 5.55

Ist D Modell von T iiber M und ensteht 7" aus T durch Schlieflen eines
Pfades, dann ist D auch Modell von T".

Bewes:

Geméaf Voraussetzung gibt es zu jeder Belegung 3 einen Pfad 7 in 7' mit D |=
7[B]. T" entstehe durch Anwenden der Substitution ¢ und Schlieflen eines
Pfades geméfl einer der beiden Moglichkeiten in 5.48. Sei [ eine Belegung.
Wir definieren " als die Modifikation von 5 geméfl o, wie im letzten Teil des
Beweises zu 5.54.

Nach dem Substitutionslemma gilt
D E Clf] gdw. D E o(C)[4] fiir alle C,

so dafl aus D |= «[f'] fiir den zu B’ gehorigen Pfad = folgt: D = o(7)[5] (wo
o(n) ={c(V) |V auf 7}).

Satz 5.56 (Korrektheitssatz des Tableaukalkiils)
Sei A € Fors;,, M C Fors, alle ohne freie Variable
Wenn es ein geschlossenes Tableau fiir A iiber M gibt, dann ist M = A.

Beweis:

Wir bemerken zunéchst, dafl ein geschlossenes Tableau fiir A iiber M offen-
sichtlich kein Modell haben kann.

Wir definieren fiir die Zwecke dieses Beweises das Anfangstableau Ty fiir A
iiber M als das aus einem Pfad bestehende Tableau, das genau die Formeln

e 0A
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e |IBfirBe M

enthélt. Der bisher beschriebene Kalkiil schreibt zwar vor, dafi 0A in je-
dem Tableau einer Ableitung auf jedem Pfad vorkommen muf}, aber dariiber,
wann eine Voraussetzung B aus M in ein Tableau eingebaut wird, gibt es
keine Festlegung. In den kleinen Beispielen, die wir bisher betrachtet ha-
ben, haben wir es so eingerichtet, daf3 auch die Formeln aus M von Anfang
an dabei sind. Offenbar kénnen wir diese Normierung vornehmen ohne Ein-
schrankung der Allgemeinheit.

Sei jetzt
To,... Ty, Tors, ... T

eine Ableitung fiir A iiber M. T,, ist nicht erfiillbar, da es ein geschlossenes
Tableau ist. Dann sind aber auch alle vorangegangen Tableaux unerfiillbar.
Das koénnen wir so einsehen. Angenommen 7T}, ist unerfiillbar. Ware Ty
erfiillbar, so miisste nach Lemma 5.54 auch T}, erfiillbar sein. Nach unserer
Annahme kann das nicht sein, also ist zwangslaufig T}, unerfiillbar. Insbeson-
dere ist Ty nicht erfiillbar, was nach Definition von 7§ gleichbedeutend ist
mit M = A.

5.5.3 Hintikka-Mengen

Dieses Unterkapitel bereitet den Beweis des Vollstindigkeitssatzes vor, der
im folgenden Unterkapitel gefiihrt wird. Ein wesentlicher Schritt in diesem
Beweis ist die Konstruktion eines Modells fiir Formelmengen mit speziellen
Eigenschaften, eben den Hintikka-Mengen. Die Konstruktion ist unabhéngig
vom Rest des Beweises und kann deshalb hier schon erledigt werden.

Definition 5.57 (Hintikka-Menge)
Eine Menge H von geschlossenen Vorzeichenformeln iiber einer Signatur ¥
heiflt eine Hintikka-Menge, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:
(H1) Gilt fiir eine a-Formel V', V € H,
dann auch V; € H und V; € H.
(H2) Gilt V e H fiir eine f-Formel V,
dann auch V; € H oder V5, € H.
(H 3) Gilt V € H fiir eine d-Formel V,
dann gibt es einen variablenfreien Term ¢ mit V;(¢) € H.
(H4) Gilt V € H fiir eine y-Formel V,
dann gilt Vi(t) € H fir jeden variablenfreien Term t.
(H5) Fiir keine Formel A kommt sowohl 14, als auch 0A in H vor
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Lemma 5.58 (Modell-Lemma)
Jede Hintikka-Menge H besitzt ein Modell.

Beweis:

Wir setzen
D = {t : t ein Grundterm}

Falls die urspriingliche Signatur kein Konstantensymbol enthélt fiigen wir
an dieser Stelle ein beliebiges neues Konstantensymbol hinzu. Wir miissen
sicherstellen, dafl es mindestens einen Grundterm gibt, das Universum D also
nicht leer ist.
I wird definiert durch

I(f)(tr, .. tn) = f(t1, ... tn)

(t1,...,ty) €I(p) < 1p(t1,...,t,) € H

I(p)=W & 1pe H (fur O-stelliges p).

Mit dieser Definition gilt fiir jeden Grundterm:
I(t) =t

Wir beweisen diese Behauptung durch Induktion iiber den Termaufbau. Fiir
t = ¢, ein Konstantensymbol, gilt nach Definition

I(c) =c.

Sei jetzt t = f(t1,...,tn):

Ity = I(f)(tP,...,tP) (Def. von I(t))
I(f)(t1,...,[tn) (Ind.Vor.)
= f(t1,...,tn) (Def. von I(f))

Es bleibt, um den Beweis des Modell-Lemmas zu vervollsténdigen, noch nach-
zuweisen, dafl fiir jede Formel V' € H gilt

(D.I) V.

Dieser Nachweis wird wieder durch Induktion iiber den Aufbau von V' gefiihrt.
(Man beachte, dal H nur geschlossene Formeln enthélt.)

1. Fall: V = 1p(ty,...,t,)
Falls V € H, dann gilt D = V nach Definition von D.

2. Fall: V =0p(ty,...,tn).

Wenn V' € H, dann gilt wegen (H5) 1p(t4,...,t,) ¢
von (D, ) also (D, 1)t~ p(ty,...,t,),d. h. (D,I)

H . Nach Definition
): ﬂp(tl, e ,tn)
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Die weiteren Induktionsschritte sind jetzt einfache Konsequenzen aus (H 1)
bis (H 4).

5.5.4 Vollstindigkeit

Satz 5.59 (Vollstédndigkeit von T)
Sei A eine Formel und M eine Menge von Formeln, alle ohne freie Variable.
Gilt M = A, dann gibt es ein geschlossenes Tableau fiir A iiber M.

Die Beweisidee ist Folgende: Wir geben Tableaukonstruktionsvorschriften an,
nach denen ein geschlossenes Tableau fiir A iiber M konstruiert werden soll.
Wichtig dabei ist, dafl die Formeln fiir die Regelanwendungen fair ausgewahlt
werden d.h. nicht irgendwelche Moglichkeiten unberticksichtigt bleiben (vgl.
oben 5.52). Wird auf diese Weise kein geschlossenes Tableau gefunden, so
zeigen wir, daf§ dann M U{—A} ein Modell haben muf}, was im Widerspruch
zu M | A steht.

Definition 5.60 (Tableaukonstruktion)

Es werden sukzessiv nicht nur Tableaux konstruiert, sondern parallel zu je-
dem Tableau eine Substitution fiir die freien Variablen in dem jeweiligen
Tableau. Starttableau und -Subtitution ist das Paar ({0A},id). (Th41,0nt1)
entsteht aus (75,,0,), indem das Tableau 7,, durch eine Tableauregel fair
erweitert wird. Geschieht diese Erweiterung nicht durch Anwendung der -
Regel, so ist 0,11 = 0,,. Ansonsten entsteht o,,1 aus o,, indem es um eine
Substitution fiir die neue Variable aus der 7-Regel erweitert wird. Wodurch
die Variable substituiert wird, ergibt sich aus einer (beliebigen aber festen)
Aufzéhlung aller Grundterm {¢, : n > 1}. Bei der n-ten Anwendung der
~v-Regel auf einem Pfad auf eine Vorzeichenformel V' wird die neue Varia-
ble durch ¢,, substituiert. Wann Tableauerweiterungen fair sind, wird in der
folgenden Definition festgelegt.

Definition 5.61 (Fairnessforderungen)
Die Konstruktion der (7,,0,) ist fair, wenn:

1. nur Pfade 7 aus T; verldngert werden, fiir die o;(7) nicht geschlossen
ist (geschlossene Pfade werden nicht erweitert),
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2. fiir jede a-, - oder 0-Formel V, die in einem Tableau 7} vorkommt,
ein Index ¢ mit 7 < ¢ existiert, so daf} fiir jeden Pfad 7 in 7;, der V
enthalt, gilt: o;(7) ist geschlossen oder V' wurde zur Pfadverlangerung
genutzt,

3. fiir jede y-Formel V, die in einem Tableau 7} vorkommt, und jedem
m > 0 ein Index ¢ mit j < ¢ existiert, so daB fiir jeden Pfad 7 in T}, der V'
enthélt, gilt: o;(7) ist geschlossen oder V' wurde zur Pfadverlingerung
m-mal genutzt (hier kommen die unterschiedlichen Substitutionen zum
tragen, die neue Variable in 7; wird in o; durch ¢, substituiert),

4. fiir alle B € M ein Index i existiert, so daf} fiir jeden Pfad = in T; gilt:
o;(m) ist geschlossen oder 1B liegt auf .

Man beachte, dal Fairness eine sehr einschneidende Forderung ist, die im
wesentlichen eine Art Breitensuche erzwingt.

Beweis von Satz 5.59
Die Aussage des Satzes kann erweitert werden zu:

Sei A eine Formel und M eine Menge von Formeln.

Gilt M = A und konstruiert man nach den Tableaukonstrukti-
onsforschriften 5.60 Tableaux fiir A iiber M, dann wird nach end-
lich vielen Regelanwendungen ein geschlossenes Tableau o;(7;)
gefunden.

Wir erinnern daran, daf§ wir uns auf geschlossene Formeln A beschrankt
haben.

Wir wollen einen Widerspruchsbeweis fithren, d.h. wir nehmen an, daf§ kein
geschlossenes Tableau gefunden wird.

Man beachte, daf bei der Konstruktion der 7; die Substitutionen ¢ (i) nicht
tatsdchlich ausgefiihrt werden. Sie werden nur ”notiert”, um auszuweisen,
dafl ein Pfad in einem T; "jetzt geschlossen werden koénnte”. Dieser Pfad
wird dann nicht mehr fortgesetzt. Es entsteht also jeweils T;,, aus T; durch
Anhéngen von Knoten an einem Pfad 7, so dal o;(m) nicht geschlossen ist.
Durch Vereinigung der Tableaux T;,¢ = 0, 1, 2, ..., entsteht ein Tableau T, und
aus der Voraussetzung "kein o;(7T;) ist geschlossen” folgt, dafl 7" unendlich
ist. Wir verwenden nun das aus der Graphentheorie bekannte

Konigs Lemma: In jedem unendlichen, endlich verzweigenden Baum
existiert ein unendlicher Pfad.
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Es sei 7 ein unendlicher Pfad in T'. Wir zeigen: Es gibt eine Hintikka-Menge
H, die alle Vorzeichenformeln auf o(m) enthdlt.

Man zeigt zuerst, dafl o(7), aufgefaBt als Formelmenge, die Eigenschaften (H
1) — (H 5) erfiillt. (H 1) bis (H 4) folgen unmittelbar aus den Fairnessforde-
rungen, wihrend (H 5) aus der Tatsache folgt, dafl der Pfad nicht geschlossen
wird.

Betrachten wir (H 4) etwas genauer. Zunéchst wissen wir, daf§ nach der Fair-
nessvorschrift jede y-Formeln V' € o(7) unendlich oft zur Verlingerung des
Pfades benutzt wurde und damit fiir jeden variablenfreien Term ¢ auch V;(t)
auf dem Pfad liegt (V4 sei der Rumpf von V' ohne Quantor).

Nach Lemma 5.58 hat H ein Modell. Da H 0A und alle 1B, B € M enthilt,
ist dieses auch Modell von M U {=A}. Also M [~ A entgegen Annahme.

5.5.5 Der Satz von Herbrand

Dieser Unterabschnitt ist einem fiir die Historie des automatischen Beweisens
wichtigen Resultat gewidmet, dem Satz von Herbrand, siehe Satz 5.64 auf
Seite 204. Dieser Unterabschnitt ist fiir die folgenden Kapitel nicht erforder-
lich.

Wie in Definition 4.3 vereinbart bezeichnet Term? die Menge aller Grund-
terme iiber X.

Die im Beweis von Lemma 5.58 konstruierte Struktur D folgt einem be-
stimmten Muster, sie gehort zur Klasse der Herbrand Algebren, die wir jetzt
einfithren werden.

Definition 5.62 (Herbrand-Algebra)

Die Signatur ¥ enthalte mindestens eine Konstante. Eine Interpretation
(D, I) von X heifit Herbrand-Interpretation oder Herbrand-Algebra genau
dann, wenn

1. D =Term$

2. I(f)(ty,...,tn) = f(t1,...,t,) fir alle n—stelligen Funktionssymbole
f, und beliebige Grundterme ti,...,%,. (Im Falle n = 0 heifit das:
I(c) =c.)

Zu einer Formelmenge M C Fory ist ein Herbrand-Modell von M eine
Herbrand-Algebra iiber ¥, welche Modell von M ist.
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Die Voraussetzung, daf§ ¥ mindestens eine Konstante enthalte, ist nicht sehr
einschriankend: Ist das nicht der Fall, so nehme man eine Konstante hinzu.
Diese Voraussetzung ist allerdings notwendig. Enthélt ¥ keine Konstante,
dann ist Term?, die leere Menge. Pridikatenlogische Strukturen miissen aber
nach unserer Definition ein nicht-leeres Universum haben.

In einer Herbrand-Algebra wird also jeder Grundterm als er selbst interpre-
tiert,
I(t) =t fiir Grundterme,

insbesondere gilt das fiir Konstanten. Spielraum fiir verschiedene Herbrand-
Algebren gibt es nur bei der Interpretation der Pradikatsymbole. Wir notieren
noch das

Korollar 5.63
Ist (Term$, I') Herbrand-Algebra iiber 3, t € Termy mit Var(t) = {x1,...,z,},
und S eine Belegung der Variablen mit Grundtermen, dann ist

valp,rp(t) = {x1/B(x1), .., za/B(zn) } ().

Beweis
Ubung

(Hieraus folgt nochmals, daf in einer Herbrand-Algebra gilt I(t) = ¢ fiir jeden
Grundterm t.)

Satz 5.64 (2. Satz von HERBRAND)
Sei ¢ eine quantorenfreie Formel ohne Gleichheit mit einer freien Variablen
x . Dann gilt

dx¢ ist allgemeingiiltig
gdw

es gibt eine natiirliche Zahl n und Grundterme ¢4, ...,t,, sodafl
o(t1) V... Vo(t,) allgemeingiiltig ist.

Beweis des 2. Satzes von HERBRAND

Ist dz¢ allgemeingiiltig, so gibt es nach dem Vollsténdigkeitsatz 5.59 ein ge-
schlossenes Tableau 7" (nach Anwednung einer unifizierenden Substitution
o). mit der Wurzelmarkierung Vx—¢. Falls in 7" noch freie Variablen vor-
kommen ersetzt man sie alle durch eine Konstante ¢, die es in ¥ nach Vorau-
setzung geben mufl. So entsteht ein variablenfreies geschlossenes Tableau mit
Wurzel Vz—¢. Jede Anwendung der Gammaregel auf die Wurzelformel setzt
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damit eine Formel der Form —¢(t;/x) auf einen Tableauast. Sei n die Anzahl
der Anwendungden dieser Regel. Ersetzen wird die Markierung des Wurzel-
knotens durch —¢(t1/z) A ... A =d(t1,/x) so 1aBt sich dasselbe Tableau T
konstruieren. Anstelle der Anwenddung einer der n Gammaregeln kann man
jetzt die Alpharegel mit der gednderten Markierung des Wurzelknotens be-
nutzen. Es gilt als ein geschlossenes Tableau fiir —¢(t;/x) A ... A =¢p(t1,/x).
Nach dem Korrekheitssatz fiir den Tableaukalkiil ist ¢(t1/z) V...V ¢(t1n/x)
allgemeingiiltig.

Die Aussage des 2.Satzes von Herbrand hat nicht mit dem Tableaukalkiil
zu tun. Dieser ist sozusagen nur ein Hilfmittel fiir den Beweis. Es gibt auch
einen Beweis, der weitest gehend unabhéngig ist von einem Kalkiil. Um diesen
Beweis zu présentieren brauchen wir als Vorbereitung die néchste Definition
und den 1.Satz von Herbrand.

Definition 5.65
Sei A :=Vz;...Vx,B mit quantoremfreiem B eine geschlossene Formel. Eine
Grundinstanz von A ist eine Formel

{z1/t1, ..., 2,/t, }(B)

mit: ¢y,...,t, € Term.

Ist M eine Menge geschlossener, universell quantifizierter Formeln, so sei
Grundinstanzen (M)

die Menge aller Grundinstanzen von Formeln in M.

Satz 5.66 (1. Satz von HERBRAND)

Y. enthalte mindestens eine Konstante, und es sei M eine Menge geschlos-
sener, universell quantifizierter Formeln. Ferner enthalte keine Formel in M
das Gleichheitssymbol =. Dann sind dquivalente Aussagen

1. M hat ein Modell
2. M hat ein Herbrand-Modell
3. Grundinstanzen(M) hat ein Modell

4. Grundinstanzen(M) hat ein Herbrand-Modell.
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Beweis Die Implikationen 4 = 3 und 2 = 1 sind trivial; ebenso wegen der
Allgemeingiiltigkeit von

Vay .. Ve, B = {x1/t1, ..., 2./t }(B)

die Implikationen 1 = 3 und 2 = 4. Wir brauchen nur noch zu zeigen, dafl
3= 2.

Essei (D, I) ein Modell von Grundinstanzen(M ). Wir definieren eine Herbrand-
-Interpretation (Term$, J). Auf den Funktionssymbolen ist .J schon vorge-

schrieben. Wir setzen.
J(P) = I(P) fiir aussagenlogische Atome P
J(p) = {(t1,...,t)|t1,. .. tn € Term®,valp 1(p(t, ..., t,)) =W}
fiir Pradikatsymbole p einer Stelligkeit n > 1.

Das heifit also, es gilt

UalTerm%,J(A) = UOJZD,I(A>

fiir jede geschlossene atomare Formel A, das keine Gleichung ist. Mittels tri-
vialer Induktion haben wir dies dann auch fiir alle geschlossenen, quantoren-
freien Formeln, die = nicht enthalten. Da (D, I') Modell von Grundinstanzen(M)
ist, folgt

UalTerm%,J({xl/tlv e ,[En/tn}(B)) = W

fiir alle Formeln Vz;...Vz,B € M und alle (ty,...,t,) € (Term%)™. Mit
Hilfe des Substitutionslemmas schlieflen wir hieraus

Valpermo g (VT1 .. Voo (B)) =W

fiir jedes Vz; ...Vz,B € M, d. h. (Term$, J) ist Modell von M.

2.Beweis des 2. Satzes von HERBRAND

Jx¢ ist allgemeingiiltig
—Jdx¢ besitzt kein Modell
Vz—¢ besitzt kein Modell
{=¢(t) | t Grundterm} besitzt kein Modell
es gibt ein n und t4,...,%, so daf3
{=¢(t1),...,~é(t,)} kein Modell besitzt
(Anwendung des Endlichkeitssatzes, Satz 5.84)
—p(t) A ... A=g(t,,) besitzt kein Modell
o(t1) V...V @(t,) ist allgemeingiiltig

Tt

T ¢

206



5.5.6 Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 5.5.1
Zeigen Sie, daf die Formel

VaVy(o(z,y) V (z,y)) — YoIyd(z,y) V IaVyd(z, y)

eine Tautologie ist.

Diese simple Tautologie ist der Ausgangspunkt einer Methode, genannt Funktions-
einfithrung (function introduction), zur Beschleunigung von Resolutionsbe-
weisen. Siehe etwa | -

Ubungsaufgabe 5.5.2

Die Formulierungen in den Sétzen 5.56 und 5.59 sind so allgemein gefasst,
dafl sie auch die Falle abdecken, in denen die Priamissenmenge M oder das
zu beweisende Theorem A freie Variable enthalten. In der Regel wird das
nicht der Fall sein. In dieser Aufgabe wollen wir genau diesen seltenen Fall
betrachten. Was geschieht, wenn man die Bildung des universellen Abschlus-
ses weglisst? Geben Sie Beispiele, dafl keine der beiden Implikationen in der
folgenden Aquivalenzaussage richtig ist:

M = A gilt genau dann, wenn es ein geschlossenes Tableau fiir A iiber M gibt.

Ubungsaufgabe 5.5.3

In der Definition 4.26 einer priadikatenlogischen Interpretation war verlangt
worden, dafl nur nichtleere Mengen als Tragermengen D auftreten kénnen.
Fiir die Zwecke dieser Ubungsaufgabe wollen wir diese Einschrinkung fallen
lassen und auch D = () zulassen. Wir nennen dies die Nullsemantik

1. Geben Sie ein Beispiel fiir eine Formel an, die in der iiblichen Semantik
allgemeingiiltig ist, aber in der Nullsemantik nicht.

2. Wenn man den in diesem Kapitel beschrieben Tableaukalkiil fiir die
Nullsemantik benutzt, welche Eigenschaft geht dabei verloren: die Voll-
standigkeit oder die Korrektheit?

3. Wie muf$ das Tableauverfahren abgedndert werden, damit es vollsténdig
und korrekt beziiglich der Nullsemantik ist?

Ubungsaufgabe 5.5.4
Man beweise im Tableaukalkiil:

Vi(a(next(t)) <> b(t) A —reset(t)) F Vi(reset(t) — —a(next(t)))
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Ubungsaufgabe 5.5.5

Zeigen Sie, dafl eine Robbins Algebra R, in der die Formel
Va(——x = x)

gilt, schon eine Boolesche Algebra ist.
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5.6 Sequenzenkalkiil

Sequenzenkalkiile wurden um 1935 von G. GENTZEN eingefiihrt. Deswegen
werden sie auch Gentzenkalkiile genannt. Sie spielen eine zentrale Rolle in der
mathematischen Logik, insbesondere in der Beweistheorie und haben etwa
ab der 80-er Jahren vor allem im automatischen Beweisen an Bedeutung
gewonnen. Fiir eine weitergehende Darstellung konsultiere man das Buch

[Gals6].

5.6.1 Syntax und Semantik

Definition 5.67 (Sequenz)
Eine Sequenz wird notiert als eine Folge zweier endlicher Mengen aussagen-
logischer Formeln getrennt durch das Symbol =>:

' => A.

[' wird Antezedent und A Sukzedent genannt. Sowohl links wie rechts vom
Sequenzenpfeil => kann auch die leere Menge stehen. Wir schreiben dann

=> A bzw. ' => bzw. =>.

Das etwas ungewohnliche Wort ,,Sequenz* fiir eine Zeichenfolge der Form
' => A hat sich fest eingebiirgert. Die englischen Ubersetzung von ,,Se-
quenz® heifit sequent und nicht etwa sequence.

Wir benutzen die folgenden abkiirzenden Schreibweisen zur Einsparung der
Vereinigungsoperation zwischen Mengen. Wir schreiben also fiir Formeln
A17-~~7An fiir {Alu---7An}
Ay, ..., A,, B und Formelmengen I' A: T', B fir TU{B}
A fir TUA

Ist T eine endliche Menge von Formeln, so schreiben wir AT fiir die Kon-
junktion der Formeln in I und \/ T fiir die Disjunktion. Fiir I" = () setzen wir
dabei A0 =1 und \/ 0 = 0.

Definition 5.68 (Auswertung von Sequenzen)

Sei [ eine Interpretation der Atome. Wir setzen die Auswertung val; von
Formeln einer Auswertung der Sequenzen fort durch.

valy (T => A) = val;(/\T = \/ A)

Die Begrifte Tautologie, Erfiillbarkeit werden jetzt in naheliegender Weise
auch fiir Sequenzen anstelle von einzelnen Formeln benutzt.
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5.6.2 Der aussagenlogische Kalkiil

Definition 5.69 (Axiome und Regeln des Sequenzenkalkiils S0)

axiom impl-right
IVF=>FA IVF=>G,A
'=>F—G,A
0-left
r,0=>A and-left
1-right IEG=>A
IEANG=>A
'=>1A
and-right
not-left
I =~ FA '=>FA TI'=>GA
T F == A I =>FAG,A
not-right or-left
[VF=>A LF=>A T'G=>A
[ =>-F A FVG=>A
impl-left or-right
'=>FA IG=>A I'=>FG,A
IVF—G=>A '=>FVG,A

Definition 5.70 (Beweisbaum)
Ein Beweisbaum ist ein Baum, dessen Knoten mit Sequenzen markiert sind
und fiir jeden Knoten n die folgende Einschrankung erfiillt:

1. Jeder Knoten hat keinen, einen oder zwei Nachfolgerknoten.

2. ist n; der einzige Nachfolgerknoten von n und sind I' => A und I'y =>
A; die Markierungen von n und n;, dann gibt es eine Sequenzenregel

Fl :>A1
'=>A
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3. besitzt n die beiden Nachfolgerknoten n; und ny und sind I' => A,
't => A; und I'y => A, die Sequenzen an den Knoten n, n; und no
dann gibt es eine Sequenzenregel

Fl => Al FQ => AQ
'=>A

Wir nennen einen Beweisbaum geschlossen oder vollstindig wenn er zusétzlich
noch die folgende Bedingung erfiillt:

4. jeder Knoten n, der keinen Nachfolgerknoten hat, mufl mit einem Axi-
om markiert sein.

Ein Beispiel eines Beweisbaumes ist in Abbildung 5.3 zu sehen. Die Defini-
tion 5.70 eines Beweisbaumes legt nicht fest in welcher Reihenfolge man ihn
konstruiert. Es ist jedoch in dem meisten Fillen zweckméfBig mit dem Wurzel-
knoten zu beginnen. Bei diesem Vorgehen werden die Regeln aus Definition
5.69 von unten nach oben benutzt.

Definition 5.71 (Ableitbarkeit in S0)
Fir A € ForOy, M C ForOyx, sagen wir, da3 A aus M ableitbar in SO ist, in
Zeichen:

M kg A,

genau dann, wenn ein geschlossener Beweisbaum mit Wurzelmarkierung M =>
A in SO existiert.

Bemerkung 5.72

Fiir den seltenen, aber nicht auszuschliefenden Fall, dafl man mit einer un-
endlichen Menge M von Vorausetzungen arbeiten mochte, ist das bisherige
Vorgehen nicht geeignet. Man miisste dazu erklaren, was die Konjunktion
einer unendlichen Formelmenge sein soll. In diesem Fall fithrt man eine neue
Beweisregel ein:

use premiss
B,T'=>A
'=>A

fir Be M

Satz 5.73 (Korrektheit und Vollstéindigkeit von S0)
Fiir jede endliche Menge aussagenlogischer Formeln M und jede aussagenlo-
gische Formel A gilt:

MEA & Mg A
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0=>(PV(QAR) = (PVQ)A(PVR))

(PV(QAR) =>((PVQ)A(PVR))

//\

P=>(PVQ)N(PVR)) QANR=>((PVQ)N(PVR))
/\ l
P:TP\/Q PT>P\/R
P=>PQ P=>PR Q,R:>(P\/Q)/\(P\/R)
| | -
Axiom Axiom Q,R=>PVQ Q,R=>PVR

! !

Q,R=>P QR=>PR

! !

Axiom Axiom

Abbildung 5.3: Beispiel eines Beweisbaums im Sequenzenkalkiil

Beweis:

Korrektheit Wir gehen aus von einem geschlossenen Beweisbaums 7 mit
Wurzelmarkierung M => A und miissen zeigen, dafl die Sequenz M => A
allgemeingiiltig ist. Dazu geniigt es zu zeigen

1. jede axiomatische Sequenz I'; A => A, A ist allgemeingiiltig
und

2. fiir jede Beweisregel

F1:>A1 F2:>A2
['=>A
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gilt wenn I'y => A; und I'y => A, allgemeingiiltig sind, dann ist auch
[' => A allgemeingiiltig.

3. analog zu (2) fiir Beweisregeln mit nur einer Prémisse.

Teil 1 ist unmittelbar einsichtig.
ZuTeil 2 fithren wir zwei Beispiele vor und vertrauen darauf, dafy der Leser
danach weiss, wie er die restlichen Félle selbst nachrechnen kann.

or-left
INH=>A I'G=>A

IHVG=>A

Wir habe als Voraussetzung, daB AT’ A H — \/A und ATAG — VA
allgemeingiiltig sind und sollen zeigen, daf§ das auch fir AT A (H VG) —
\V A zutrifft. Fiir jede Belegung I miissen wir also val;(AT' A (H V G) —
V A) =W zeigen. Gilt val;(ANT'A(HVG)) = F, dann sind wir trivialerweise
fertig. Gilt val (AT A (H V G)) = W, dann gilt val; (AT A H) = W, oder
valy(ATAG) = W. Indem wir von der ersten bzw der zweiten Voraussetzung
Gebrauch machen folgt val;(\/ A) = W und wir sind fertig,.

impl-right
I'H=>G,A
'=>H—>G,A

Als Voraussetzung haben wir die Allgemeingiiltigkeit von ATAH — GV\/ A
und sollen fiir jede Interpretation I zeigen val (AT — (H - GV \ A)) =
W. Nehmen wir also val;(AT) = W an (der Fall val;(AT) = F fiihrt
wieder trivialerweise zum Ziel) und versuchen val;(H — GV \/ A)) = W
zu zeigen. Wir brauchen nur den Fall val;(\/ A) = F weiter zu verfolgen, im
Fall val;(\/ A) = W sind wir wieder sofort fertig. Wir kommen zur letzten
Fallunterscheidung. Gilt val;(H) = F, dann folgt trivialerweise val;(H —
G) = W und wir haben es wieder geschafft. Es bleibt der Fall val;(H) = W.
Dann ergibt sich aber zusammengenommen val;(AT' A H) = W. Jetzt folgt
mit der Voraussetzung val;(G'V \/ A) = W. Da wir aber im Laufe unserer
Fallunterscheidungen uns im Fall val;(\/ A) = F befinden, muBl val;(G) =
W gelten. Insgesamt haben wir damit val;(H — G) = W erhalten, wie
gewiinscht.

Teil 3 Analog zu Teil 2.
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Vollstindigkeit Angenommen es gibt keinen geschlossenen Beweisbaum
mit Wurzelmarkierung I' => A. Wir wollen zeigen, dal I' => A nicht
allgemeingiiltig ist. Sei 7 ein Beweisbaum mit Wurzelmarkierung I' => A
auf den keine weitere Regelanwendung mehr méoglich ist. Nach Annahme kann
T nicht geschlossen sein. Es gibt also einen Knoten n ohne Nachfolgerknoten,
der mit Aq,..., A, => By,..., B, markiert ist. Da keine weitere Regel auf
dieses Blatt anwendbar ist, sind alle Formeln auf der Sequenz entweder Atome
oder 0 oder 1 und es gilt {A4;,... A} N{Bi,...,Br} = 0. Aus dem selben
Grund kann O nicht links und 1 nicht rechts auf der Sequenz auftreten.
Die Sequenz Ay,..., A, => By,..., By ist nicht allgemeingiiltig, denn eine
erfiillende Belegung I kann konstruiert werden, indem I(A;) = W fiir alle
Variablen links (1 < i <n) und I(B;) = F fiir alle Variablen rechts (1 < j <
k) gesetzt wird. Damit ist val;(Aq,..., A, => By,...,By) =F.

Im Korrektheitsteil dieses Beweises haben wir gezeigt, daf fiir jede Regel

Fl => Al FQ => AQ
['=>A

gilt: Wenn die beiden Pramissen (oder die eine, wenn es nur eine gibt) allge-
meingiiltig sind, dann ist auch die Konklusion allgemeingiiltig. Umformuliert
heiflt das: Wenn I' => A nicht allgemeingiiltig ist, dann ist I'y => A; oder
'y, => Ay nicht allgemeingiiltig. In dem Beweisbaum 7 haben wir schon
einen Blattknoten gefunden, der mit einer nicht allgemeingiiltigen Sequenz
markiert ist. Wiederholte Anwendung der genannten Eigenschaft der Be-
weisregeln fithrt zur Aussage, dal die Markierung des Wurzelknotens nicht
allgemeingiiltig ist.

5.6.3 Der pridikatenlogische Kalkiil

Es gibt verschiedene Tableaukalkiile, in 5.5 wurde einer von ihnen vorge-
stellt. Es gibt auch verschiedene Sequenzenkalkiile, vgl. die Biicher von | ]
und | ]. Wie im Falle der Aussagenlogik dargestellt, besteht eine enge
Verwandtschaft zwischen Tableau- und bestimmten Sequenzenkalkiilen, die
in der Pradikatenlogik erhalten bleibt: Von Tableaux kann man zu sogenann-
ten Blocktableaux iibergehen, und von diesen zu Beweisbdumen fiir Sequen-
zen. Man erhélt auf diese Weise einen zum Tableauxkalkiil 5.5 gehorigen
Sequenzenkalkiil (der allerdings die Eigenschaft hat, dafl eine pfadschlielen-
de Substitution auf den gesamten Beweisbaum anzuwenden ist, diesen also
dndert.)
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Wir betrachten gleich Formeln, die auch das =-Zeichen enthalten kénnen.

Die beiden folgenden Definitionen sind die pradikatenlogische Fortsetzung
der aussagenlogischen Definitionen 5.67 und 5.68.

Definition 5.74 (Sequenz)
Eine Sequenz wird notiert als eine Folge zweier endlicher Mengen préadikaten-
logischer Formeln getrennt durch das Symbol =>:

' => A.

I' wird Antezedent und A Sukzedent genannt. Sowohl links wie rechts vom
Sequenzenpfeil => kann auch die leere Menge stehen.

Definition 5.75 (Auswertung von Sequenzen)
Sei D eine préadikatenlogische Struktur und  eine Variablenbelegung:

valp (' => A) = valp s(/\T — \/ A)

Es gelten die iiblichen Vereinbarungen fiir leere Disjunktionen und Konjunk-
tionen.

Definition 5.76 (Der Sequenzenkalkiil S)
Die Regeln des Sequenzenkalkiils sind in den Abbildungen 5.4, 5.5 und 5.6
zusammengestellt.

Die Definition eines Beweisbaum ist wortlich dieselbe wie im aussagenlogi-
schen Fall, Definition 5.70, mit einer kleinen Anderung in der Definition eines
abgeschlossenen Beweisbaums.

Definition 5.77 (Beweisbaum)

Ein Ableitungsbaum ist ein Baum, so dafl jeder innere Knoten ein oder zwei
Nachfolger hat. Die Knoten des Baums sind mit Sequenzen markiert und fiir
jeden Knoten n sind die folgende Einschréankung erfiillt:

1. ist ny der einzige Nachfolgerknoten von n und sind I' => A und I'; =>
A, die Markierungen von n und n;, dann gibt es eine Sequenzenregel

I'y=> Al
'=>A

2. besitzt n die beiden Nachfolgerknoten n; und ny und sind I' => A,
I't => A7 und I'y => A, die Sequenzen an den Knoten n, n; und no
dann gibt es eine Sequenzenregel

ry=> Al Iy => AQ
I'=>A
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axiom
IVF=>FA
0-left
T,0=>A
1-right
T=>1A
not-left
I'=>FA
I—-F=>A
not-right
IVF=>A
['=>-FA
impl-left

'=>FA IG=>A

IVF—G=>A

impl-right

IVF=>G,A
'=>F—G,A
and-left
INFEG=>A
LEANG=>A
and-right

'=>FA TI'=>GA

I'=>FAG,A

or-left

LF=>A I'NG=>A

IEVGE=>A

or-right

I'=>FG,A
'=>FVG,A

Abbildung 5.4: Aussagenlogische Sequenzenregeln
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all-left ex-right

[VaF, F(z/X) => A ['=>dzF F(z/X),A

['WVaF => A I'=>dzF A

wobei X eine neue Variable ist. wobei X eine neue Variable ist.

all-right ex-left
I'=>F(z/f(xy,...,2,)), A D F(z/f(xy,...,xn)) => A

['=>VzF A [ dzeF => A

wobei f ein neues Funktions- wobei f ein neues Funktions-

symbol ist und zq,...,x, alle symbol ist und zi,...,x, alle

freien Variablen in Vx F. freien Variablen in dzF.

Abbildung 5.5: Pradikatenlogische Sequenzenregeln

identity eqg-subst-right

'=>s=s5A Is=t=>F(t),A
Is=t=>F(s),A

symmetry-right

=>s=tA
=>t=sA

eq-subst-left

symmetry-left
s=t=>A [VF(t),s=t=>A
it=s=>A [LE(s),s=t=>A

Abbildung 5.6: Sequenzenregeln fiir die Gleichheit
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Wir nennen einen Beweisbaum geschlossen oder vollstindig wenn er zusétzlich
noch die folgende Bedingung erfiillt:

3. es gibt eine Substitution o, so daf§ fiir die Markierung A jedes Knoten
n, der keinen Nachfolgerknoten hat, o(A) ein Axiom ist. Dazu z&hlt
auch das Gleichheitsaxiom.

Man beachte, dal zundchst A = p(s) => p(t) kein Axiom zu sein braucht.
Ist o aber ein Unifikator von s und ¢ dann wird o(A) = p(o(s)) => p(o(t))
zu einem Axiom.

Definition 5.78

Fiir endliche Formelmengen A,I' C Fory, sagen wir, daf} die Sequenz I' =>
A in S ableitbar ist, genau dann, wenn ein geschlossener Beweisbaum mit
Wurzelmarkierung I' => A existiert.

In Symbolen schreiben wir dafiir auch I' Fg A.

Satz 5.79 (Korrektheit des Sequenzenkalkiils)
Fiir endliche Formelmengen A, I" C Fory, ohne freie Variablen gilt:

wenn I' =g A, dann ):/\F—>\/A

Beweis: Seialso 7T ein geschlossener Beweisbaum fiir die Formel A {iber der
Voraussetzungmenge M. T hat die Form o (7p) fiir eine geeignete Substitution
0.

Der Beweis wird durch strukturelle Induktion {iber den Beweisbaum gefiihrt.

Axiome: Im einfachsten Fall besteht 7 nur aus einer einzigen Sequenz, die
dann ein Axiom sein mufl. Es konnen die folgenden Fille auftreten:

axiom

" F => F, N\

identity

[ =>s=s,A

Der weitere Beweis gliedert sich in Fallunterscheidungen nach der ersten Re-
gelanwendung in 7y und verlduft nach dem folgenden Muster. Sei

Fl => Al FQ => AQ
'=>A
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die erste Regelanwendung auf 7. Nach Induktionsvoraussetzung wissen wir

daB
Ao@) =\ o(A) und A o(Ty) = \/o(Ay)

allgemeingiiltig sind. Daraus miissen wir auf die Allgemeingiiltigkeit von
Ao(l') — Vo(A) schlieen. Die aussagenlogischen Regeln werden wie im
Beweis von Satz 5.73 abgehandelt. Wir fithren einige der restlichen Fille
ausfiihrlich vor.

all-right Regel
UC=>F(z/f(x1,...,2,)), A
['=>VaF A
wobei f ein neues Funktionssymbol ist und z1, ..., z, alle freien Variablen in
VzF. Um den Beweisbaum 7T zu erhalten miissen wir noch die Substitution
o auf jede Sequenz anwenden. Als Induktionsvoraussetzung haben wir dann
die Allgemeingiiltigkeit von

No@) = Flo(z/f(x,....2.) v\ o(4)

zur Verfiigung. Daraus sollen wir die Allgemeingiiltigkeit von

N\ o) = o(vaF) v\ oA

herleiten.

all-left Regel
IWaF, F(x/X) => A’
[VoF => A

\yobei X eine neue Variable ist. Die restlichen Falle bleiben dem Leser als
Ubungsaufgabe iiberlassen.

Bemerkung 5.80
Wollen wir beweisen, dafl eine Formel A logisch folgt aus einer Menge M
von Voraussetzungen, so hatten wir bisher nur die Moglichkeit betrachtet,
die Sequenz M => A herzuleiten. Fiir unendliche Voraussetzungenmengen
M ist das keine Losung. Fiir diesen Fall fiihren wir die folgende Regel ein:
ClyB J=> A
'=>A
mit B e M

(einfiigenyy):
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Wenn M endlich ist (z. B. M = {By,..., B,}), kann man einen Beweisbaum
erstellen, in dessen Wurzel die Sequenz ClyBy,...,ClyB, => A steht und
auf die Einfiigeregel verzichten.

Satz 5.81 (Vollstéindigkeit des Sequenzenkalkiils)
Es seien M C Fors, A € Fory. Dann gilt

MEA= MkFg A

Der Beweis benutzt die Vollstdndigkeit des Hilbert-Kalkiils ohne Gleichheit,
indem Beweise im Hilbert-Kalkiil zu Beweisen im Sequenzenkalkiil trans-
formiert werden. Die Transformation geschieht iiber die Lange des Hilbert-
Kalkiilbeweises. Es sei Ay, ..., A, mit A, = A ein Beweis von A iiber M.

a) A, € M: Die Sequenz => A,, wird durch die (ein fiigen)-Regel sofort
bewiesen, siehe obige Bemerkung 5.80.

b) A, Axiom des Hilbert-Kalkiils: Die Ableitungen dieser Axiome im Se-
quenzenkalkiil bleiben dem Leser als Ubungsaufgabe iiberlassen.

c) A, ist durch die Modus-Ponens-Anwendung auf A; und A; mit i < n
und j < n entstanden, wobei A; = A; — A, ist. Dann erhélt man
=> A, im Sequenzenkalkiil durch Anwendung der (Schnitt)-Regel (mit
A;).

Ai => An => Ai7 An
=> A,

=> A;, A,, erhilt man aus einem Beweis fiir A;.
A; => A, erhélt man durch Anwendung der (Schnitt)-Regel (mit

Ai — AnaAz => An Az => Az — AnaAn
Ai => An

A, => A; — A,, A, laBit sich durch einen Beweis fir => A; — A,
beweisen und

A; — A, A; => A, durch die (— links)-Regel.

d) A, ist durch die Anwendung der Gen-Regel auf A; mit ¢ < n entstan-
den. Dann beweist man => A,, im Sequenzenkalkiil durch Anwendung
der (Vrechts)-Regel und die verbleibende offene Pramisse analog zu
dem Beweis von A;, der nach Induktionsvorraussetzung existiert.
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Bemerkung 5.82
Die (Schnitt)-Regel ist nicht wirklich notwendig, man kann sie auch weglas-
sen, der Kalkiil bleibt vollstindig (siehe z.B. | D).

Ohne Schnitt lassen sich dann Tableaux- und Sequenzenbeweise einfach in-
einander iiberfithren, wenn man die unterschiedliche Variablensubstitution
(7-Regel bzw. (Vright) und (3left)) entsprechend beriicksichtigt.

5.6.4 Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 5.6.1
Beweisen Sie in Sy:

(AANB) - C) = (A— (B—())

Ubungsaufgabe 5.6.2 )
Zeigen Sie die folgenden Aquivalenzen

A ist eine allgemeingiiltige Formel — gdw => A

gdw ist eine allgemeingiiltige Sequenz
—A ist eine allgemeingiiltige Formel gdw A => ist eine allgemeingiiltige Sequenz

A ist eine erfiillbare Formel gdw => A ist erfiillbare Sequenz
— A ist eine erfiillbare Formel gdw A => ist erfiillbare Sequenz

Ubungsaufgabe 5.6.3

Die in den Abbildungen 5.4 und 5.5 vorgestellten Regeln beschreiben den
Sequenzelkalkiil, der unter dem Namen System G bekannt ist, siehe etwa
[ , Chapter 5]. in der mathematischen Logik und Beweistheorie ist eine
Variante des Kalkiils, das System LK, siehe [ , Chapter 6] wesentlich
bekannter. Es entsteht aus unserem System, indem die Regeln and — left
und or — right jeweils durch die folgenden beiden Regeln ersetzt werden

LK-and-left-1 LK-or-right-1
[VF=>A '=>FA
LEANG =>A '=>FVGA
LK-and-left-2 LK-or-right-2
rég=>A '=>aGA
LEANG=>A '=>FVG,A
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Zum Kalkiil LK gehort aulerdem noch eine sogenannte Schnittregel, auf die
wir hier allerdings nicht eingehen wollen. In dem berithmten Schnittelimina-
tionssatz kann man beweisen, dafl jeder Beweis in LK unter Benutzung der
Schnittregeln in einen Beweis ohne Schnittregel transformiert werden kann.
Da der Kalkiil LK nicht die Mengenschreibweise benutzt, braucht man noch
sogenannte strukturelle Regeln. Fiir unsere bescheidenen Zwecke brauchen
wir nur die Verdoppelungsregel:

[F,F=>A
IF=>A

Leiten Sie in dem Kalkiil LK die folgenden Sequenzen ab

1 FANG=>FV{d
2 FANG=>FNANG
3 FA-F=>
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5.7 Weitere Anmerkungen zur Pridikatenlo-
gik erster Ordnung

5.7.1 Andere Notationsformen (muss noch ausgefiihrt
werden)

e Wechsel zwischen Prifix-, Infix-, Postfix-, Suffix-Notation
e Attributnotation von Argumentstellen (,Objekte®)

e Anlehnungen an die natiirliche Sprache. Aktions- und Situationslogi-
ken, Conceptual Graphs

5.7.2 Metaresultate

Eine Konsequenz der Korrektheit und Vollstdndigkeit von H ist der

Satz 5.83 (Kompaktheit der PL1)
Fiir beliebige M C Fory, A € Fory, gilt:

M = A< E | A fiir eine endliche Teilmenge E von M.

Als Spezialfall und unmittelbares Korollar ergibt sich hieraus der

Satz 5.84 (Endlichkeitssatz)
Eine Menge M C Fory hat genau dann ein Modell, wenn jede endliche
Teilmenge von M ein Modell hat.

Satz 5.85 (Nichtcharakterisierbarkeit der Endlichkeit)
Es sei Y eine Signatur der PL1. Dann gibt es keine Formelmenge M C Fory,
so daB fiir jede Interpretation (D, I) iiber X gilt:

(D, I) ist Modell von M < D ist endlich.

Beweis

Angenommen, es gidbe so ein M. Es seien xg, 1, ... paarweise verschiedene
Variable, und fiir jedes n € IN, n > 1,

An = 3wy e\ ow = 1),

4,J<n,i<j
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Offensichtlich gilt fiir jede Interpretation (D, I):
(D, I) ist Modell von A,, < #D > n.

Wir betrachten
MU{A,|n € IN,n > 1}.

Jede endliche Teilmenge E dieser Menge hat ein Modell, ndmlich, wenn m
maximal ist mit A,, € E, ein beliebiges(D, ) mit #D = m + 1. Nach dem
Endlichkeitssatz miiite es also ein Modell von M U{A,|n € IN,n > 1} geben.
Das aber kann nicht sein, denn

e M hat nach Voraussetzung genau die (D, ) mit endlichem D

e {A,|n € IN,n > 1} hat genau die (D, I) mit unendlichem D

zu Modellen.

5.7.3 Sorten

Bei der Axiomatisierung komplizierter Bereiche und Begriffe bedient man
sich mit Erfolg eines zusétzlichen syntaktischen Hilfsmittels: Man verwen-
det Sorten, um die zu betrachtenden Gegenstandsbereiche von vornherein
als aufgeteilt oder typisiert oder eben sortiert aufzufassen. Das ist schon
von einfachen Beispielen aus der Mathematik her geldufig. Etwa unterschei-
det man in der Geometrie Punkte, Geraden und Ebenen voneinander, in der
Numerik und in den Programmiersprachen werden verschiedene Zahlentypen
unterschieden: natiirliche Zahlen, ganze Zahlen, rationale, reelle Zahlen usw.;
in der linearen Algebra schliefllich werden Skalare, Vektoren, Matrizen von-
einander abgegrenzt. In allen Féllen soll dabei eine intendierte Klassifikation
des Gegenstandsbereichs schon syntaktisch vorweggenommen werden.

Die Ausdrucksstérke der Logik wird durch die Hinzunahme von Sorten nicht
erhoht. Jede Formel iiber einer sortierten Signatur la8t sich transformieren
in eine erfiillbarkeitsaquivalente Formel ohne Sorten aber mit zusétzlichen
Pradikatsymbolen. Doch kommt man bei grofleren Anwendungen wohl kaum
ohne explizite Sorten aus. Sie zu verwenden,

e entspricht den Prinzipien des Entwurfs von Informatiksystemen;

e macht groflere Spezifikationen lesbarer (oder iiberhaupt erst lesbar);
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e gestattet ein modulares Vorgehen, insbesondere beim gleichzeitigen Ar-
beiten mit verschiedenen Spezifikationen.

Beispiel 5.86 (Lineare Algebra)
Signatur:

e Die Menge der Sorten bestehe aus S (fiir Skalar) und V' (fiir Vektor),
e die Funktion + habe die Sortierung VV'V (Vektoraddition),

e - habe die Sortierung SVV (Skalarmultiplikation),

e Konstanten 0, a1, as, as der Sorte V und

e cine Konstante 0°.

Die lineare Unabhéngigkeit der Vektoren aj, as, as wird dann durch die For-
mel:

Vo VoV (o5 - ay + a5 - ag + 25 -a3 = 0¥ — (27 =05 Aad = 05 Aaf = 09))

ausgedriickt.

Die Eigenschaft von aq, as, as , ein Erzeugendensystem zu sein, wird beschrie-
ben durch:

VoV 307305 305 (2 = 27 - ay + 5 - ag + 25 - a3).

Man kann noch ein iibriges tun, um die pradikatenlogische Notation der in
der Mathematik iiblichen anzun&hern. Man vereinbart, dafl zwei unmittel-
bar hintereinander geschriebene Terme, wovon der erste die Sorte S und der
zweite die Sorte V' besitzt, als Skalarmultiplikation gelesen werden sollen
und kann den Punkt - weglassen. Auflerdem ist die Kennzeichnung von Va-
riablen der beiden Sorten durch Superskripte umsténdlich. Man vereinbart
griechische Buchstaben fiir Skalare und lateinische Buchstaben fiir Vektoren
zu verwenden. Dann liest sich die Basiseigenschaft von aq, as, az als:

YAV AV A3(A1ar 4+ Agas 4+ Azaz = 0V — (A = 05 A Xy = 05 A N3 = 09))

VxEI)\lEI)\gEI)\g(m = )\1@1 + )\2@2 + )\3&3)
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Das Beispiel zur linearen Algebra zeigt noch ein weiteres Phéanomen einer
benutzerfreundlichen Darstellung von Formeln auf. Ublicherweise wiirde man
in den obigen Formeln keinen notationellen Unterschied machen zwischen der
skalaren und der vektoriellen 0, denn schliellich 148t sich aus dem Zusammen-
hang erkennen, was gemeint ist. Man sagt, daf 0 ein dberladenes Symbol ist
und wir eine iberladene Notation (overloading) verwenden. In den Beispiel-
formeln kommt nur die Vektoraddition vor, kdme auch die Addition in dem
Skalarenkorper vor, so miissten wir dieselbe Diskussion auch fiir + fiihren.

Definition 5.87
Eine ordnungssortierte Signatur ¥ ist ein Tupel

Y= (SE, S, FE, Pz,az),

wo Sy, <, Fy, Ps; paarweise disjunkte Mengen von Symbolen sind und ferner
gilt:

1. Sy besteht aus endlich vielen Sortensymbolen;

2. < ist eine partielle Ordnung auf der Menge Sy;

3. Fy, Py sind wie frither die Mengen der Funktions- bzw. Pradikatsym-
bole;

4. ay ist jetzt nicht mehr einfach die Stelligkeitsfunktion, sondern gibt zu
jedem Funktions- bzw. Préadikatsymbol seine Sortierung an:

as  FxyU Py — S;J
wobei ax(f) € S5, wenn f € Fy.

as(f) = Zy...Z,7" bedeutet: f ist ein Funktionssymbol fiir Funktionen, welche
n-Tupeln von Elementen der Sorten 71, ..., Z, (respektive) ein Element
der Sorte Z' zuordnen.

as(p) = Zy,...,Z, bedeutet: p ist gedacht zur Notation von Mengen von n-Tupeln
von Elementen respective der Sorten Zi, ..., Z,. Im Falle n = 0 ist (wie

frither) p ein aussagenlogisches Atom.

Man nimmt ferner an, dafl auch die Menge der Variablen sortiert ist: Zu jedem
Z € Sy, gibt es unendlich viele Variable der Sorte Z, und fiir verschiedene
Sorten sind diese Variablenmengen disjunkt.

Definition 5.88 (Sortierte Interpretationen)
Eine Interpretation iber der sortierten Signatur ¥ = (Sy, Fy, Ps, ayx) ist ein
Paar (D, I), wo gilt:
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D ={Dy | Z € Sy} ist eine Familie nichtleerer (den Sorten Z € Sy, entspre-
chender) Mengen, so daf fiir 7y, Z, mit Z; < Zy gilt Dy, C Dy,.

I ordnet jedem Funktions- und Pradikatsymbol eine sortengerechte Bedeu-
tung zu:

I(f):Dgy X+~ x Dy — Dy wenn o(f) =2y Z, 2
I(p) C Dy X -+ X Dy wenn «(p) = 21+ Zy.

Definition 5.89 (Sortierte Terme)
Die Sortierung wird auf Terme iibertragen:

e [st x eine Variable der Sorte Z, dann ist x Term von der Sorte Z

e Sind ty,...,t, Terme der Sorten respective 71, ..., Z, und f ein Funk-
tionssymbol mit ax(f) = Z1--- Z,Z', dann ist f(t1,...,t,) ein Term
der Sorte Z'.

Entsprechend geschieht die Definitionen sortengerechter atomarer Formeln.
Die Definition allgemeiner Formeln einer sortierten Logik erfolt nun wie in
Definition 4.5.

Es lassen sich nun die weiteren, bisher behandelten Begriffe der Pradikatenlogik
iibertragen, und die entsprechenden Resultate gelten. Insbesondere miissen
Substitutionen sortengerecht sein, d. h.:  und o(z) sind von derselben Sorte.

Sortierte Logiken mit einer Ordnungsrelation, wie wir sie einfiihrt haben,
nennt man ordnungssortierte Logiken. Sie ermoglicht eine flexiblere Termbil-
dung und Unifikation, als das bei der ,strikten“ Sortierung moglich wére.

Das Arbeiten mit sortierten und ordnungssortierten Logiken hat sich in viel-
facher Weise gewinnbringend auf das automatische Beweisen ausgewirkt.

5.7.4 Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 5.7.1

Sei ¥ die leere Signatur, d.h. das einzige Pradikatszeichen in Formeln A €
Fors, ist das Gleichheitszeichen =.

Zeigen Sie: Es gibt kein A € Fory, welches genau die Interpretationen (D, I)
mit unendlichem D zu Modellen hat.

Ubungsaufgabe 5.7.2

Es sei Y eine Signatur der PL1, so dafl P das zweistellige Pradikatsymbol
= enthélt. Dann gibt es kein G C Fory, so dafl = in keinem A € G auftritt
und fiir alle Interpretationen (D, I) iiber ¥ gilt:
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(D, 1) ist Modell von G < I(=) ={(d,d)|d € D}
(d. h. I(=) ist die Gleichheit auf D).

Das heifit, wenn man die Gleichheit nicht als logisches Zeichen zur Verfiigung
hat, dann kann man sie auch nicht definieren, gleichgiiltig wie man > wahlt.
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5.8 Axiomatisierung von Datentypen

Ein wichtiger Bestandteil fast jeder Anwendung deduktiver Methoden ist der
Umgang mit hiufig wiederkehrenden Datenstrukturen. Das betrift sowohl
mathematische Strukturen, wie z.B. die natiirlichen, ganzen und die rellen
Zahlen oder (endliche) Mengen, als auch programmiersprachliche Stukturen
wie die ganzen Zahlen (integers) in Java, Listen, Zeichenketten (strings) oder
Felder (arrays).

5.8.1 Natiirliche Zahlen

Die Axiomatisierung der natiirlichen Zahlen von Guiseppe Peano zdhlt zu
einer der bekanntesten Axiomatisierungen iiberhaupt. Er hat sie 1898 ver-
offentlicht [ |, wobei er auf der fritheren Veroffentlichung von Richard
Dedekind | | aufbauen konnte. Unter den vielen Variationen unter de-
nen man die Peanoschen Axiome antrifft, haben wir uns fiir die folgende
entschieden.

Definition 5.90 (Peano Arithmetik)

Die Signatur X p4 enthélt Konstantensymbole 0,1 fiir die natiirliche Zahl
Null und FEins und zweistellige Funktionszeichen fiir 4, * fiir Addition und
Multiplikation.

Die Peano Arithmetik PA wird durch die folgenden Axiome gegeben:
1. Vo(x +1#0)
2. VaVy(z+1=y+1—>z=y)
3. Va(z + 0 =2)
4. VaVy(e + (y+1) = (z+y) + 1)
5. Va(xx0=0)
6. VaVy(z x (y+1) = (x xy) + x)
7. Fur jede ¥pa-Formel  (¢(0) AVy(o(y) = ¢(y +1))) — V(o)

Das 7.te Peano Axiom heifit das Induktionsaxiom und ist in Wirklichkeit ein
Aziomenschema und steht fiir unendliche viele Instanzen. Die Formeln ¢(0),
o(y), ¢(s(y)) entstehen, indem in ¢ die freien Vorkommen der Variable x
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durch 0, y,y 4+ 1 ersetzt werden. Eventuell in der Gesamtformeln vorkommen-
de freie Variable sind universell quantifiziert. Diese Quantoren wurden der
einfacheren Lesbarkeit wegen weggelassen. Fiir die Formel ¢ = x+2 = z+x
lautet z.B. die Instanziierung des Induktionsschemas voll ausgeschrieben:

Vz((04+2 = 24+0AVy(y+2z = z+y — (y+1)+2 = z+(y+1))) — Va(z+z = 2+x))

Das Bestreben Peanos und seiner Zeitgenossen war einen mathematischen
Gegenstand durch moglichst wenige Axiome moglichst vollsténdig zu erfas-
sen. Im vorliegenden Fall sollten also alle uns bekannten Eigenschaften der
natiirlichen Zahlen sich aus den 6 Axiomen plus Induktionsschema herleiten
lassen. Versuchen wir das doch einmal. Es sollte 1 # 0 gelten. Die Axiome 1
und 3 bieten sich dafiir an. Leider liefert die Instanziierung der Allquantoren
mit 0 in Axiom 1 die Ungleichung 0 + 1 # 0, und die mit 1 in Axiom 3 aber
14 0 = 0. Von der Kommunikativitéit der Addition steht aber nichts in den
Axiomen. Man muf} also zusétzlich Va(z + 0 = 0 + ) ableiten.

Lemma 5.91
Die folgenden Formeln sind aus PA ableitbar.

L. Vu(w+0=0+w)
2. 041

Beweise Wir wollen fiirs erste die nachfolgenden Beweise besonders aus-
fithrlich erklaren.

ad 1 Hier ist Induktion nach w angesagt. Der Induktionsanfang ist 0 + 0 =
0 4+ 0 was nach Axiom 3 dquivalent ist zu der universellen Gleichheit 0 = 0.

Im Induktionsschritt konnen wir w + 0 = 0 + w annehmen und miissen
(w+1)4+0=0+ (w+ 1) zeigen:

(w+1)4+0 = w+1 Axiom 3 von links nach rechts
mit  ~ (w + 1)

= (w+0)4+1 Axiom 3 von rechts nach links

mit z ~ w

= (04+w)+1 Induktionsvoraussetzung

= 0+ (w+1) Axiom 4 von rechts nach links

mit x ~ 0,y ~ w

ad 2 Nach Axiom 3 gilt fiir die Instantiierung = ~» 1 die Gleichung 1 +
0 = 1. Mit Teil 1 des Lemmas folgt 0 + 1 = 1. Aus Axiom 1 folgt mit
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der Instanziierung x ~» 0 die Ungleichung 0 + 1 # 0. Insgesamt also, wie
gewiinscht, 1 # 0.

Eine weitere fast selbstverstdndliche Eigenschaft der Addition ist die Asso-
ziativitit, die im néchsten Lemma bewiesen wird.

Lemma 5.92
Die Assoziativitat der Addition

VuVoVw((u +v) + w = u + (v +w))

ist aus PA ableitbar.

Beweis Wir fithren Induktion nach der Variablen w. Im Induktionsanfang
ist also (u+v) +0 =u+ (v+0) zu zeigen. Wendet man auf der linken Seite
Axiom 3 an mit x instantiiert zu v 4+ v und auf der rechten Seite ebenfalls
Axiom 3 aber mit x instantiiert zu v so erhélt man v + v = u + v, wie
gewiinscht.

Im Induktionsschritt kénnen wir (v + v) +w = u + (v + w) annehmen und
miissen (u+v)+ (w+1) =u+ (v+ (w+ 1)) zeigen. Das geht so

(u+v)+(w+1) = ((u+v)+w)+1 Axiom 4 von links nach rechts
mit © ~ (u+v),y ~ w

(u+ (v+w))+1 Induktionsvoraussetzung

= (u+ ((v+w)+1) Axiom 4 von rechts nach links
mit © ~ u,y ~ v+ w

= (u+ (v+ (w+1)) Axiom 4 von rechts nach links
mit  ~ v,y ~> w

Die gegebenen Beispielableitungen und die in den Ubungsaufgaben folgen-
den dienen dazu dem Leser das Konzept der logischen Ableitung greifbar
versténdlich zu machen. Inbesondere die spezielle Beweistechnik der Induk-
tion in den natiirlichen Zahlen. Fiir praktische Zweckewird man versuchen
vollautomatische oder interaktive Theorembeweiser einzusetzen. Das mathe-
matische Ideal mit moglichst wenigen Axiomen auszukommen macht fiir
Theorembeweiser keinen Sinn. Hier moéchte man eine moglichst geschickte,
nicht zu kleine Auswahl von Axiomen zur Verfiigung haben. Fiir die Theo-
rie der ganzen Zahlen wollte man z.B., auf jeden Fall die Assoziativitdt und
Kommutativitdt unter den Axiomen haben. Die Existenz eines 6konomischen
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Axiomensystems spielt dennoch ein Rolle, ndmlich die folgende. Ein Theo-
rembeweiser fiir die natiirlichen Zahlen benutze das Axiomensystem Az,
das vieleicht aus mehreren Hundert Formeln besteht. Es ist absolut notwen-
dig sicher zu stellen, daf§ Az, widerspruchsfrei ist. Ansonsten kénnte man
jede Formeln aus Az, ableiten und der Theorembeweiser ware nutzlos. Jetzt
bietet sich an einmal nachzuweisen, daf alle Formeln in Az, aus PA ab-
leitbar sind. Die Widerspruchsfreiheit von Az, wird somit auf die von PA
zuriickgefiihrt. Das ist wesentlich iibersichtlicher.

Ein viel wichtigere Frage ist, ob es nicht etwas Besseres gibt als eine Axio-
matisierung in Logik erster Stufe. Algorithmen fiir die logische Ableitung
sind schliellich &ulerst komplex. Gibt es nicht einen einfacheren Algorith-
mus, der es erlaubt festzustellen, ob eine vorgegebene Formel in der Struktur
N = (N,+,%,0,1) der natiirlichen Zahlen wahr ist oder falsch. Mit ande-
ren Worten, ist dieses Problem entscheidbar? oder in rekursionstheoretischer
Terminologie: Ist die Menge Th(N') der in A/ wahren Formeln rekursiv? In
[ , Kapitel X]| wird gezeigt, dal die Antwort nein ist. Die Situation
ist sogar viel schlimmer, die Menge Th(N) ist noch nicht einmal rekursiv
aufzahlbar.

Die Aussage, dal Th(N') nicht axiomatisierbar ist, wird tiblicherweise der
1.Godelsche Unvollstandigkeitssatz genannt. Er wurde zuerst in | | ver-
offentlicht. Der Beweis in | ] ist aber wesentlich zugénglicher. Die Au-
toren zeigen, daf} sich das notorische Halteproblem fiir while Programme
auf die Entscheidbarkeit von Th(N) reduzieren 1a8t. Der letzte Schritt, daf
Th(N') noch nicht einmal rekursiv aufzihlbar ist, ist ebenfalls nicht iiberméfig
schwierig. Es gilt namlich: Ist 7' eine vollstindige, nicht rekursive Menge
von Formeln der Prédikatenlogik erster Stufe, dann ist 7' nicht rekursiv
aufzéhlbar. Dabei heifit T' vollstandig, wenn fiir jede Formel ¢ entweder
¢ € T oder =¢ € T. Der Godelsche Beweisansatz hat aber den Vorteil,
daf sich mit ihm auch die wesentlich allgemeinere Aussage des 2.Godelsche
Unvollsténdigkeitssatzes zeigen 1a83t.

Da Th(N) nicht rekursiv aufzihlbar ist, aber die Menge aller logischen Fol-
gerungen aus dem Axiomensystem PA rekursiv auszihlbar ist, folgt, dafl es
einen wahren Satz geben muf}, der aus PA nicht abgeleitet werden kann. Die
Axiomatisierung PA ist unvollstindig.

Wir wollen einige Uberlegungen zur Tragweite dieses Resultats anstellen.
Gibt es ein Beispiel fiir einen wahren Satz, der aus P A nicht ableitbar ist? Der
in | | gewihlte Zugang ist zu abstrakt dazu. In | | wird tatséchlich
ein Beispiel konstruiert, eine Kodierung einer Diagonalisierungsausage von
der Form ich bin nicht ableitbar. In | | wird gezeigt, dafl eine gewisse
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wahre kombinatorische Eigenschaft aus der Familie der Ramsey Sétze aus PA
nicht ableitbar ist. Nach heutiger Erkenntnis zeigt sich die Unvollstandigkeit
des Peanoschen Axiomensystems PA nur in sehr konstruierten Beispielen.
Fiir konkrete Anwendungen, wie sie z.B. in der Programmverifikation auf-
treten, spielt sie keine Rolle. Hier fallen die praktischen Beschrankungen viel
mehr ins Gewicht. Ein automatisches Beweissystem findet einen tatséchlich
existierenden Beweis nicht immer, z.B. weil die eingestellte Suchstrategie in
die Irre lauft, oder bei Induktionsbeweisen nicht die richtigte Induktionsbe-
hauptung gefunden wird.

5.8.2 Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 5.8.1
Zeigen Sie, dafl die folgenden Formeln aus PA ableitbar sind

L. Vez(z+1=1+ux)

2. VaVy(e +y =y +x)

Neben den Axiomen aus Definition 5.90 kénnen Sie natiirlich auch die For-
meln aus Lemma 5.92 benutzen.

Ubungsaufgabe 5.8.2
Bisher haben wir die Ordnungsrelation auf den natiirlichen Zahlen nicht be-

trachtet. Das wollen wir in dieser Ubungsaufgabe nachholen. Dazu wird das
Vokabular ¥ p4 erweitert um das zweistellige Relationszeichen <. Der Deut-
lichkeit halber bezeichnen wir das neue Vokabular mit > p A(s)- Zu den Axio-
men PA kommt noch die Definition der neuen Relation hinzu

VaVy(z <y < Jz(x + 2 = y))

Das erweiterte Axiomensystem soll mit PA(<) bezeichnet werden. Zeigen
Sie, daf die folgenden Formeln aus PA(<) ableitbar sind.

L VaVyVz(zr <yAy<z—x<2)
2. VaVyVu(z +u =y +u — = =)
3. VuVv(u+v=0—>u=0Av=0)

4. VaVy(e <yANy <z —x=1y)
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Ubungsaufgabe 5.8.3
Zeigen Sie, dafl die folgenden Formeln aus PA ableitbar sind

1. V(0% 2z =0)

3. Vz(lxz =x)

Ubungsaufgabe 5.8.4
Zeigen Sie, dafl die folgenden Formeln aus PA ableitbar sind

L VaVyVz(z x (y+2) =x*xy + x * 2)
2. VaVyVz((z xy) * 2 = x % (y * 2))

Ubungsaufgabe 5.8.5
Zeigen Sie, daf die folgenden Formeln aus PA ableitbar sind

L VaVy((x + 1) sy =x*xy +y)

2. VaVy(z xy =y *xx)
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5.9 Anwendung (Zusatzstoff)

5.9.1 Verifikation eines Schaltkreises

o
oo
oo

DTYPH ,}, DTYPH 1, A_>—DTYPH g,

reset
o]

Abbildung 5.7: 3-Bit-Ring-Zahler

Abbildung 5.7 zeigt einen Schaltkreis fiir einen 3-Bit Ring Zé&hler. An den
Ausgéngen a, b, ¢ sollen in aufeinanderfolgenden Taktzeitpunkten die Werte-
tripel 000, 001, 011, 111, 110, 100, 000 usw. auftreten, wenn kein reset erfolgt.
Die abgebildete Schaltung ist aus der Arbeit | | entnommen. Dort wird
die Schaltung in der Hardwarebeschreibungssprache FUNNEL beschrieben
und zur logischen Herleitung das auf ordnungssortierter Algebra basierende
Beweissystem 20BJ benutzt. Wir wollen in diesem Abschnitt vorfithren, wie
Darstellung und Inferenz direkt in der Pradikatenlogik aussehen.

Das Schaltelement DTY PE(d, reset, q, qb) hat vier Ein/Ausgénge, deren Abhéingigkeiten
durch die folgenden Formeln definiert ist:

Der Quantor V¢ soll dabei iiber alle Zeitpunkte laufen und next(t) bezeichnet
den néchsten Zeitpunkt nach ¢. In dem 3-Bit Zahler kommen die folgenden
Instanzen dieses Schaltelements vor:

DTY PE(b, reset, a,ab)
DTY PE(c,reset, a, bb)
DTY PE(de, reset, ¢, cb)

was zur folgenden préadikatenlogischen Beschreibung fiihrt:

Vi(a(next(t)) <> b(t) A —reset(t))
Vi(ab(t) < —(a(t)))
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Ve(t)))

i(t)))
t q(nemt( )) <> d(t) A —reset(t))
Vi(gb(t) <> —(q(?)))

Die Eigenschaften der Schaltung, die man durch formale Ableitung aus den
Axiomen verifzieren mochte, sind:

Vt(reset(t) — —a(next(t)) A —b(next(t)) A —c(next(t)))
Vi(—reset(t) A —a(t) A —b(t) A —c(t) — —a(next(t)) A —b(next(t)) A
c(next(t)))
Vi(—reset(t)A—a(t) A=b(t)Ac(t) — —a(next(t))Ab(next(t)) Ac(next(t)))
Vi(—reset(t) A—a(t) Ab(t) Ac(t) — a(next(t)) Ab(next(t)) Ac(next(t)))
Vi(—reset(t) Aa(t) ANb(t) Ac(t) — a(next(t)) Ab(next(t)) A —c(next(t)))
:tgﬁresetgt;/\a b(t)A—c(t) — a(next(t))A—b(next(t)) A—c(next(t)))
A

()N
t(—reset(t)Aa(t)AN—b(t)A—c(t) — —a(next(t))A—b(next(t))A—-c(next(t)))

5.9.2 Anwendung in der Mathematik

Mathematische Probleme eignen sich besonders gut als Testprobleme fiir au-
tomatische Beweiser: sie sind schon in einer abstrakten Formulierung ge-
geben und konnen leicht und direkt durch pradikatenlogische Formeln ko-
diert werden. Die in anderen Situationen erforderliche Formalisierung des
Anwendungsbereichs wurde durch die jahrtausende lange Entwicklungsge-
schichte der Mathematik bereits vorweggenommen. Deswegen war es von
den Anfiangen an sehr beliebt automatischen Beweiser mit mathematischen
Problemen zu fiittern. Am Anfang konnten die Programme nur Beweise,
die schon lange bekannt und meist trivial waren, nachvollziehen. Allméahlich
konnten Maschinen auch mathematische Fragen beantworten, auf die noch
kein Mensch bisher eine Antwort gefunden hatte. Die Entgegnung, es handele
sich dabei um Fragen, fiir die sich kein Mathematiker je ernsthaft interessiert
habe, war in den Anfangsjahren nicht ganz unbegriindet. Das &nderte sich
aber spatestens am 10. Dezember 1996 als den Lesern der New York Times
auf der Titelseite ein ungewthnliche Schlagzeile in die Augen sprang. Die ma-
thematische Vermutung, dafl jede Robbins Algebra eine Boolesche Algebra
ist wurde von einer Maschine bewiesen. Uber 60 Jahre lang hatten sich auch
namhafte Mathematiker daran die Zahne ausgebissen, jetzt war die Losung
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in einer gemeinsamen Anstrengung der beiden automatischen Beweiser Otter
und EQP an den Argonne National Laboratories gefunden worden, | ].
Wir wollen uns mit diesem Problem und seine Losung etwas ausfiihrlicher
beschéftigen.

Definition 5.93

Eine Algebra mit einer einstelligen Funktion — und einer zweistelligen Funk-
tion V heifit eine Robbins Algebra, wenn sie die folgenden Axiome erfiillt

R1 xvVy=yVzx
R2 (xVy)Vz=aV(yVz)

R3 —[~(zVy)Va(zV-y) =2z

Die Beschiftigung mit diesem Axiomensystem war motiviert durch vorange-
gangene Arbeiten von E. Huntington. Er hatten in seinen Arbeiten | ]
und | | nachgewiesen, dafl die Formeln H1 - H3 eine Axiomatisierung
der Klasse der Booleschen Algebren liefern

Hl xvVy=yVzx

H2 (zVy)Vz=xV(yVz2)

H3 —(-zVy)V-o(-zV-y =z

Der Versuch Axiom H3 durch das doch sehr &hnlich aussehende R3 zu erset-
zen wird Herbert Robbins zugeschrieben. Einem weiteren Publikum wurde
die Robbinsche Vermutung, dal die Axiome R1 bis R3 ein Axiomensystem

fiir die Booleschen Algebren liefern, durch die Veroffentlichung in | |[p-
245).

Einige erste Schritte zum Beweis dieser Vermutung sind einfach. Jede Boole-
sche Algebra erfiillt offensichtlich die Robbinschen Axiome. Die interessante
Frage ist also: ist jede Robbins Algebra eine Boolesche Algebra?

Lemma 5.94

In jeder Robbins Algebra gilt

Vrdz(—z = x)
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Beweis: Zu einem gegebenen z wihle man z = —(z V z) V = (z V —z). Die
Behauptung folgt jetzt mit Axiom R3.

Die zunéchst erzielten Resultate, damit meine ich die vor der Losung erziel-
ten, waren typischerweise von der Form

wenn eine Robbins Algebra eine zusétzliche Bedingung B erfiillt,
dann ist sie schon eine Boolesche Algebra.

Hier sind zwei Beispiel nach diesem Muster.
Lemma 5.95
ist in einer Robbins Algebra die Formel

Ve, yx =~y =z =1y

wahr, dann ist sie eine Boolesche Algebra.

Beweis: Ersetzt man x durch -z in R3, so erhélt man
(e V) V (V)] =
Aus der Voraussetzung des Lemmas folgt daraus
[Favy) v o(mae v oy)] =2

Das ist aber genau das Huntingtonsche Axiom H3.

Satz 5.96

Jede endliche Robbins Algebra ist eine Boolesche Algebra.

Beweis: Nach Lemma 5.94 ist die Funktion f(xz) = —z in jeder Robbins
Algebra surjektiv. Ist die Algebra endlich, dann ist F’ sogar injektiv. Also ist
die Vorausseztung von Lemma 5.95 erfiillt.

Das néchste Lemma ist eine Spur komlizierter zu beweisen. Er wurde zuerst
von dem Theorembeweiser Otter gefunden. Die kommentierten Otterbeweise
sind in | ], fiir den menschlichen Leser kaum nachvollziehbar, enthalten.
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Lemma 5.97

Falls es in einer Robbins Algebra R ein Element a gibt, so daf3
Ve(aV iz = 1)

gilt, dann ist R eine Boolesche Algebra.

Beweis: Wir erwihnen Anwendungen der Kommutativitdt und Assoziati-
vitédt nicht.

Wir zeigen zunéchst, daf in R gilt
Va(—(—x V —-—x) = a) (5.1)

Wir substituieren dazu in dem Robbinschen Axiom R3 a fiir x und =z fiir y,
das ergibt
—(=(aVzx)V-a(-zVa)=a

Durch zweimalige Anwendung der Voraussetzung entsteht direkt 5.1. Néchstes
Teilziel ist die Gleichung

Ve——(z V) = - (5.2)

Um das einzusehen substituieren wir in R3 wieder z fiir y, aber diesmal ——x
fiir a:

Auf der linken Seite kénnen wir die zweite Disjunktion nach 5.1 durch a
ersetzen und erhalten

—[=(-—z V) Val =z

woraus mit der vorausgesetzten Eigenschaft von a jetzt sofort 5.2 folgt. Das

néichste Etappenziel ist
v:[,‘—\ﬁ—uz‘ = (53)

Wir beginnen wieder mir R3 und nehmen diesmal die Ersetzungen x = —x
und y = ——zx vor:

Wegen 5.1 konnen wir die erste Disjunktion durch a ersetzen:

—|[a \/ —\(—|[[ \/ —lﬁﬁgj)] =
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Nach Eigenschaft von a folgt

Benutzen wir 5.2 mit —x substituiert fiir z, so ergibt sich 5.3. Wir behaupten,
dafl dann auch
Ve—=ux (5.4)

Ist ndmlich ein beliebiges x gegeben, so besorge man sich nach Lemma 5.94
ein y mit -y = x. Damit ist die rechte Seite von 5.4 jetzt =——y nach 5.3 gleich
=y und damit auch gleich x. Das Gesamtergebnis folgt jetzt unmittelbar aus
Ubungsaufgabe 5.5.5.

Lemma 5.98

Wenn eine der beiden folgenden Bedingungen in einer Robbins Algebra
erfiillt sind, dann ist sie schon eine Boolesche Algebra.

1. Jz(=(z V) =—x)
2. 3z,y(=(x Vy) = )

Das Lemma wurde ebenfalls in | ] mit Unterstiitzung durch das auto-
matische Beweissytem Otter. Der Beweis der Robbinschen Vermutung gelang,
in dem der Gleichungsbeweiser EQP die zweite Bedingung des Lemmas aus
den Axiomen herleitete.

Weitere Teilergebnisse wurden berichtet in | ]

Eine umfangreiche Liste mathematischer Theoreme, die am Argonne Natio-
nal Laboratory mit Hilfe automatischer Beweiser gezeigt wurden findet man
auf einer speziellen Webseite.

5.9.3 Semantische Technologien

Das Ziel Semantischer Technologien (engl. semantic technologies) ist es elek-
tronische Informationen, wie sie z.B. im world wide web aber auch in firmenei-
genen Netzen (intranets) prasent sind, genauer zu beschreiben. Eine genauere
Beschreibung soll das Auffinden von Informationen, die Zusammenfithrung
von Informationen aus unterschiedlichen Quellen erleichtern und die Erschlie-
Bung impliziten Wissens ermoglichen. Bekannt geworden ist dieses Thema
unter dem Stichwort semantic web. Da aber inzwischen die Skepsis wichst,
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ob die anvisierten Ziele im weltweiten Netz erreichbar sind und sich zudem
auch andere Anwendungsfelder auftun, benutzen wir lieber die weniger ein-
geschrinkte Bezeichnung semantische Technologien.

Ein zentraler Bestandteil semantischer Technologien ist die 2004 vom W3C
(World Wide Web Consortium) standardisierte Wissensreprasentationssprache
OWL. Das Akronym OWL steht dabei, etwas verdreht fiir web ontology lan-
guage. Genauer besehen gibt es drei Varianten von OWL: OWL Full, OWL
DL und OWL Lite. Wir konzentrieren uns hier auf OWL DL. Die umfang-
reichere Sprache OWL Full ist erstens nicht entscheidbar und wirft noch
ungeklédrte Probleme in ihrer Semantik auf. OWL DL kann interpretiert wer-
den als eine entscheidbare Teilmenge der Priadikatenlogik erster Stufe. Bevor
wir den gesamten Sprachumfang von OWL DL betrachten, schauen wir uns
den einfachsten, aber schon typischen Kern davon an. In der Forschung wird
diese Sprache mit ALC bezeichnet. Die Grundbegriffe dabei sind

1. Konzepte, darunter kann man sich in erster Ndherung Mengen oder
einstellige Priadikate vorstellen,

2. Rollen, das sind im Wesentlichen binére Relationen und

3. Konstanten, die Objekte, oder wie man in diesem Zusammenhang sagt,
Ressourcen bezeichnen.

Die volle Version von OWL DL, in der Forschung mit SHOZQ(D) bezeich-
net, wird spéter erklart.

Definition 5.99 (ALC-Ausdriicke)

Zu einem vorgegebenen Vokabular V' = CURUN, von Konzepten C, Rollen
R und Konstanten N definieren wir die Menge der ALC-Konzeptausdriicke

1. jedes Konzeptsymbol C' aus C ist ein ALC-Konzeptausdruck,
2. T und L sind ALC-Konzeptausdriicke,

3. sind (4, ..., Cy ALC-Konzeptausdriicke, dann sind auch C;M...MCy,
CiU...UCy und -Cy ALC-Konzeptausdriicke,

4. ist C ein ALC-Konzeptausdruck, R ein Rollensymbol aus R, dann sind
auch 3R.C und VR.C' ALC-Konzeptausdriicke.

ALC-Aussagen werden durch die beiden folgenden Regeln definiert.
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5. ist C' ein Konzeptausdruck und ¢ € N eine Konstante, dann ist C(c)
eine ALC-Aussage,

6. ist R ein Rollensymbol und sind c¢;,co € N Konstanten, dann ist
R(c1, co) eine ALC-Aussage,

Beispiel 5.100
Fiir dieses Beispiel benutzen wir Begriffe, die in einem juristischen Informa-
tionssystems relevant sein kénnten.

1. C={U,E,AE}.
Die Buchstaben stehen als Abkiirzungen:
U  fir Urteil
E  fir Einspruch
AFE fiir abgelehnten Einspruch

2. R={R,S}.
Die Buchstaben stehen als Abkiirzungen:
R fiir ist Revision von
S fiir ist Einspruch zu

3. N = {425.100, A22020, E0417}.

Beispiel eines ALC-Konzeptausdrucks
Cy =UN3dRUNVS.AE

Intuitiv steht das Konzept C fiir alle Urteile, die Urteile zu einem Revisi-
onsverfahren sind, zu denen alle Einspriiche abgelehnt wurden.

Der ALC-Ausdruck C;(Az5.100) soll sagen, dafi es sich bei der durch Az5.100
bezeichneten Ressource um ein Urteil handelt, das die an C; gestellten Fil-
terbedingungen erfiillt.

Der ALC-Ausdruck R(Az5.100, A22020) soll sagen, dafl Urteil Az5.100 ein
Revisionsurteil zu Az202 ist und S(Az5.100, £0417) besagt, dafl die durch
E0417 bezeichnete Ressource ein Einspruch gegen das Urteil A25.100 ist.

Man sieht, dafl in ALC auf die Benutzung von Variablen verzichtet wird. In
dem Ausdruck dR.C wird nicht gesagt es gibt eine Rolle. Das wiirde auch kei-
nen Sinn machen, da R fiir einen im Vokabular festgelegten Rollenbezeichner
steht. Der Ausdruck dR.C kann vielmehr in natiirlicher Sprache umschrie-
ben werden als es gibt einen Rollenfiiller fiir die Rolle R der ein Element des
Konzeptes C' ist.
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Wir geben eine préazise Semantikdefinition fiir ALC-Konzepte und -Ausdriicke,
indem wir sie in prédikatenlogische Formeln iibersetzen. Wir iibernehmen da-

bei das Vokabular V' unverdndert. Nur fassen wir jetzt die Symbole in C als

einstellige, die in R als zweistellige Pradikatszeichen auf, wahrend die Zeichen

in N direkt als Konstantensymbole auftreten.

Bei der Transformation in Pradikatenlogik wird die unterdriickte Variable
explizit. Jedem ALC-Konzeptausdruck C' ordnen wir eine priadikatenlogische
Formel C°(x) zu, welche genau die freie Variable x enthélt.

C  (ALC — Konzeptausdruck) | C%(z) (priadikatenlogische Formel)
CecC C(x)

T 1

1 0

C; M0y Ci(x) A Cy(x)

C; U0, Ci(x) vV Cy(x)

-C -C(x)

AR.C Jy(R(z,y) A CO(y/z))

VR.C Vy(R(z,y) = C°(y/x))

A (ALC — Aussage) A% (pradikatenlogische Formel)
C(c) C%c)

R(c,d) R(c,d)

Im Unterschied zum Vorgehen in der Pradikatenlogik wird bei den meisten
Konzeptlogiken angenommen, daf} verschiedene Konstantensymbole auch ver-
schiedene Objekte bezeichnen. Zu der Ubersetzung eines ALC-Konzeptausdrucks
C' mufl man also noch die Ungleichungen —(c; = ¢3) fiir je zwei verschiedene
Konstantensymbole ¢1, co € N hinzunehmen.

Definition 5.101 (SHOZQ-Ausdriicke)

Zu einem vorgegebenen Vokabular V' = C U R U N, von Konzepten C,
Rollen R und Konstanten N definieren wir:

1. die Menge der SHOZ Q-Konzeptausdriicke

(a) jedes Konzeptsymbol C aus C ist ein SHOZ Q-Konzeptausdruck,
(b) T und L sind SHOZQ-Konzeptausdriicke,

(c) sind CY, ..., Cy SHOZQ-Konzeptausdriicke, dann sind auch
Cin...nCy, CiU...UC und =Cy SHOZQ-Konzeptausdriicke,

(d) sind ¢y, ..., ¢, in N, dann ist {cy, ..., ¢, } ein SHOZ Q-Konzeptausdruck,
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(e) ist C'ein SHOZ Q-Konzeptausdruck, R ein SHOZ Q-Rollenausdruck,
dann sind auch IR.C und VR.C' SHOZ Q-Konzeptausdriicke.

(f) ist C' ein SHOZ Q-Konzeptausdruck, R € R ein einfaches Rollen-
symbol, dann sind auch < nR.C' und > nR.C' SHOZ Q-Konzeptausdriicke.

2. die Menge der SHOZ Q-Rollenausdriicke

(a) jedes R € R ist ein SHOZQ-Rollenausdruck,
(b) fiir jedes R € R ist R~ ein SHOZQ-Rollenausdruck,

3. die Menge der SHOZQ-Aussagen

(a) fir ¢1,co € N sind ¢1 = ¢ und ¢1 # ¢o SHOZ Q-Aussagen,

(b) sind ¢1,c2 € N und ist R ein SHOZQ-Rollenausdruck, dann ist
R(cy, ¢o) eine SHOZ Q-Aussage,

(c) sind C4,Cy SHOZQ-Konzeptausdriicke, dann ist C; T Cy eine
SHOIO-Aussage,

(d) fiir Ry, Ry € Rist Ry C Ry eine SHOZQ-Aussage,
(e) fir R € R ist trans(R) eine SHOZQ-Aussage.
(f) fir R € R sind func(R) und inv func(R) SHOZQ-Aussagne.

Dabei heifit ein Rollensymbol R einfach, wenn es nicht durch die Aussagen
trans(R) als transitiv erklart wurde und das auch auch fiir keine Unterrolle
R' C R der Fall ist.

Die Semantik von SHOZQ geben wir wieder durch Ubersetzung in die
Pradikatenlogik, wobei in der folgenden Tabelle nur die neu hinzugekom-
menen Konstrukte aufgefiithrt sind.

C  (SHOZQ — Konzeptausdruck) | CY(z) (pridikatenlogische Formel)
{c1,...,¢n} r=cV...Vr=c¢,

<nR.C F=ry(R(z,y) A C(y/x))

> nR.C Fry(R(z,y) A COy/z))

R (SHOIQ — Rollenausdruck) | R°(x) (pridikatenlogische Formel)
ReR R(z,y)

R” R(y,z)

A (ALC — Aussage) A% (pridikatenlogische Formel)
C1 C Oy Vz(CVz) — C(x))

RiC R, Vay(RY (z,y) — Ry(,y))
trans(R) VaVyVz(R(x,y) A R(y, z) — R(x, 2))
func(R) VaVyVz(R(x,y) A R(x,2) = y = z)
inv func(R)) VaVyVz(R(y,x) A R(z,2) = y = 2)
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Dabei wurde die folgenden Abkiirzungen benutzt:

IS F(x) < Fry... Elx"(/\lgi<j§n xi # 15 AV (F(z) = Ve @ = 1))
EEg < 3wy 3T (N cicjen T #F 75 AN F(20)

Das bisher gesagte gibt zwar den logischen Kern des mit dem Schlagwort
semantic web beschriebenen Gebiets wieder. Es bleibt aber eine Menge von
Details ungesagt, z.B. eine genaue Beschreibung des aktuellen Zustands der
Standardisierungen des World Wide Web Consortiums W3C, eine genauere
Darstellung des Zusammenhangs der hier skizzierten Logiken mit XML und
RDF (Resource Description Framework), Algorithmen fiir Entscheidungs-
verfahren fiir ALC und SHOZQ und schlieflich ein Uberblick iiber die
verfiighbaren Implementierungen. Hinweise zu diesen Themen finden man z.B.
in den beiden Lehrbiichern | ] und | ].

Auf einen Aspekt allerdings soll hier doch noch kurz eingegangen werden.
Woher das Vokabular einer pradikatenlogischen Sprache kommt ist fiir die
Behandlung der logischen Eigenschaften absolut unerheblich. In der Praxis
dagegen und fiir Unterstiitzungswerkzeuge ist das ein sehr entscheidender
Punkt. Fiir die semantischen Technologien ist die Festlegung eines Vokabu-
lars eine der groflen Herausforderungen, schliefflich sollten die Annotationen
im gesamten World Wide Web gelesen und vielleicht auch verstanden wer-
den konnen. Die Beispiele von OWL Ausdriicken, die wir bisher gezeigt ha-
ben sind in abstrakter Syntazx geschrieben. Fiir den elektronischen Austausch
wird RDF Syntax benutzt, die wiederum von der XML Syntax abgeleitet
ist. Daher beginnt ein Dokument, das eine OWL Ontologie enthélt mit ei-
ner Deklaration der benutzten Namensrdume (engl. name spaces), wie in
XML durch die Angabe von URI Uniform Resource Identifier. Die Grundi-
dee dahinter ist, Vokabulare im Netz zu veroffentlichen, vielleicht sogar mit
einigen Erkldrungen zur intendierten Bedeutung, und darauf zu hoffen, dafl
eine einheitliche Benutzung iiber einen moglichst grofien Personenkreis sich
einstellt.

Wir betrachten hier das beliebte Beispielvokabular FOAF (Friend of a Fri-
end). Das FOAF Vokabular stellt Ausdrucksmittel bereit, um Dinge zu be-
schreiben die Menschen auf ihre home pages stellen. Genauere Informationen
finden man unter http://xmlns.com/foaf/spec/. In abstrakter Notation
betrachten wir die Aussagen

(Person M Iname.{Dan Brickley} M Jhomepage.{hpl})(pl)
und die Klassendefinition

ProfileDokument = T M 3Imaker.{pl} N Iprimary Topic.{pl}

245


http://xmlns.com/foaf/spec/

Dabei sind Person, ProfileDokument Konzeptsymbole, name, homepage,
maker, primaryTopic Rollenbezeichner und pl, Apl und Dan Brickley Na-
men. Hier sind wir etwas grofziigig. Genauer ist Dan Brickley ein Literal
im Datentyp Zeichenkette und hpl eine URI. Wie die beiden Ausdriicke in
RDF Notation aussehen ist in Abbildung 5.8 zu sehen.

<rdf :RDF
xmlns:rdf="http://www.w3.0rg/1999/02/22-rdf-syntax-ns#"
xmlns:foaf="http://xmlns.com/foaf/0.1/"
xmlns:rdfs="http://www.w3.0rg/2000/01/rdf-schema#">

<foaf:Person rdf:nodeID="pl1">
<foaf :name>Dan Brickley</foaf:name>
<foaf :homepage
rdf:resource="http://rdfweb.org/people/danbri/"/>
</foaf :Person>

<foaf:PersonalProfileDocument rdf:about="">
<foaf :maker rdf:nodeID="p1l"/>
<foaf:primaryTopic rdf:nodeID="p1"/>

</foaf:PersonalProfileDocument>

</rdf :RDF>

Abbildung 5.8: RDF Dokument zum FOAF Vokabular

In Zeile 3 wird das eben genannte Vokabular importiert. Die anderen vor-
kommenden Rollen, nodeld, resource und about stammen aus den in den in
Zeile 2 und 4 deklarierten Namensraumen.

Es bleibt abzuwarten, ob oder mit welchen Anderungen dieses Vorgehen er-
folgreich sein wird. Hier ein kritisches Zitat aus | ]

Allerdings zeigt die Erfahrung, dafl es organisatorisch und po-
litisch nahezu aussichtslos ist eine Ubereinkunft hinsichtlich ei-
nes global giiltigen Vokabulars zu etablieren, auf das alle Kom-
munikationspartner zuriickgreifen. Um die Anfordung der losen
Kopplung aus der Service-orientierten Architektur (SOA) nicht
aufgeben zu miissen, wird daher ein Konzept benétigt, mit dem
es moglich ist, eigenstéindig lokal definierte Vokabulare gegenein-
ander abgleichen zu kénnen.
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5.9.4 Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 5.9.1
In dem Lehrbuch | , Seite 20] sind, unter vielen anderen, die folgen-

den Gleichungen aus der elementaren Mengenlehre als Ubungsaufgaben auf-
gefiihrt

1 An(B\C) = (AnB)\(ANC)

2 An(B\C) = (AnB)\C

3 AU(B\C) = (AUuB)\ (C\A)

4 AU(B\C) = (AUB)\((ANnB)\C)

Hierbei steht A\ B fiir die mengentheoretische Differenz von A und B, d.h.
A\B={a€ A|a¢ B}.

Formalisieren Sie die vier mengentheoretische Gleichungen als Formeln der
Logik erster Stufe und beweisen Sie deren Giiltigkeit mit einem automati-
schen Theorembeweiser, z.B. mit dem KeY-Beweiser.

Achtung! eine der Gleichungen ist nicht korrekt.

Ubungsaufgabe 5.9.2

Die folgenden Informationen stammen aus | ).

Die Boolesche Algebra ist die Theorie der Mengen. Mengen kann man als
einstellige Relationen auffassen. Gibt es auch eine Theorie der zweistelligen,
der bindren Relationen? Der erste der dazu einen Beitrag verdffentlichte war
de Morgan | |. Einen ersten Hohepunkte erreichte die Theorie durch das
649 Seiten starke Buch von E.Schréder | |. Alfred Tarski stellte dann
in | | den Versuch einer Axiomatisierung vor. Wir stellen die Axiome in
der Form vor, wie sie in | | veroffentlicht wurden. Dazu betrachten wir
eine beliebige Menge M und definieren fiir bindre Relationen a,b auf M die
folgenden Operationen

(aVb)(x,y) < a(x,y) oder b(x,y)

(aNb)(z,y) < a(z,y) und b(x,y)

(ma)(z,y) < nicht a(z,y)

(a;b)(z,y) < esgibt z mit a(z, z) und b(z,y)
al(r,y) & alyx)

id(x,y) & =y

fir alle z,y gilt 1(x,y)
fiir alle 2,y gilt —0(x, y)

Tarskis Axiome sind

1. (M x M),V,A,—,0,1) ist eine Boolesche Algbra, d.h. es gelten die
folgenden Axiome
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aV(bVve = (aVb)Ve associativity

aN(bAc) = (aAb)Ac associativity
aVb = bVa commutativity
aNb = bAa commutativity
aV(anb) = a absorption
aN(aVb) = a absorption
aV(bANc) = (aVvb)A(aVe) distributivity
aN(bVe) = (aAb)V(aAc) distributivity
aV -a = 1 complements
a A -a = 0 complements
2. (a;(b;c)) = (a;b);c (associativity of ;)
3. a;(bVe)=(a;b)V (a;c) (distributivity of ; over V)
(avb)yt=atvb! (distributivity of ~! over V)
4. ajid = a (identity law)
5. (e t=a (first involution law)
6. (a;0)'=b"1a™! (second involution law)
7. (a7 = (a;b)) C —b (the cyclic axiom)

Man beachte, dal auch 7 sich, wie alle anderen Axiome, als Gleichung schrei-
ben lisst: (a™; = (a; b)) V —=b = —b
Formulieren Sie die Definitionen der Operatoren V, A, =, +, ; und ~! und die

Gleichungen in einer Logik erster Stufe und beweisen Sie, dafl die Gleichungen
aus den Operationsdefinitionen folgen.

Ubungsaufgabe 5.9.3

Beweisen Sie mit Hilfe eines automatischen Theorembeweisers die folgenden
Aussagen.

Notation und Definitionen wie in Aufgabe 5.9.2 und auflerdem

a+b = (an-b)V (bA-a)

—_

.a+(b+c)=(a+b)+c
2.aVb=a+b+(aNb)

3. a+a=0

-

(aVb)+(aANb)=a+b
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5. 14+ a=—a

Ubungsaufgabe 5.9.4

Das ist eine etwas kompliziertere Aufgabe, die wieder mit der Notation und
den Definitionen aus Aufgabe 5.9.2 arbeitet. Beweisen Sie, dafy eine Relation
a genau dann funktional ist, wenn a=*;a C id gilt

Zur Definition einer funktionalen Relation siehe Def. 1.2 auf Seite 1.

Ubungsaufgabe 5.9.5

Die folgende Definition der ganzzahligen Divison ist der Java Language Des-
cription entnommen. Geédndert wurden die Teile, die sich auf die Endlichkeit
der ganzen Zahlen in Java beziehen, so dal die folgende Definition fiir die
iiblichen mathematischen ganzen Zahlen Z zu lesen ist. Auflerdem wird ver-
einbart, daf§ die Relation jdiv(n,0) = ¢ fiir beliebige Zahlen n,q € Z wahr
ist. Diese Art mit der Division durch 0 umzugehen ist unter dem Namen un-
derspecification bekannt. Dabei wird angenommen, dafi div(n,0) einen Wert
in Z hat iiber den aber nichts bekannt ist.

Integer division rounds toward 0. That is, the quotient produced
for integer operands n and d is an integer value ¢ whose magnitude
is as large as possible while satisfying |d x ¢| < |n|; moreover, ¢
is positive when |n| > |d| and n and d have the same sign, but ¢
is negative when |n| > |d| and n and d have opposite signs.

1. Finden Sie eine Formel ¢ der Priadikatenlogik erster Stufe mit freien
Variablen n,d,q so dal ¢ <> ¢ = jdiv(n,d) in den ganzen Zahlen gilt.
2. Zeigen Sie:
Va,y(y * jdiv(z,y) = 2V y * jdiv(z,y) = v + 1)
3. Va,y(y x jdiv(z,y) = x <> Jz(z = 2 % 2)) (x ist gerade)
4. Vr,y(y x jdiv(z,y) =z + 1+ Iz(x =2* 2+ 1)) (= ist ungerade)

Ubungsaufgabe 5.9.6

Es gibt Alternativen zu der ganzzahligen Division, wie sie in der vorange-
gangen Aufgabe 5.9.5 betrachtet wurde. In Phyton wird Runden nach —oo
benutzt, d.h. div(n, d) wir berechnet, in dem zu néchst die n/d als Dezimal-
zahl berechnet wird und dann nach —oo gerundet wird. Aus 5/2 = 2,5 wird
div(5,2) = 2 und aus —5/2 = —2, 5 wird div(—5,2) = —3.

1. Geben Sie eine Formel ¢ der Pradikatenlogik, so dal VnVdVq(div(n, d) =
q <> ¢ gilt.

2. Driicken Sie jdiv aus Aufgabe 5.9.5 durch div aus.
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Kapitel 6

Gleichheitslogik
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6.1 Einleitung

Die Gleichungslogik ist der Spezialfall der Pradikatenlogik erster Ordnung,
bei dem nur Gleichungen, s = t, zwischen Termen betrachtet werden. Das
ist im striktesten Sinne zu verstehen: es gibt keine Ungleichungen, keine
Disjunktion oder Konjunktion von Gleichungen. Variablen kénnen auftreten
und sind implizit universell quantifiziert. Eine Gleichungsmenge E gilt also
in einer Struktur M, in Zeichen M |= E, wenn fiir jede Gleichung s =t € E
gilt M |=Vz(s =t), wobei Z alle in ¢ und s vorkommenden Variablen sind.

Die zentrale Aufgabenstellung lautet:
Gegeben eine endliche Menge E von Gleichungen und eine Gleichung s = t.
Wann gilt £ = s = t?

Trotz der eingeschréankten Ausdruckfihigkeit bleibt auch die Gleichungslogik
im allgemeinen unentscheidbar, wie das Beispiel des Wortproblems in Halb-
gruppen zeigt. Fiir das Rechnen in gegebenen, abstrakt spezifizierten Daten-
strukturen ist aber diese Entscheidbarkeit von grofier Bedeutung, so dafl dem
Auffinden hinreichender Bedingungen fiir sie groffle Aufmerksamkeit gewid-
met wird. Als weiterfithrende Literatur verweisen wir auf die Biicher | l,
[ I, [ ] und | , Chapters 6].

Die Vorgehensweise um zu zeigen, daf eine Gleichung s = ¢ aus eine Menge
von Gleichungen E folgt, ist intuitiv und allgemein bekannt durch den gym-
nasialen Mathematikunterricht. Man ersetzt in s = t die linke Seite einer
Gleichung durch ihre rechte Seite, oder umgekehrt, bis auf beiden Seiten des
Gleichheitszeichens derselbe Term steht. Da in den Gleichungen Variablen
vorkommen konnen, ist die Beschreibung dieser einfachen Operation dann
doch nicht so einfach. Wir betrachten ein Beispiel, in dem die Menge F aus
einer Gleichung besteht £ = {(x +y) x 2z =z x 2z + y *x z}. Gilt

EEkux[la+c)+2)xc]=ux*x((a+c)*xc+2xc|?

1. Wahl eines Teilterms der linken Seite der zu beweisenden Gleichung, in
diesem Fall (a +¢) +2) x c.

2. Der Teilterm passt zur linken oder rechten Seite einer Gleichung in E.
Im Beispiel zeigt fiir die Subsitution o(z) = (a+c¢), o(y) =2, 0(2) = ¢,
daB o(LS) = (a+ ¢) + 2) x ¢ gilt.

3. Ersetzung des gewihlten Teilterms durch die jeweils andere Seite der
Gleichung aus E nach Anwendung der Substitution o. o(RS) ist im
Beispiel (a +¢) xc+2x*c
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4. Nach der Ersetzung wird die linke Seite der zu beweisenden Gleichung
u* ((a+ ¢)*c+ 2% c| und somit gleich der rechten Seite.

Wir halten diese Operation, die wir mit —% wollen, in der folgenden Defini-
tion fest.

Definition 6.1
Sei F eine Menge von Gleichungen und seien s. ¢t Terme.

1. s—Lt & esgibteine Gleichungl =r € F
und eine Substitution o, so daf} gilt:
o(l) ist Unterterm von s
t entsteht aus s, indem o(l) ersetzt wird durch o(r)

2. —, ist die transitive Hiille von —1,
3. —p ist die transitive reflexive Hiille von —1},

4. <> ist die transitive, reflexive, symmetrische Hiille von —L

Es gilt der folgende Korrektheits- und Vollstéandigkeitssatz:

Satz 6.2
Fiir jedes Gleichungssystem E und zwei beliebige Terme s, t gilt

EEs=t & st

Beweis siche | , Seite 262]. Das Resultat ist als Satz von Birkhoff be-
kannt. Die Orginalarbeit ist | ]. Siehe dazu auch die Ubungsaufgaben
6.4.1 bis 6.4.3 .

Die automatische Berechnung der Relation <+ ist duflerst aufwendig. Es ist
unmoglich vorherzusehen, welche Gleichungsanwendungen am Ende zum Ziel
fithren werden. Die Vermeidung nutzloser Schleifen ist ein weiteres Problem.
Das fiithrt zu dem folgenden neuen Ansatz.

Die Gleichungsmenge E wird als ein Termersetzungssystem betrachtet. Um
E | s =t zu zeigen werden die Gleichungen aus E nur als Ersetzungregeln
der linken Seiten durch die rechte betrachtet. Auf diese Weise wird s zu
s’ und t zu t' umgeformt in der Hoffnung irgendwann einmal bei s’ = ¢
anzukommen. Noch besser wire es, wenn s’ und ¢’ eindeutig durch s bzw. t
bestimmt sind, wenn s eine eindeutige Normalform von s ist.
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Das Konzept einer eindeutigen Normalform und die schrittweise Normalisie-
rung eines symbolischen Ausdrucks ist so elementar, dafl sie in vielen Zu-
sammenhéngen in unterschiedlichen Ausprigungen eine Rolle spielt, nicht
nur in der Gleichungslogik. Das iibergreifenden Konzept fiir alle diese Aus-
priagungen ist das der Reduktionssysteme. Wir werden zunéchst in Abschnitt
6.2 einige Resultate vorstellen, die sich schon auf der abstrakten Ebene allge-
meiner Reduktionssysteme beweisen lassen und danach in Abschnitt 6.3 zur
Gleichungslogik zuriickkehren.
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6.2 Reduktionssysteme

Einfithrung

Definition 6.3 (Reduktionssysteme)
Ein Reduktionssystem (D, ) besteht aus einer nichtleeren Menge D und
einer beliebigen, bindren Relation > auf D.

Definition 6.4 (Notation)
Ist (D, >) ein Reduktionssystem, dann benutzen wir die folgenden Bezeich-
nungen:

— die reflexive, transitive Hiille von >

% die transitive Hiille von -

<> die reflexive, transitive, symmetrische Hiille von >

Beliebige Reduktionssysteme sind viel zu allgemein, als daf} ihr Studium ir-
gend etwas Interessantes hervorbringen konnte. Es sind die folgenden Defi-
nitionen, die Anlaf} zu einer nicht trivialen Theorie geben.

Definition 6.5
1. Ein Reduktionssystem (D, ) heifit konfluent, wenn fiir jedes Tripel
$,81,50 € D mit s — 51, s = S ein t € D existiert mit s; — ¢ und
Sy — t.

2. (D, >) heifit lokal konfluent, wenn fiir alle s, sy, € D mit s > sy,
s> 8o eint € D mit s; — ¢t und s, — ¢ existiert.

3. (D, >) heifit noethersch (oder wohlfundiert oder terminierend),
wenn es keine unendliche Folge sq > s1... > s; > ... gibt.

4. Ein konfluentes und noethersches Reduktionssystem heifit kanonisch.

5. Ein Element s € D heifit irreduzibel (oder eine Normalform) in
(D,>), wenn kein t € D existiert mit s > ¢.

6. Sei s € D. Ein Element sqg € D heifit eine Normalform fiir s in
(D, ), wenn s irreduzibel ist und s — s¢ gilt.
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Satz 6.6
Sei (D, >) ein kanonisches Reduktionssystem. Dann gilt:

1. Zu jedem s € D gibt es eine eindeutige Normalform. Diese bezeichnen
wir mit irr(s).

2. Fiir s,t € D gilt
s <> t gdw irr(s) = irr(t)

3. (D, ) sei berechenbar im folgenden Sinne: Es gibt einen Algorithmus,
der zu jedem t € D ein ¢’ mit t > ¢’ liefert, wenn ein solches existiert
und andernfalls ausgibt ¢ ist irreduzibel”, Dann ist die Relation <>
entscheidbar.

Beweis:

Zu 1.: Zunéchst erledigen wir die Eindeutigkeitsfrage. Angenommen es géibe
fiir s € D zwei Normalformen sq, so. Das heifit es gilt s — s; und s — s9.
Wegen der Konfluenz von (D, ) gibt es t € D mit s; — ¢t und sy — . Das
widerspricht der Irreduzibilitdt von si,s,. Um uns von der Existenz einer
Normalform zu iiberzeugen, betrachten wir s € D, setzen sy = s und wéhlen
ein s;;1 mit s; > s;11, solange s; nicht irreduzibel ist. Da (D, ) noethersch
ist, wird nach endlich vielen Schritten ein irreduzibles s; erreicht.

Zu 2.: Die Implikation von rechts nach links ist trivial. Gelte jetzt s < t.
Nach Definition des reflexiven, transitiven, symmetrischen Abschlusses gibt
es eine Folge s = sg,s1,...,8, = t, so daf} fiir alle 0 < 7 < n entweder
s; > Si41 oder s;11 = s; gilt. Der Nachweis von irr(s) = irr(t) geschieht
durch Induktion {iber n. Der Induktionsanfang n = 0, d.h. s = t ist trivial.
Sei also die Behauptung fiir Folgen der Lange n — 1 schon bewiesen. Also
gilt irr(sy) = irr(t). Im Fall s > sy gilt offensichtlich irr(sg) = irr(s1),
und wir sind fertig. Falls s; > s¢ gilt, folgt aus der Konfluenz, dafl ebenfalls
irr(sg) = irr(sy) gelten mufl.

Zu 3.: Zu gegebenem s, t wird wie folgt entschieden, ob s <> t. Beginnend mit
s, S0 = s, liefert der vorausgesetzte Algorithmus Elemente s; mit so > s1 >
Sg > ..., bis hierbei ein irreduzibles s, erreicht ist. Da (D, >) noethersch
ist, tritt das auf jeden Fall ein und wird durch ,,s,, ist irreduzibel“ mitgeteilt,
ferner gilt s, = irr(s). Entsprechend erhélt man irr(t) aus t. Nach (2) ist
s <> t genau dann, wenn irr(s) = irr(t).

Eine wesentliche Stiitze fiir die Theorie der Reduktionssysteme ist das nach-
folgende Lemma, welches sagt, dafl fiir noethersche Systeme aus der lokalen
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Konfluenz auch schon die Konfluenz folgt. Wir besprechen zunéchst das in
seinem Beweis verwendete Beweisprinzip der ,noetherschen Induktion®.

Lemma 6.7 (Noethersche Induktion)
Fiir ein noethersches Reduktionssystem (D, ) gilt das folgende Beweisprin-
zip der Noetherschen Induktion:

Es sei X C D, so daf} fiir alle a € D gilt
{bla=b} C X =a€X.
Dann ist X = D.

Beweis:
Angenommen X # D. Sei ap € D\X. Nach Annahme iiber X gilt {b|ag >

b} € X.
Es gibt also ein a; mit
Qg > ai, aq € X.

Nach Annahme iiber X gilt wieder {bla; > b} € X und es gibt ein ay mit
a) > Q9,9 Q/ X.

Féhrt man in dieser Weise fort, so erhélt man eine unendliche Folge (a;);emnv
mit a; > a;41 fur alle 4. Das ist ein Widerspruch, denn (D, >) war als
noethersch vorausgesetzt.

Hiermit zeigen wir das

Lemma 6.8
Wenn (D, >) ein noethersches und lokal konfluentes Reduktionssystem ist,
dann ist (D, >) konfluent, d. h. kanonisch.

Beweis:
Wir verwenden noethersche Induktion beziiglich der Menge Confl:=

{s|Fiir alle s1, s mit s — s1,5 — $9 existiert ein ¢ mit s; — ¢, 9 — t}
Dazu miissen wir also zeigen, daf fiir alle s gilt:
{s'|s = &'} C Confl = s € Confl

Es seien s, s1,s9 gegeben mit s — s1, s — s9. Im Falle s = s; oder s =
So ist man fertig. (Etwa: s; = s — sy). Sei also s # s1, § # s9. Also
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Abbildung 6.1: Von lokaler zu globaler Konfluenz

existieren wuy,us mit s = u; — s; und s = uy — so. Wegen der lokalen
Konfluenz von (D, >) existiert ein v mit u; — v, us — v. Nach Voraussetzung
(,,Induktionsannahme“) liegt u; in Confl. Also gibt es ein w mit s; — w und
v — w. Entsprechend schlieflen wir aus der Induktionsannahme u, € Confl,
daB ein Term ¢ existiert mit so — ¢t und w — t. Wir haben s; — t und sy — ¢
und somit s € Confl, was zu beweisen war.

Beispiele

Polynomreduktion

Definition 6.9

e Ein Potenzprodukt in den Unbestimmten Xi,..., X, iiber einem
Korper K ist ein Ausdruck der Form

Xits.ooox Xom
mit natiirlichen Zahlen e;,

e Ein Monom in den Unbestimmten X1, ..., X, iiber K ist ein Ausdruck
der Form

C* pp,
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wobei ¢ # 0 ein Element aus K ist und pp ein Potenzprodukt.

e Ein Polynom in den Unbestimmten X;,..., X, iiber K ist ein Aus-
druck der Form
mi+ ...+ my

mit Monomen m;. Die Menge aller Polynome iiber K bildet mit den na-

heliegenden Produkt- und Summendefinition den Polynomring K[X7, .. .

Eine Ordnungsrelation < auf der Menge aller Monome heift zuléssig, wenn
fiir beliebige Monome m, my, ms gilt:

1. 1 <m und

2. aus my < meq folgt my xm < mgxm

Die lexikographische Ordnung der Monome ist ein typisches Beispiel einer
zuldssigen Ordnungsrelation.

Beispiel 6.10 (Polynomreduktion)

Sei B C K[Xj,...,X,]. Die Reduktionsrelation =g auf K[Xj,...,X,], die
Polynomreduktion fiir B, wird wir folgt definiert.

f >p g gilt genau dann, wenn

e das groBite Monom in f ist m = ¢y x pp; fiir ¢; € K und ein Potenzpro-
dukt pp; und

e es gibt ein Polynom A € B mit grofitem Monom u = ¢y * pps mit
pp1 = v * ppz und

e g=f—cr*c, xvxh

Ein konkretes Beispiel fiir die Polynomreduktion

Sei B={h =2y’ —2,hs =z —y’} f =2y’ + 2" —y + 1.

Fiir h = h; haben wir in der Notation des Beispiels ¢; = ¢o = 1, pp1 = 272,
ppe = xy? und v = 25.
Fiir g=f —cixcy ' xv*xh =27 +2%? —y+1 gilt dann

f>Byg
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Das Reduktionssystem (K[Xj,...,X,],>=p) ist stets noethersch. Es muf
nicht immer konfluent sein. Aber fiir jede Menge B gibt es eine Menge G,
die dasselbe Ideal in dem Ring K[Xj,...,X,] erzeugt wie B, so daf} =g
konfluent ist. G 148t sich aus B berechnen, z.B. mit dem Buchbergerschen
Algorithmus.

Eine leicht zu lesende Einfithrung in dieses Gebiet findet man in | -

[-Reduktion

Beispiel 6.11 (f-Reduktion im M-Kalkiil)

Fiir zwei A\-Terme M, N ist die 8-Reduktion > definiert durch: M >z N
genau dann, wenn

e cin Teiltermvorkommen (AxM;)N; in M gibt und
e N entsteht aus M, indem (AxM;)Ny ersetzt wird My[z <— Ny,

e wobei M;[x < Nj] aus M; entsteht, indem jedes freie Vorkommen von
x ersetzt wird durch V.

Die p-Reduktion auf der Menge aller A\ -Terme ist konfluent, siehe z. B.
[ |, Section 3.2. Die -Reduktion ist nicht noethersch, so hat z.B. der
Term (Az(zx))Ax(zx) keine Normalform.

Wortersetzung

Beispiel 6.12 (Semi-Thue-Systeme)

Sei R eine Menge von Paaren (r,s) von Wortern iiber einem Alphabet ¥,
d.h. ;s € ¥*. Die Relation > auf der Menge X* aller Worter {iber ¥ ist
definiert durch:

u =g v gdw es gibt (r,;s) € Rund z,y € ¥*, so dal u = xry und v = zsy.
(3, R) heifit ein Semi-Thue-System (string rewriting system).

Im Unterschied zu den jetzt zu besprechenden Termersetzungssystemen tre-
ten in Semi-Thue-Systemen keine Variablen auf und damit keine Substitu-
tionen. Auflerdem ist die interne Struktur von Woértern wesentlich drmer als
die interne Struktur von Termen. Einen umfassenden Uberblick iiber Semi-
Thue-Systeme findet man in | ].
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6.3 Termersetzungssysteme

Wir kehren zuriick zu unserem Anliegen, in einer Gleichungstheorie E die
Ableitbarkeit einer Gleichung festzustellen.

Die allgemeinen Betrachtungen in 6.2 werden jetzt dazu spezialisiert, daf fiir
eine vorgegebene endliche Menge E von Gleichungen

> die Relation —1>E 15t,

wie sie in Definition 6.1 eingefiihrt wurde.

Definition 6.13 (Termersetzungssysteme)
Ist E eine endliche Menge von Gleichungen iiber der Signatur >, dann nen-

nen wir das Reduktionssystem (Termsy, = g) ein Termersetzungssystem. Da
dieses durch ¥ und F eindeutig bestimmt ist, sprechen wir kiirzer vom 7Ter-
mersetzungssystem (X, E).

Beispiel 6.14 (Boolesche Simplifikation Epg)
Ein einfaches Termersetzungssytem FEpgg ist

ONz = 0 1Az = =z

xANO0 = 0 zAl = x

OVe = o 1Vz =1

xV0O = o zVvl1l =1
in der Signatur ¥ = {0, 1, A, V}. Hierbei sind A, V (Boolesche) Funktionszei-
chen und nicht wie in anderem Zusammenhang aussagenlogische Operatoren.

Wir schreiben kurz E anstelle von Egpr.
Fiir jeden variablenfreien Booleschen Term ¢ gilt ¢t —£ 0 oder t — g 1.

Als ein weiteres nicht ganz so einfaches Beispiel betrachten wir die Axiome
der Gruppentheorie aufgefasst als Termersetzungssystem:

Beispiel 6.15 (Gruppentheorie E()

1 0+« =z
2 (x+y)+z = o+ (y+2)
3 i)+ =0

Ist das Termersetzungssystem F¢ lokal konfluent?

Der Term (i(z) + x) + z kann umgeschrieben werden einmal mit Gleichung
2 zu i(x) + (z + z), mit Gleichung 3 aber auch zu 0 + z und weiter zu z mit
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Gleichung 1. In einem konfluenten Termersetzungssystem miifite sich auch
i(x) + (z + z) zu z reduzieren lassen. Im vorliegenden System ist i(z) +
(x + z) eine Normalform und nicht weiter reduzierbar. E¢ ist also nicht lokal
konfluent.

Definition 6.16 (Kritische Paare)
Seien

ly =71, ly = ry zwei variablendisjunkte Gleichungen,
I, ein Teilterm von [, der nicht nur aus einer Variablen besteht, und
w ein allgemeinster Unifikator von I}, und .

Dann heifit das Paar von Termen pu(ry), u(ly[ro/1]) ein kritisches Paar der
beiden Gleichung.

Dabei geht (I4[l,/r2] aus [; hervor, indem ein Vorkommen des Teilterms 1,
durch ry ersetzt wird.

Wir sagen, das kritische Paar pu(ry), pu(ly[r2/15]) entsteht aus der Uberlagerung
der Gleichung l; = r; mit der Gleichung ly = 5.

Beispiel 6.17 (Kritisches Paare)

(1) Als erstes Beispiel eines kritischen Paares betrachten wir die beiden Glei-
chungen (z +vy) + 2z =2+ (y + 2) und i(z) + x = 0 aus Beispiel 6.15. Wir
machen die beiden Gleichungen variablendisjunkt, indem wir die zweite Glei-
chung umbenennen zu i(u) + v = 0. Der allgemeinste Unifikator des nicht-
trivialen Teilterms (x + y) der linken Seite der ersen Gleichung und i(u) + u
berechnet sich einfach zu p(x) = i(u) und p(y) = u. Nach Definition erhalten
wir das kritische Paar

(i(x) + (x+2), 0+ 2)

(2) Das zweite Beispiel zeigt, daB ein kritisches Paar auch aus der Uberlagerung
einer Gleichung mit sich selbst entstehen kann. Das gilt, z.B. fiir die Gleichung
(x+y)+z=2+(y+2). Sei (u+v)+w = u+ (v+w) eine variablendisjunkte
Kopie dieser Gleichung. Durch die Substitution u(z) = (u + v), pu(y) = w
wird p((u+v)+w) ein Unterterm von p((z+y)+z2). Es entsteht das kritische
Paar

(w+v) + (w+2) , (ut(o+w)+2)

Definition 6.18
Sei E die Menge der Gleichungen eines Termersetzungssystems.

1. Ein kritisches Paar von FE ist ein kritisches Paar zweier Gleichungen
lih =71, ls =ry aus F.
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2. Ein kritisches Paar (I,7) heifit konfluent beziiglich E wenn es einen
Term t gibt mit [ —g ¢t und r —g t.

Im Englischen nennt man konfluente Paare haufig joinable pairs.

Der folgende Satz ist von zentraler Bedeutung in der Theorie der Termerset-
zungssysteme. Der Nachweis der lokalen Konfluenz eines Termersetzungssy-
stems wird damit entscheidbar.

Satz 6.19
Ein Termersetzungssystem F in dem alle kritischen Paare konfluent sind ist
lokal konfluent.

Beweis Die Orginalarbeit ist | ).

Wir kommen zuriick auf die beiden Beispiele 6.14 und 6.15.

Lemma 6.20
Das Termersetzungssystem Epgg ist kanonisch.

Beweis Da bei jedem Reduktionsschritt ¢, —)}EBS ty der Term t9 echt we-
niger Symbole enthéilt als ¢; ist Fgg terminierend. Die Teilterme aller linken
Seiten aller Gleichungen in Epg sind entweder eine Konstante, eine Variable
oder der ganze Term. Man sieht schnell, daf} iiberhaupt kein kritisches Paar
existiert. Nach Satz 6.19 ist Epg lokal konfluent und mit Lemma 6.8 dann
auch konfluent.

Im nachfolgenden Beispiel 6.22 kehren wir wieder zum Beispiel der Grup-
pentheorie zuriick, von der wir schon festgestellt haben, dafl sie nicht lokal
konfluent ist. Das néchste Lemma zeigt, da} die Existenz eines nicht kon-
fluenten kritischen Paares in einer Gleichungstheorie £ noch nicht das Ende
der Analyse sein muf.

Lemma 6.21

Sei (t, s) ein kritisches Paar eines Termersetzungssystem E. Dann stimmt die
Gleichungstheorie von E iiberein mit der Gleichungstheorie von E'U{t = s}
und auch mit E'U {s = t}.

Das heifit, fiir jede Gleichung ' = s’ gilt

EEt=§¢ & FuU{t=stEt=4¢
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Beweis Zum Beweis geniigt es zu zeigen, dafl E =t = s gilt. Nach Defini-
tion 6.16 gibt es variablendisjunkte Gleichungen Iy = r1, s = r5 in E, einen
Teilterm [}, von [y, der nicht nur aus einer Variablen besteht, und einen Uni-
fikator p von I5 und Iy, so daB s = p(ry) und ¢t = p(ly[ry/l}]). Trivialerweise
gilt £ = p(ly) = u(ly). Wegen [y = in E folgt E = p(ly) = p(ry). Wegen
lo = roin F folgt E = p(ly) = wu(li]re/ly]). Wegen der Transitivitat der
Gleichheit folgt, wie gewiinscht, E = u(ry) = pu(li[re/l]), d.h. B | s =t.

Lemma 6.21 legt jetzt die folgende Vorgehensweise nahe: Wird ein nicht kon-
fluentes kritisches Paar (¢, s) fiir eine Termersetzungssystem F gefunden, so
fahrt man mit der Analyse von E'U {t = s} oder F U {s = t} fort. Das ist
immer noch dieselbe Gleichungstheorie aber das Paar (¢, s) ist jetzt konflu-
ent. Ungliicklicherweise konnen durch die Hinzunahme von ¢ = s neue nicht
konfluente kritische Paare entstehen. Dann kann man die Prozedur wieder-
holen und hoffen, dal der ganz Prozess einmal aufhort. Dieses Verfahren ist
unter dem Namen seiner Erfinder als Knuth-Bendiz Vervollstindigung be-
kannt. Wir demonstrieren die Knuth-Bendix Vervollstdndigung am Beispiel
der Gruppentheorie, die eines der seltenen Beispiele ist, in dem der Prozess
terminiert.

Beispiel 6.22 (Kritische Paare zur Gruppentheorie E)

Wir listen alle kritischen Paare des Reduktionssystems Eg. Wir vermerken
welche Gleichung mit welcher anderen iiberlagert wird, geben die linke Seite
nach Anwendung der unifizierenden Substitution an und in der dritten Spalte
das kritische Paar:

1in2 (04+u)+=z 0+ (u+2), u+tz)
2in2 (u+v)+w)+z (u+v)+(w+2), (u+ (v+w))+ 2)
3in2 (i(u)+u)+z (i(u) + (u+2), 0+ 2)

Um festzustellen welche dieser drei Paare konfluent sind reduzieren wir beide
Seiten soweit wie moglich. Das fiithrt zu den folgenden drei Paaren:

(u+2z, u+2)
(ut W+ (w+2), ut(v+(w+z))
(i(u) + (u+2), 2)

Man sieht, dafl die ersten beiden Paare konfluent sind, das dritte aber nicht.

Sei B}, das Termersetzungssystem, das aus Fg entsteht durch Hinzunahme
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des neuen Axioms 4:

1 0+=x = x
2 (x4y) +z = x4+ (y+2)
3 i(z)+x = 0
4 i)+ (x+y) = vy

Die neuen kritischen Paare fiir E}, sind

lin4 4(0)+ (0+u) (i(0) +u , u)

2ind i(utv)+ (u+v)+w) (i(ut+v)+ (ut (v+w)), w)
3in4d i(i(u)) + (i(u) + u) (i(i(u))+0, w)

4in2 (i(x)+ (z+y) +w (i(x) + ((z +y) +w) , y+w)
4in4 i(i(u)) + (i(u) + (u+v)) (i(i(u) +v, utwv)

Reduktion der kritischen Paare ergibt:

(2(0) +u , u) (2(0) +w , w)

(i(u+v) + (u—i— (v+w)), w) ((u+v)+(u+ (v+w)), w)
(i(i(u) + 0, u) (i(i(w) + 0, u)

(i(z) + ((l”ry) +w), y+tw) (y+w, y+w)

(i(i(u) + v, uto) (i(i(u) + v, u+v)

Nur das vorletzte kritische Paar ist konfluent. Die restlichen Paare wollen
wir wieder als neue Axiome hinzufiigen. Dabei wiirde sowohl i(i(z)) + 0 = «
als auch i(i(z)) + y = « + y hinzugefiigt. Da die erste Reduktionsregel aus
der zweiten folgt, wird nur die zweite hinzugenommen. So erhélt man das
Termersetzungssytem FZ.

1 0+2 =

2 (x4y)+z2 = v+ (y+2)
3 i(z)+x =0

4 Z(x)+(l‘+y) =y

5 4(0) + =z

6 z(x+y)+(x+(y+z)) = z

7 i(i(x)) + = Tty
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Die neuen kritischen Paare fiir Eé :

1in6 i(0+u)+ (0+ (u+2)) (i(u) + 0+ (u+2)), 2)
1in6 i(0+y)+ 0+ (y+2)) (i0+y)+(y+2), 2)
3in5 i(0)4+0 (0, 0)
3in6 i(ily+2)+y) +(y+z)+y+=2) (i(ily+2)+y)+0, 2)
3in 7 i(i(x)) +i(x) (x +i(z) , 0)
4in5 i(0)+ (0 +v) 0+v, v)
4in 6 i(i(u) +u)+ (i(u) + (u+v)) (i(i(u) +u) +v, v)
4in7 (i(i(x)) + (i(z) +v) (x + (i(z) +v) , v)
5in2 (i(0) +x)+ v (2(0) + (z +v) , +0)
5in4 (i(0)) + ((0) + x) (1(i(0)) + x , x)
5in 6 i(i(0) +y) + (4(0) + (y + 2)) (i(20)+y)+ (y+2), 2)
6in2 (ilz+y)+x+y+2))+w
(ilz+y)+(x+(y+2)+w), z4+w)
6in6 i(i(ut+v)+u)+ (i(ut+v)+ (ut (v+w)))
(i(i(u+v)+u)+w, v+w)
7in2 (i(i(z)) +y) + 2 (i(i(x)+ (y+2), (x+y)+ 2)
7in 3 i(i(x)) +i(x) (x +i(x), 0)
7in4d i(i(x)) + (i(z) + u) (x + (i(z) +u) , u)
7in 6 ausgelassen (v+w, v+ w)
Reduktion der kritischen Paare:
(i(u) + 0+ (u+2)), 2) (2, 2)
(((0+y)+(y+2), 2) (z, 2)
(0, 0) (0, 0)
(i(ily+2)+y)+0, 2) (iily+2)+y)+0, 2)
(x +i(z), 0) (x+i(x), 0)
0+wv, v) (v, v)
(i(i(u) +u) + v, v) (v, v)
(x + (i(z) +v) , v) (x4 (i(z) +v) , v)
(1(0) + (x +v) , z+0) (x4+v, x+v)
(i(i(0)) + z , =) (x, )
(((@0)+y)+(y+2), 2) (z, 2)
(ile+y)+((z+y+2)+w), 24w) (z4+w, 2+ w)
(i(i(u+v)+u)+w, v+w) ((i(u+v)+u)+w, v+w)
(i(i(x) + (y+2), (x+y)+2) (+W+2z), 2+ (y+2)
(x +i(z), 0) (x+i(x), 0)
(x+ (i(z) +u) , u) (x4 (i(z) +u) , v
(v+w, v+w) (v+w, v+ w)
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Die folgenden neuen Termersetzungsregel, resultierend aus den nicht konflu-
enten kritischen Paaren, stehen jetzt bereit um zu EZ hinzugefiigt zu werden:

i(i(y+2)+y) +0=2
r+i(z)=0

z+ (i(x)+v)=v
i(i(u+v)+u)+w=v+w

Unter den kritischen Paaren von E kommt die Uberlagerung 4 (i(u-+v)-+u)+0
von i(i(y+2)+y)+0 = z und i(i(u+v)+u)+w = v+w vor, die zu dem nicht
konfluenten kritischen Paar fithrt: (v 4+ 0 , v). Nimmt man die neue Regel
(v+0 = v) in E}, dann sieht man, daf die Termersetzung i(i(y+2)+y)+0 = z
tiberfliissig wird: sie kann aus (v + 0 = v) und i(i(u +v) + u) + w = v+ w
abgeleitet werden.

Féahrt man in dem angefangen Prozefl weiter, was wir hier nicht mehr im
Detail vorrechnen wollen: Konstruktion neuer nicht konfluenter Paare, Hin-
zunahme als neue Termersetzungsregeln, Weglassen von Regeln, die ableitbar
geworden sind, so kommt man zu folgendem Endergebnis

Eck

O+2 — x (x4+y)+z — z+(y+2)
r+0 = =z ix)+(x+y) — vy

ifr)+z — 0 r+ (i(z)+y) — vy

r+i(x) — 0 i(x +vy) — i(y) +i(x)

Alle kritischen Paare des Termersetzungssystems Egg sind konfluent. Nach
Satz 6.19 ist Egk also lokal konfluent.

Lemma 6.23
Das Termersetzungssystem Egg ist kanonisch.

Beweis Wir nehmen die lokale Konfluenz als nachgewiesen an, was durch
penibles Ausrechnen, wie es in Beispiel 6.22vorgemacht wurde, nachvollzogen
werden kann. Es bleibt zu zeigen, dal Egx terminierend ist. Dazu ordnen
wir jedem Term ¢ ein Gewicht G(t) zu.

G(z) =1 x eine Variable
G(0) = 1

Glzx+y) = 2xG(x)+ G(y)

Glix) = 59
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Wir behaupten, da8 fiir jede Termersetzungsregel t; = to in Egk gilt: G(t1) >
G(tz). Daraus folgt unmittelbar die Terminierung. Es gibt nur zwei Regel,
fiir welche diese Ungleichung nicht offensichtlich ist:

Glx+y)+2z) = 2xGx+y)+G(2)

= 2x(2xG(x) +G(y)) + G(2)
4xG(z) +2xG(y) + G(2)
2xG(z) +2xGy) + G(2)
2xG(r)+ Gy + 2)
G+ (y+2))

vl

Im nachfolgenden Argument machen wir Gebrauch von der Ungleichung
590 > 5% + 2% 5% fiir a,b > 1.

5G(z+y)

52*G(m)+G(y)

52G@) 4 2 % 5G0)

2 % 5 4 5G(2)

2% G(i(y)) + Gi(z))
G(iy) +i(x))

Gi(z +y))

v v I

Als speziellen Fall von Satz 6.6 haben wir jetzt den
Satz 6.24
(3, E) sei ein kanonisches Termersetzungssystem.
1. Zu jedem Term t gibt es genau einen irreduziblen Term irr(t) mit
t —pgarr(t).

2. Fiir beliebige Terme s, t gilt:

EEs=tsirr(s) =irr(t).
3. Die Giiltigkeit einer Gleichung in der Theorie von E ist entscheidbar.

Wenn unser vorgelegtes System (X, E') kanonisch ist, dann ist unser Problem
also gelost: Fiir eine gegebene Gleichung s = t 1483t sich entscheiden, ob E |=
s = t. Leider ist das i.a. nicht der Fall; wir wissen ja, dafl es unentscheidbare
Gleichungstheorien gibt. Auch kénnen wir i.a. einem Termersetzungssystem
nicht ansehen, ob es noethersch ist bzw. ob es konfluent ist, beides ist i.a.
unentscheidbar.
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6.4 Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 6.4.1
Zeigen Sie, daB fiir jede Menge E von Gleichungen und je zwei Terme s, ¢
gilt
Aus s »pt folgt ElEs=t
Das ist die einfache Richtung des Satzes 6.2.

Ubungsaufgabe 6.4.2

Sei £ eine Menge von Gleichungen in der Signatur .

Zeigen Sie, dafl die Relation <+p eine Kongruenzrelation auf der Menge
Termsy, aller X-Terme ist, d.h.

1. +»p ist eine Aquivalenzrelation

2. Ist f ein n-stelliges Funktionszeichen in ¥ und sind sq,...s,, t1,...t,
Y-Terme mit s; <> t; fiir alle 1 < ¢ < n dann gilt auch f(s1,...5,) <E

f(ty, ... t).
3. Aus s <»p t folgt u(s) <> p(t) fiir jede Substitution pu.

4. Sei py, po Substitutionen, so daf fiir alle x gilt uy(z) <> pu2(z) dann
gilt auch py(s) <> g pa(s).

Ubungsaufgabe 6.4.3

Diese Aufgabe ist dem Beweis der schwierigeren Richtung des Satzes von
Birkhoff (Satz 6.2)gewidmet. Die zentrale Rolle spielt dabei die 3-Struktur
Fg = (Fg, I) zu einer Gleichungsmenge E. Wir beschreiben die Konstruktion
von Fg ausfiihrlich und stellen danach Fragen, die schrittweise zum Beweis
fithren werden. Das Universum Fg von Fg besteht aus den Kongruenzklassen
modulo der Relation <»g auf der Menge aller >-Terme Termsy, siehe die
vorangegangene Ubungsaufgabe 6.4.2, d.h.

Fr = {[t]E]teTermg}
tle = {s€ Terms|t<g s}

Die Interpretation I fiir ein n-stelliges Funktionszeichen f € ¥ wird definiert
als

I (tes - [tale) = [f(t1, . t)]E

Die Unabhéngigkeit dieser Definition von der Wahl der Repréasentanten der
Aquivalenzklassen wird durch die Kongruenzeigenschaft von <»g sicherge-
stellt, siche Aufgabe 6.4.2(2).

Beweisen Sie die folgenden Aussagen:
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. Fiir jeden Term ¢t € Termy und Variablenbelegung £ gilt
750 = [o(t)]p

wobei die Substitution o gegeben ist durch o(x) = t, 5, wobei f(x) =
[t:5]E. Nach Aufgabe 6.4.2(4) ist o wohldefiniert.

. FpE=E.

. Gilt E |= s =t dann gilt auch s <> t.
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Kapitel 7

Die Spezifikationssprache JML
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In diesem Kapitel soll die Spezifikationssprache JML, Java Modeling Lan-
guage, vorgestellt werden.

7.1 Historie und Motivation

JML ist eine Sprache zur formalen Spezifikation von Javaprogrammen. Sie
wurde ins Leben gerufen von Gary Leavens, der bis heute eine zentrale Rolle
in der JML community spielt. Die erste Veroffentlichung zu JML erschien
1999, | ]. Die Sprache JML baut auf der heute nicht mehr benutzten
Spezifikationssprache LARCH auf. Eine weitere Wurzel des Ansatzes ist das
Konzept von Softwarevertriagen, das im Englischen mit design by contract
tibersetzt wird, wie es z.B. in den Biichern | , ] von Bertrand
Meyer propagiert wird. Die logische Basis fiir das design-by-contract Para-
digma liefert der nach Tony Hoare benannte Hoare-Kalkil | , ,
].

Die umfangreichste Darstellung findet sich im Benutzerhandbuch | ].
Die Arbeit an JML fand und findet statt im Rahmen einer lose koordinierten
internationalen Forschergemeinschaft. Eine Standardisierung gibt es nicht
und ist fiir die nahe Zukunft nicht vorgesehen.

In der akademischen Forschung ist JML zur Zeit die am meisten benutzte
formale Spezifikationssprache fiir Java, die durch eine Vielzahl von Werk-
zeugen auf den unterschiedlichsten Ebenen unterstiitzt wird, | ]. Ak-
tuelle Informationen, elektronische Versionen der zitierten Papiere und Zu-
gang zu vielen JML Werkzeugen findet man auf der Projektwebseite http:
//www.cs.ucf.edu/~leavens/JML/.

Das erste Ziel dieses Kapitel ist eine kurze Einfiihrung in die logischen Grund-
lagen der formalen Softwareverifikation. Eine zweite Motivation besteht darin
aufzuzeigen, wie die in den vorangegangene Kapiteln entwickelte Pradikaten-
logik im praktischen Kontext eingesetzt werden kann. Wir werden sehen, dafl
JML eine syntaktische Variante dieser Logik fiir die Formulierung von Soft-
warevertragen benutzt.

7.2 Ein einfiihrendes Beispiel

Wir beginnen mit einem einfachen Beispiel in Abbildung 7.1. Zur ersten Ori-
entierung bemerken wir, dafl JML Spezifikationen als spezielle Kommentare
in JAVA Programme integriert werden. Der normale JAVA Compiler ignoriert
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diese Kommentare und JML Werkzeuge erkennen, dafl in diesen Kommen-
tare JML Eingaben stehen. Schon an diesem einfachen Beispiel kénnen wir

— JavAa + JML

public class PostInc{
public PostInc rec;
public int x,y;

/*Q@ public invariant x>=0 && y>=0 &&
Q rec.x>=0 && rec.y>=0;
Qx*/

/*@ public normal_behavior
0@ requires true;
Q@ ensures rec.x == \old(rec.y) && rec.y == \old(rec.y)+1;
Qx*/
public void postinc() {
rec.x = rec.yt++;

3

JAava + JML —

Abbildung 7.1: JML Annotationen in der JAVA Klasse PostInc

zwei Arten von Spezifikationen unterscheiden.

Die erste Kommentargruppe gibt eine Invariante an, die zweite ist ein Vertrag
fiir die Methode, vor der sie unmittelbar steht, hier also fiir die Methode
postinc.

Von einer Invarianten wird idealerweise erwartet, dafl sie in jedem Zustand
der Ausfithrung eines Programmes gilt. Wie man sich leicht vorstellen kann,
ist das eine zu einschneidende Forderung, die auflerdem noch den Mangel
hat, dafl nicht ganz klar ist, wie feinkornig man verschiedene Programm-
zustdnde voneinander unterscheiden will. Verursacht die Anweisung rec.y++
im Rumpf der Methode postinc einen einzigen Zustandsiibergang oder gibt
es einen oder mehrer Zwischenzustdnde? Letzteres wiirde die Java Langua-
ge Specification tatséchlich nahelegen. Um diesen Schwierigkeiten aus dem
Weg zu gehen, betrachten wir hier eine vereinfachte Invariantensemantik:
eine Invariante gilt vor und nach jedem Methodenaufruf.

Nebenbei sei angemerkt, dafl bei einer genaueren Analyse vor allem fiir kom-
plexere Beispiele, das Konzept einer Invariante immer fragwiirdiger wird. In
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der aktuellen Forschung zur Programmverifikation werden Invarianten ge-
legentlich schon durch andere Konzept, z.B. durch ein ownership Konzept,
ersetzt.

Der zweite Spezifikationsbestandteil in Abb. 7.1, der Methodenvertrag fiir
postinc, ist konzeptionell wesentlich unproblematischer. Wird die Methode
in einem Zustand gestartet, in dem die Invariante gilt und die Vorbedingung,
in JML durch das Schliisselwort requires gekennzeichnet, dann gilt nach
dem Ende der Methode die durch das Schliisselwort ensures gekennzeichne-
te Nachbedingung und ebenfalls wieder die Invariante. Die englische Bezeich-
nung fiir Vor- und Nachbedingung ist precondition und postcondition. Die in
Zeile 7 von Abb. 7.1 auftretende Deklaration public normal_behavior ver-
langt zusétzlich, dafl die Methode normal terminiert, d.h. zunéchst einmal,
daf sie iiberhaupt terminiert, aber nicht durch das Werfen eines Ausnahme-
objekts (engl. exception).

Wenden wir uns nun den JML Ausdriicken selbst zu. Das Vokabular, aus
dem JML Ausdriicke aufgebaut sind, stammt, mit wenigen Ausnahmen, aus
dem JAVA Programm, zu dem die Ausdriicke gehoren. In dem Ausdruck aus
den Zeilen 5 und 6 von Abb. 7.1

x>=0 && y>=0 && rec.x>=0 && rec.y>=0;

treten die Attribute x,y und rec der Klasse PostInc auf. Die Relation >=
und das Zahlenliteral 0 stammen aus dem JAVA Datentyp int. Schliellich
ist && das JML Aquivalent fiir die logische Konjunktion, die Boolesche Funk-
tion und. Die entscheidende Beobachtung fehlt aber noch. Die Attribute x,y
und rec sind nicht als statische Attribute deklariert. In JAVA Programmen
kénnen sie nur in der Form t.x, t.y, t.rec benutzt werden, wobei t ein
Ausdruck vom Typ PostInc ist. Kommt trotzdem, etwa x vor, so ist das
eine Abkkiirzung fiir this.x. JML iibernimmt diese Regelung. Voll ausge-
schrieben liest sich die obige Invariante also als

this.x>=0 && this.y>=0 && this.rec.x>=0 && this.rec.y>=0;

In der Nachbedingung fiir die postinc Method, Zeile 11 in Abb.7.1, tritt die
JML operation \old auf. Sie bewirkt, dafl ihr Argument im Vorzustand des
Methode ausgewertet wird. Sie kann nur in Nachbedingungen und nicht in
Vorbedingungen oder Invarianten benutzt werden. Rein theoretisch kénnte
man auf die Operation \old verzichten und einen Vertrag wie folgt benutzen:

— Java + JML

@ requires oldrecy = rec.y;
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@ ensures rec.x == oldrecy && rec.y == oldrecy+1;
Java + JML —

wobei oldrecy eine neue virtuelle Programmvariable ist. In den JML Werk-

zeugen wird eine solche oder dhnliche Auflésung des \old Konstrukts tatsédchlich

vorgenommen. Es ist aber unstrittig, da3 die Benutzung von \old die Spe-
zifikationsaufgabe wesentlich erleichtert.

Wir werfen noch einen Blick auf den Methodenrumpf von postInc, Zeile 14
in Abb.7.1. Was passiert, wenn die Methode in einem Zustand aufgerufen
wird, in dem self.rec == null gilt? Ja, es wird eine NullPointerEzception
ausgelost. Somit wiirde die Methode ihren Vertrag nicht erfiillen, denn es
wird normale Terminierung verlangt. Es ist schon alles in Ordnung. JML
nimmt als Voreinstellung, als default an, dal alle vorkommenden Attribute
und Parameter mit einem Objekttyp vom Nullobjekt verschieden sind.

— Java + JML

public class PostInc{
public /*@ nullable @*/ PostInc rec;
public int x,y;

/*@ public invariant x>=0 && y>=0 &&
Q rec.x>=0 && rec.y>=0;
@x/

/*@ public normal_behavior

@ requires rec != null;
Q@ ensures rec.x == \old(rec.y) && rec.y == \old(rec.y)+1;
Qx/

public void postinc() {
rec.x = rec.y++;

3

Java + JML —

Abbildung 7.2: JML annotated JAVA class PostInc, version 2

Will man Attribute benutzen, die auch null als Wert annehmen kénnen muf
man das extra angeben durch den Modifikator nullable. Ein Beispiel dafiir
ist in Abb. 7.2 in Zeile 2 zu sehen. Jetzt mufl man natiirlich die Vorbedingung,
Zeile 10, entsprechend verschérfen.

274



Die Benutzung von Sichtbarkeitsmodifikatoren wie public and private hat
JML ebenfalls von JAVA iibernommen. So darf, z.B. in einer als 6ffentlich,
public, erklarten Annotation in der Klasse A kein privates Attribut einer
anderen Klasse als A vorkommen. In einigen Féllen weicht JML von den
JAVA Regeln ab und es gibt auch die Moglichkeit Sichtbarkeitsregelungen
aus dem JAVA Code zu ignorieren. Wir gehen auf diesen Aspekt von JML
nicht néher ein, siche dazu | , Section 2.4].

7.3 Schleifeninvarianten

Wir setzen die Erkldarung von JML fort anhand des annotierten JAVA Pro-
gramms in Abb. 7.3.

Die Methode commonEntry sucht in den durch die Parameter 1 und r gege-
benen Grenzen einen Index, fiir den die beiden Felder a1, a2 denselben Wert
haben. Deswegen heifit die Klasse auch SITA fiir search in two arrays. Wir
gehen das annotierte Programm Zeile fiir Zeile durch und setzen dabei die
Erklarung von JML fort.

Die Vorbedingung fiir die Methode commonEntry in den Zeilen 5 und 6 in
Abb. 7.3 setzt Einschdnkungen an die Parameter 1 und r.

In Zeile 7 taucht eine neue Form von Spezifikationsklauseln auf, assignable.
Hier wird spezifiziert, welche Werte die nachfolgende Methode héchstens
éndern darf. In unserem Beispiel wird verlangt, dal commonEntry keine An-
derungen bewirken darf. Methoden, die in diesem Sinne keine Seiteneffekt
haben, nennt man reine Methoden (pure methods). Wir werden spéter, wenn
wir auf detailiertere assignable Klauseln treffen, mehr zu diesem Thema zu
sagen haben. Zwei Kommentare sollen aber schon hier gemacht werden.

Der erste Kommentar ist nur die Verbalisierung einer Selbstversténdlichkeit.
In der Methode eingefiihrte lokale Variablen, in unserem Beispiel die Variable
k, spielen fiir die assignable Klausel keine Rolle. Der Parser wiirde ihr Auf-
treten auch zuriickweisen. Betrachtet werden nur von auffen beobachtbare
Anderungen.

Es gibt zwei Moglichkeiten, beispielsweise die Aussage ,, die Methode dndert
den Wert von this.f nicht® zu interpretieren. Man kann erstens darunter
verstehen, dafl keine Zuweisung an this.f erfolgt. Auch this.f = this.f
oder this.f = this.f + 0 wiren damit ausgeschlossen. Oder man erlaubt
Zuweisungen an this.f besteht aber darauf, dal am Ende der Methode
derselbe Wert wie zu Beginn wieder hergestellt ist. Fiir die Zwecke dieses
Skripts halten wir uns an die zweite Version.
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— Java + JML

class SITA {
public int[] al, a2;

1

2

3

4 /*@ public normal_behaviour

) @ requires 0 <=1 && 1 < r &&
6

7

8

@ r <= al.length && r <= a2.length;

@ assignable \nothing;

@ ensures ( 1 <= \result && \result < r &%
9 Q al[\result] == a2[\result])
10 @ || \result == r;
11 @ ensures (\forall int j; 1 <= j && j < \result;
12 Q all(jl '= a2[jl );
13 Qx/
14 public int commonEntry(int 1, int r) {
15 int k = 1;
16
17 /*@ loop_invariant
18 @ 1<=k&& k<=r1 &&
19 @ (\forall int i; 1 <= 1 && i < k; all[i] !'= a2[i]);
20 Q
21 @ assignable \nothing;
22 Q@ decreases al.length - k;
23 Qx/
24 while(k < r) {
25 if(allk] == a2([k]) {
26 break;
27 }
28 k++;
29 +
30 return k;
31 }
32 %}

Java + JML —

Abbildung 7.3: Search in two arrays
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Die Nachbedingung fiir die Methode commonEntry findet sich in den Zeilen
8-12 in Abb. 7.3. Das zweifache Auftreten den Schliisselwortes ensures wird
dabei als logische Konjunktion der Finzeleintrége interpretiert. Die JML Va-
riable \result steht fiir den Riickgabewert der Methode. Es wird verlangt,
daB \result in dem Intervall [[,r) liegt und al[\result] == a2[\result]
gilt. Alternativ darf \result==r gelten.

In den Zeilen 11 und 12 treffen wir auf das erste Beispiel einer quantifizierten
Formel in JML. Die allgemeine Syntax ist

(\forall C x; B; R) (\exists C x; B; R)

Wir nennen B die Bereichseinschrinkung und R den Rumpf der quantifi-
zierten Formel. In der priadikatenlogischen Notation aus Abschnitt 4.1 wiirde
man diese Formeln in der Form

VC (B — R)
3C (B A R)

notieren.

| JML* \ Pridikatenlogik |

&&

==>
<==>
(\forall C x;el;e2) | Va((z # null A [el]) — [e2])
(\exists C x;el;e2) | Jx(z # null A [el] A [e2])

Dabei steht [ed] fiir die pradikatenlogische Notation des JML Ausdrucks ei.

Tl <>ln

Tabelle 7.1: Vergleich der Notationen

Die Aufteilung in B und R ist aus logischer Sicht irrelevant, die Formeln
(\forall C x; B; R) und (\forall C x; true; B ==> R) sind dquivalent.
Viele Leute finden jedoch diese Aufteilung der quantifierten Formel hilfreich.
Der erste Teil enthélt Einschrdnkungen an den Bereich, iiber den die quan-
tifizierte Variable lauft, wie in Zeile 12 in Abb. 7.3, der zweite Teil macht
die eigentliche Aussage. Der Leser wird erraten haben, daf§ ==> die JML No-
tation fiir die logische Implikation ist. Die Unterschiede zwischen der JML
und der préadikatenlogischen Notation fiir die logischen Operatoren sind in
Tabelle 7.1 zusammengefasst
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Nach der Klarung der Syntax ist die Bedeuting des JML Ausdrucks in Zeile
11 und 12 von Abb. 7.3 lesbar: In dem Intervall [1,\result) gibt es keinen
iibereinstimmenden Eintrag in den Feldern al und a2. Zusammen mit dem
Teil der Nachbedingung in den Zeilen 9 und 10 folgt daraus, daf§ \result
der kleinste Index mit iibereinstimmenden Werten im Intervall [1,r) ist, bzw.
\result==r, falls keine Index mit iibereinstimmendem Wert in dem Intervall
existiert.

Die Zeilen 17 bis 19 in Abb. 7.3 enthalten ein weiteres wichtiges Spezifika-
tionskonzept: die Schleifeninvariante, auf Englisch loop invariant. Wie schon
gewohnt bei JML bezieht sich die Annotation auf die Schleife vor der sie
steht. Die Angabe einer Schleifeninvarianten ST verlangt, daf3

1. (Anfangsfall)
ST vor Eintritt in die Schleife erfiillt ist,

2. (Iterationsschritt)
fiir jeden Programmzustand sg, in dem ST und die Schleifenbedingung
gilt, im Zustand s;, der nach einmaligen Ausfiithren des Schleifenrump-
fes beginnend mit sg erreicht wieder, wieder ST erfiillt ist.

3. (Anwendungsfall)
nach Beendigung der Schleife reicht die Schleifeninvarianten S zusam-
men mit den Bedingungen fiir die Schleifenterminierung aus fiir die
Verifikation der Nachbedingung.

Sind diese drei Forderungen fiir den Programmkode in Abb. 7.3 erfiillt?

Anfangsfall Vor Beginn der Schleife gilt £ = [. Setzt man diesen Wert in
die Schleifeninvariante ein, so erhélt man die Formel

1<=1 && 1<=r && (\forall int i; 1<=1i && i<1l; all[i] !'= a2[il);

Der Allquantor lduft iiber den leeren Bereich, ist also trivialerweise wahr.
Die Gleichung 1<=1 ist per Definition der kleiner-gleich Relation erfiillt und
1<=r folgt aus der Vorbedingung 1<r.

Iterationsschritt Das Programm befindet sich ein einem Zustand sg. In-
tuitiv stellen wir uns darunter einen Zustand vor, der nach einer nicht be-
kannten Anzahl von Schleifendurchldufen erreicht wurde. Wir nehmen an,
daB in sy die Schleifeninvariante und der Schleifbedingung wahr sind:
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1 <=k & k <=1 &&
(\forall int i; 1<=i && i<k; aill[i] != a2[i]) && 1 < k

Mit s; bezeichnen wir den Zustand der nach Ende des Schleifendurchlaufs
erreicht wird. Um das Programm in Abb. 7.3 etwas interessanter zu machen,
wurde eine break Anweisung in die Schleife eingebaut. Die Annahme, dafl
s1 der Zustand nach Ende des Schleifendurchlaufs ist, umfafit die Annahme,
dafl die break Anweisung nicht ausgefithrt wurde. Die einzige Programmva-
riable, die wahrend des Schleifendurchlaufs ihren Wert &ndern kann, ist k,
und zwar wird der Wert von k um genau 1 erhcht. Galt in s 1<k, so gilt in s;
1<=k. In sy galt (\forall int i; 1 <= i && i < k; all[i] != a2[i]).
Diese Aussage gilt auch noch in s; wenn fiir den alten Wert von k im alten
Zustand allk] != a2[k] galt. Das ist aber zutreffend, denn anderenfalls
wire die break Anweisung ausgefiihrt worden. Zusammengefasst haben wir
gezeigt, daf} in jedem Zustand, der durch wiederholte Aufithrung des Schlei-
fenrumpfes aus dem Zustand vor Schleifenbeginn erreicht werden kann, die
Schleifeninvariante ST gilt.

Anwendungsfall Nach der Schleife ist in der Regel das Programm noch
nicht zu Ende, und die Verifikationsaufgabe geht weiter. In dem Beispielpro-
gramm in Abb. 7.3 ist noch die Anweisung return k auszufithren. Sei s,
der Programmzustand, der nach Beendigung der Schleife erreicht ist und s,
der Zustand nach Ausfithrung von return k. Somit ist s, der Endzustand
des Methodenaufrufs commonEntry. Wir miissen zwei Moglichkeiten unter-
scheiden:

1. Die Schleife terminiert, weil k==r erreicht wurde.

2. Es gilt k<r und die Schleife terminiert, weil al[k] == a2[k] gilt.

Die folgende Argumentation beriicksichtigt beide Fille.

Wir wollen zeigen, dafl im Zustand s, die Nachbedingung aus den Zeilen 8-
12 in Abb. 7.3 erfiillt ist. Da die Anweisung return k bereits ausgefiihrt ist,
konnen wir darin \result durch k ersetzen und erhalten:

(1) (1 <=k &k k <r & allk] == a2[k]) || k ==r
(2) (\forall int j; 1 <= j && j < k; a1[j] '= a2[j])

Um diese Aussagen nachzuweisen, stehen uns zu Verfiigung: die Invariante
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(8) 1<=k&& k<=1 &&
(4) (\forall int i; 1 <=1 && i < k; al[i] != a2[il])

und die Abbruchbedingungen
(4) x = r || al[k] == a2[k]

Behauptung (2) wird unmittelbar durch (4) garantiert. Um (1) zu zeigen,
nehmen wir an, dafl die zweite Alternative k == r nicht gilt. Wir miissen
jetzt argumentieren, dafl der erste Disjunktionsteil von (1) gilt. Da wir aus
(3) schon k <= r schon wissen, folgt aus der Annahme k != r schonk < r.
Mit k != r folgt aus (4) noch a1[k] == a2[k] und damit die gewiinschte
Konklusion.

Die vorangegangenen Uberlegungen setzten voraus, daf8 die Schleife in der
Methode commonEntry terminiert. Die Terminierung ist eine zusétzliche Be-
weisverpflichtung. Aus der theoretischen Informatik wissen wir, dafl die Ter-
minierung von Programmen, selbst fiir einfache theoretische Programmier-
sprachen, ein unentscheidbares Problem ist. Aus der Praxis der Programm-
verifikation wissen wir, dal Terminierung von Schleifen schwierig ist. In JML
gibt es deswegen eine Klausel decreases, in der der Programmierer ange-
ben kann, warum er glaubt, daf§ die Schleife terminiert. Die verschiedenen
JML Werkzeuge konnen dann iiberpriifen, ob diese Angaben stimmen. Die
decreases Klausel besteht aus einem JML Ausdruck d vom Typ int, sie-
he Zeile 22 in Abb. 7.3. Diese Ausdruck d soll so gewihlt sein, dafl er stets
einen Wert > 0 hat und in jedem Schleifendurchlauf echt kleiner wird. Of-
fensichtlich folgt aus diesen beiden Aussagen die Terminierung der Schleife.

Neben den Quantoren gibt es in JML noch einige andere Konstrukte die
Variablen binden kénnen. Es hat sich eingebiirgert, solche Operatoren wver-
allgemeinerte Quantoren (im Englischen generalized quantifiers) zu nennen.

Abb. 7.4 zeigt ein Beispiel eines Methodenvertrages, in dem der Summati-
onsoperator vorkommt. Der geiibte Leser sollte in der Lage sein, die Spe-
zifikation fiir die Methode sumAndMax lesen zu konnen. Die Methoden hat
keinen Riickgabewert, sie verdndert die Attribute sum und max der Klasse
SumAndMax und zwar so, dafl nach Ende der Ausfithrung sum die Summe der
Eintrdge in dem als Parameter iibergebenen array a enthélt und max den
maximalen in a vorkommenden Wert.

Abb. 7.5 zeigt den Rumpf der Methode SumAndMax und die Schleifeninvari-
ante.
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— Java + JML

1 class SumAndMax {

2 int sum, max;

3 /%@ public normal_behaviour

4 @ requires (\forall int i; 0 <= i && i < a.length; 0 <= a[il);
5 @ assignable sum, max;

6 @ ensures (\forall int i; 0 <= i && i < a.length; ali] <= max);
7 @ ensures (a.length > 0

8 @ ==> (\exists int i; 0 <= i &% i < a.length; max == alil));
9 @ ensures sum == (\sum int i; 0 <= i && i < a.length; alil);

10 @ ensures sum <= a.length * max;

11 Qx*/

12  void sumAndMax(int([] a) { ....}

13 }

Java + JML —

Abbildung 7.4: Methodenkontrakt fiir sumAndMax

Abb. 7.6 zeigt die komplette Liste der verallgemeinerten Quantoren in JML.
Die Syntax ist von derjenigen der Quantoren iibernommen. Der Bereich iiber
den die deklarierte Variable lauft wird durch das Bereichspriadikat R einge-
schrinkt; die Werte, die manipuliert werden sollen, werden durch den Aus-
druck t repréasentiert. Die Bedeutung sollte intuitiv klar sein. Zur Auswertung
etwavone = (\sum T x; R; t) in einem gegebenen Programmzustand be-
stimmt man zunéchst die Menge valr der Objekte o in der Klasse T', so dafl
R wahr ist. Der Wert val, von e ist dann die Summe X{val;, | 0 € valg},
wobei val;, das Ergebnis der Auswertung von ¢ ist, wenn die darin vorkom-
mende Variable x mit o interpretiert wird. Fiir den Fall, dafl valg = 0 ist,
wird val, = 0 vereinbart. Ist valr unendlich, so ist val, nicht definiert.

Hier einige Beispiele aus | , Unterabschnitt 12.4.24.2]

(\sum int i; 0 <=1 && i < 5; 1) =0+1+2+3+ 4
(\product int i; 0 < i && i < 5; i) == 1% 2 x 3 *x 4
(\max int i; 0 <=1 && i < 5; 1i) == 4

(\min int i; 0 <=1 && i < 5; i-1) == -1

281



— Java + JML

1 c¢lass SumAndMax {

2 void sumAndMax(int[] a) {

3 sum = 0; max = 0; int k = 0;

4 /*@ loop_invariant

) @ O <=k & k <= a.length

6 @ && (\forall int i; 0 <= i && i < k; al[i] <= max)

7 @ && (k == 0 ==> max == 0)

8 @ && (k> 0 ==> (\exists int i; 0 <= 1 && i < k; max == al[i]))
9 @ && sum == (\sum int i; O0<=i && i < k; al[i])
Q
Q
Q

10 && sum <= k * max;
11 assignable sum, max;
12 decreases a.length - k;
13 Qx/
14 while(k < a.length) {
15 if (max < alk]) {
16 max = alk];
17 }
18 sum += alk];
19 k++;
20 }
21 }
22 }
JAvA + JML —
Abbildung 7.5: Schleifeninvariante fiir sumAndMax
(\sum Tx; R; t)
(\product T x; R ; t)
(\max Tx; R; t)
(\min Tx; R; t)

Hierbei ist R ein JML Ausdruck vom Type boolean, in t ein JML Ausdruck
von einem der in JML eingebauten numerischen Typen.

Abbildung 7.6: Verallgemeinerte Quantoren in JML
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— Java + JML

1 public class PostIncxx{

2 public PostInc rec;

3 public int x;

4

) /*@ public invariant x>=0 && rec.x>=0;
6 ex/

7

8 /*@ public normal_behavior
9 Q@ requires true;

10 @ ensures 777;

11 @x/

12 public void postinc() {

13 rec.x = rec.x++;

14 }

15 }

Java + JML —

Abbildung 7.7: Variante PostIncxx der Klasse PostInc

7.4 Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 7.4.1
Abb. 7.7 zeigt die Variante PostIncxx des Beispiels aus Abb. 7.1.

Geben Sie eine Nachbedingung an, welche die JAVA Semantik korrekt wie-
dergibt.

Ubungsaufgabe 7.4.2

Wir wollen nicht stdndig zwischen JML Syntax und der in Abschnitt 4.1
eingefithrten priadikatenlogischen Notation hin und her wechseln. Eine gele-
gentliche Gegeniiberstellung kann jedoch ganz instruktiv sein.

Schreiben Sie die Invariante aus Abb. 7.1 in priadikatenlogscher Notation.
Uberlegen Sie zuerst, was das Vokabular sein soll.

Ubungsaufgabe 7.4.3

Schreiben Sie eine modifiziertes Java Programm, das keine break Anweisung
benutzt, aber diesselbe Funktionalitdt hat wie die Methode commonEntry
in Abb. 7.3. Passen Sie gegebenfalls die JML Annotationen an das neue
Programm an.
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Ubungsaufgabe 7.4.4

Vervollstandigen Sie die JML Annotation in dem folgenden Programm.

Hinweis: Die Methode max berechnet das Maximum der Werte 1ist[i] fur

0<=1i && i<list.length.
— JAVA + JML

public class Max0{
public int[] list;

/*@ public normal_behavior
0@ requires list.length > O;
@ ensures 77
@ ensures 77
@ assignable \nothing;

0x/
public int max() {
int pos = O;

int m = list[0];

/*@
@ loop_invariant 77
@ decreases 77
@ assignable \nothing;
x/
while (pos < list.length) {
if (list[posl>m) {
m = list[pos];

}
pos++;
}
return m;

Ubungsaufgabe 7.4.5
Gegeben seien die beiden Java Klassen Person und Firma

Java + JML —

— Java + JML

public class Person{
public /*Q@ nullable @*/ Person vorgesetzer;
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public /*Q@ nullable @*/ Firma arbeitgeber;

+
JAVA + JML —
— Java + JML
public class Firmaf{
public boolean angestellter(Person person) {
}
}
JAVA + JML —

Schreiben Sie eine Invariante in der Klasse Person, die besagt, dafl fiir jede
Person, die einen Vorgesetzen hat, der Arbeitgeber dieser Person und der
Arbeitgeber ihres Vorgesetzten iibereinstimmen.
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Kapitel 8

Modale Aussagenlogik
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8.1 Einfiihrung

Die folgende Darstellung orientiert sich u.a. an den Biichern | , ,
],

Im Unterschied zur klassischen Logik, in der nur die Wahrheit einer Aussage
von Bedeutung ist, spielt in der modalen Logik die Art und Weise, der Modus,
in der eine Aussage wahr ist eine ausschlaggebende Rolle. Beispielsweise kann
eine Aussage

e notwendigerweise wahr, zufilligerweise wahr
e heute, gestern oder morgen wahr sein
e geglaubt werden, zum Wissen einer Person gehdren,

e vor/nach einer Aktion, vor/nach Ausfithrung eines Programms wahr
sein.

Wir beginnen mit zwei Einfiihrungsbeispielen.

Das Puzzle von den drei Weisen Das folgende Puzzle ist in vielen Va-
rianten weit verbreitet:

Drei Weisen werden Hiite aufgesetzt, jedem genau einen. Die
Hiite sind entweder weifl oder schwarz, und jedem ist bekannt,
dafl mindestens ein schwarzer Hut mit dabei ist. Jeder Beteiligte
sieht, welche Hiite die anderen beiden aufsitzen haben und soll
erschlieffen, welchen Hut er aufsitzen hat, natiirlich ohne in einen
Spiegel zu schauen, den Hut abzunehmen oder @hnliches. Nach
einer Weile sagt der erste Weise: ,,Ich weifl nicht, welchen Hut ich
auf habe.“ Nach einer weiteren Pause des Nachdenkens sagt der
zweite: ,, Ich weifl auch nicht, welchen Hut ich auf habe.“ ,Dann*,
sagt der dritte, ,,weifl ich, daf} ich einen schwarzen Hut auf habe.“

In Abbildung 8.1 ist zunéchst die Menge aller moglichen Welten zu sehen.
Das Tripel (b,w,b) z.B. steht dabei fiir die Welt, in der der erste Weise einen
schwarzen Hut auf hat (“b” fiir black), der zweite Weise einen weiflen und der
dritte wieder einen schwarzen Hut auf hat. Die Welt (w,w,w) kommt nicht
vor, da sie durch die Spielregeln ausgeschlossen ist. Aber die Abbildung zeigt
noch mehr. Sie zeigt welche Welten jeder der drei Weisen fiir moglich hélt.
Das héngt natiirlich ab, von der Welt in der er sich befindet. Stellen wir uns
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Mogliche Welten

> g g o

des 1. Weisen

des 2. Weisen

T o T o

des 3. Weisen

T g T T E—E T =

T3 T«

Abbildung 8.1: Mogliche Welten im Drei-Weisen-Beispiel

vor, der erste Weise befindet sich in der Welt (w,b,b). Er sieht zwei schwarze
Hiite und hélt zu Beginn die beiden Welten (w,b,b) und (b,b,b) fiir moglich.
Das ist in Abbildung 8.1 durch Pfeile gekennzeichnet, wobei Pfeile, die in den
eigenen Zustand zuriickverweisen, der Ubersichtlichkeit halber weggelassen
wurden.

Nach dem Gesténdnis des ersten Weisen, er wisse nicht welche Farbe sein Hut
hat, ist allen Beteiligten klar, dal die Welt (b,w,w) ausgeschlossen werden
kann. Denn in dieser Welt sieht der erste Weise zwei weifle Hiite und weiss
sofort, dal er den schwarzen auf haben muf. In der Abbildung 8.1 kann
man diese Argumentation auch direkt ablesen. Aus Welt (b,w,w) fiihrt kein
schwarzer Pfeil, sie ist fiir den ersten Weise ohne Alternative. Die neue Situa-
tion ist in Abbildung 8.2(a) zu sehen. Nach der AuBerung des zweiten Weisen,
wissen wir und alle Mitspieler, daf die Welt (w,b,w) nicht vorkommen kann.
Der zweite Weise hétte sofort gewuflt, dafl er den schwarzen Hut auf hat.
In Abbildung 8.2(a) gibt es aber noch eine zweite Welt, die fiir den zweiten
Weisen ohne Alternative ist, ndmlich (b,b,w). Denn hétte er in der Situation
(b,?,w) einen weilen Hut auf, so hitte der erste Weise wissen miissen, daf} er
den einzigen schwarzen auf hat. Nach Elimination dieser beiden Welten ist
die Situation in Abbildung 8.2(b) erreicht. Man sieht, dafl dabei nur Welten
vorkommen, in denen der dritte Weise einen schwarzen Hut auf hat.

Der Graph in Abbildung 8.1 kann als Modell fiir das Wissen der drei Akteure
gedeutet werden. Die Aussage

in der Welt s weifl der i-te Weise die Aussage A
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Abbildung 8.2: Reduktion der moglichen Welten

wird dabei modelliert durch
in jeder fiir den i-ten Weisen von s ausgesehen moglichen Welt gilt A.

In modallogischer Notation wird diese Aussage geschrieben als

Vereinbaren wir, dafl die Boolesche Variable B; wahr ist in einer Welt, in der
der i-te Weise einen schwarzen Hut auf hat und entsprechend fiir W;, dann
gilt in Abbildung 8.1 z.B.

(U),b, w) ): DlBQ (waby w) ): D1W3
nicht (w,b,w) EF 0By (b,w,w) E 0B

Konfliktfreie Zugriffskontrolle Ein beliebter Algorithmus, der den kon-
fliktfreien Zugriff mehrerer Prozesse auf eine kritische Ressource regelt, ist der
sogenannte bakery algorithm. Der Name kommt von der in amerikanischen
Béckereien und delicatessen shops iiblichen Praxis, daf§ der Kunde beim Ein-
treten eine Nummer zieht und dann wartet bis seine Nummer die kleinste
unter den noch Wartenden ist. Dann ist er an der Reihe. Bei uns kennt man
dieses Verfahren aus manchen Arztpraxen. Im Gegensatz zu dem namensge-
benden Beispiel geht der Algorithmus nicht davon aus, daf} es ein zentrales
Gerédt gibt, welches die Nummern verteilt. Das Problem, welches der bake-
ry Algorithmus 16st, ist im Englischen unter dem Namen mutual exclusion
bekannt. Dieser Algorithmus ist iiberaus beliebt als Lehrbuchbeispiel und in
einfache Fallstudien.
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In der Beschreibung des Algorithmus gehen wir davon aus, dafl jeder Prozess
sich in einem der Zustdnde idle, trying oder critical befinded. AuBler-
dem besitzt jeder Prozef ein ticket, eine Nummer, die eine natiirliche Zahl
grofler 0 ist. Prozesse, die noch nicht ihre Absicht bekundet haben, auf die kri-
tische Ressource zuzugreifen, haben die Nummer 0. Wir kénnen uns Prozesse

Customer

int ticket

{idle, trying, critical} phase

Abbildung 8.3: Klassenspezifikation fiir Prozesse

vorstellen als Instanzen der Klasse Customer, siche Abb.8.3. Der Algorithmus
kann jetzt durch die folgenden Zustandsiibergangsregeln beschrieben werden.
Die Protokollregeln aus Tabelle 8.1 sehen aus, wie die Zustandsiibergéinge

try: if phase = idle then
phase := trying
ticket := max of all other tickets + 1

enter: if phase = trying and
ticket less than
all other tickets then
phase := critical

leave  phase = critical then
phase := idle
ticket := 0

Tabelle 8.1: Zustandsiibergénge des bakery Protokolls

eines Automaten. Der einzig wichtige Unterschied besteht darin, daf§ Auto-
maten in ihrer {iblichen Form nur endliche viele Zusténde haben diirfen. Das
kénnen wir erreichen, indem wir die Anzahl der beteiligten Prozesse und die
maximale Nummer beschréanken. Bei zwei Prozessen und maximaler Num-
mer 8 erhalten wir einen Automaten mit 576 = (3 * 8)? Zustinden. Daf3
einige dieser Zustédnde nicht erreichbar sind, soll uns im Augenblick nicht
interessieren. 576 Zustédnde sind fiir ein Lehrbuchbeispiel zu viel. Wir wol-
len daher zunéchst die Nummern ganz ignorieren. Fiir zwei Prozesse bleiben
dann noch 9 Zusténde. Abbildung 8.4 zeigt diese Zustédnde einschliefllich der
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Abbildung 8.4: Zustandsiibergénge im bakery Protokoll ohne Nummern

moglichen Ubergiinge. Der Zustand, da beide Prozesse im kritischen Be-
reich sind, kommt nicht vor. Es ist die Aufgabe einer Protokollverifikation
sicherzustellen, dafl das gezeigt Modell mit einer Realisierung iibereinstimmt.
Eine Eigenschaft der Struktur in Abbildung 8.4, die fiir das Protokoll wich-
tig sein konnte, ist die Beobachtung, dafl beide Prozess, wenn sie die Phase
trying erreicht haben, immer in hochstens zwei Schritten in die kritische
Phase kommen konnen, aber nicht miissen. Zur Formalisierung solche Eigen-
schaften ist ebenfalls die modale Logik geeignet. Die Booleschen Variablen
t.adle, 1.trying, i.critical seien wahr in einem Zustand s, wenn in s der i-te
Prozess in der angegebenen Phase ist. Dann ist die folgende Formel

Litrying — (Ol.critical V OO 1.eritical)

in jedem Zustand wahr. Der modale Operator & funktioniert dabei so, dafl
eine Aussage ¢A in einem Zustand s wahr ist, wenn es einen von s aus in
einem Schritt erreichbaren Zustand ¢ gibt, in dem A wahr ist.
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8.2 Syntax und Semantik

Definition 8.1 (Syntax der modalen Aussagenlogik)

Sei ¥ eine Menge aussagenlogischer Atome ¥ = {Fy, P;,...} dann ist die
Menge mForOy, (bzw. kiirzer mFor0), der Formeln der modalen Aussagen-
logik, definiert durch

1. 1 € mForOs, 0 € mFor0Os
2. X C mForOx

3. Mit A, B € mFor0Oy, liegen ebenfalls in mFor0Os: = A, (Ao B) fiir o €
{N\,V, =, <}

4. fiir A € mForOyx gilt auch OA € mForOy und &B € mForOyx

Man liest OA als Box A oder A ist notwendig. O A wird gelesen als Diamond
A oder A ist moglich.

Die modallogischen Operatoren lassen sich nicht mehr als Boolesche Funktio-
nen deuten, eine reine Wahrheitswertsemantik ist daher nicht mehr moglich.
Fir die Angabe einer Semantik ist, wie durch die Beispiele des vorange-
gangenen Unterkapitels nahegelegt wird, eine Menge von Zustédnden notwen-
dig. Anstelle einer Interpretation der aussagenlogischen Variablen im Falle
der klassischen Aussagenlogik, braucht man in der Modallogik fiir jeden Zu-
stand eine Belegung der aussagenlogischen Variablen. Als letztes kommt noch
hinzu, daf§ die Zustdnde nicht beziehungslos nebeneinander stehen, sondern
durch eine Zuggnglichkeitsrelation miteinander verbunden sind. All diese An-
gaben werden in dem Begriff einer Kripke-Struktur zusammengefasst.

Definition 8.2 (Kripke- Struktur)
Eine Kripke-Struktur KK = (S, R, I) iiber X ist gegeben durch

e cine nichtleere Menge S von Zustdnden
e cine Relation R C S x S

e cine Interpretationsfunktion I: (X x S) — {W, F'}

In der Modallogik nennt man Zustédnde gelegentlich auch mdgliche Welten.

Zustande und Zugénglichkeitsrelation zusammen, ohne die Interpretation I,
nennt man einen Kripke-Rahmen, R = (S, R).
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Definition 8.3 ( Auswertung der Formeln)

Sei K = (S,R,I), s € S ein Zustand, dann wird der Wahrheitswert einer
Formel A im Zustand s mit valys(A) bezeichnet und wie folgt induktiv
definiert:

val,(0) = F

vals(l) = W

val,(P) = I(P,s) fir Atome P
valy(~A) = falls val,(A) = W

falls vals(A) = F

F

A%

Wie in der Aussagenlogik

(wobei o eine aussagenlogische Verkniipfung ist)
w
F

falls fiir alle s’ € S mit sRs’ gilt valy(A) = W
sonst

{
valy(AoB) = {
e

falls ein s’ € S existiert mit sRs’
vals(CA) = und valy (A) = W
F sonst

Wir sagen IC ist ein Modell der Formel A, wenn valy s(A) = W fiir alle
s€S.

Wenn K aus dem Kontext ersichtlich ist, schreiben wir vals(A) anstelle von
valk,5(A), wie in der vorangegangenen Definition schon geschehen.

Wir benutzen gleichberechtigt die alternative Schreibweisen:

(K,s) E A & walgs(A) =W
wenn K aus dem Kontext bekannt ist auch:
E A & wvay(A)=W
K E A & firalese Sgilt (K,s) A
d.h. K ist Modell von A.

Bemerkung 8.4

Bei den Zustianden kommt es nicht etwa nur auf ihre Auswirkung auf val an,
d.h. es kann durchaus in einer Kripke Struktur IC = (S, R, I') zwei verschiede-
ne Welten s1, s5 € S geben, so daf fiir alle Atome P gilt val,, (P) = vals, (P).

Definition 8.5
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A allgemeingiilti < valc ) (A) = W
fir alle £ = (S, R,I) und alle s € S

A erfiillbar < es gibt eine Kripke-Struktur K = (S, R, I)
und ein s € S mit valycs(A) = W.

Man iiberzeugt sich leicht, dal wie in der klassischen Aussagenlogik gilt: A
allgemeingiiltig < —A unerfiillbar.

Lemma 8.6 (Allgemeingiiltige modale Formeln)
Alle Instanzen der folgenden modallogischen Schemata sind allgemeingiiltig.

1. Jede aussagenlogisch Tautologie ist eine allgemeingiiltige modale For-
mel.

2. 0(A— B) —» (DA — OB)

3. (HAAOB) «+ O(AAB)

4. (DAVvOB) - 0O(AV B)

5. OA < (=0=A)

6. CA« (-O-A)

7. (CAVOB) +» O(AV B)

8. O(ANAB) = (CAANOB)

9. (O(A— B)AO(B — A)) + O(A + B)
10. O(A — B) — (CA — OB)

Beweise
zu 1: Diese Aussage ist offensichtlich richtig. Wir geben ein Beispiel:

Beispiel 8.7
Die modallogische Formel (A und B seien aussagenlogische Atome)
(CAN-OB) — 0A) — ((-(CAAN-OB) —» OA) — JA)
B sy B R
ist eine Instanz des ausagenlogischen Schemas:
(P, — P) = (P — P) = Py)
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zu 2: Sei K = (S,R,I) eine beliebige Kripke-Struktur und s ein belie-
biger Zustand in S. Wir wollen s = O(A — B) — (OA — OB) zeigen.
Dazu geniigt es zu zeigen, dafi aus der Annahme s = O(A — B) folgt
s | OA — OB. Dazu geniigt es wiederum aus der zusétzlichen Annahme
s = 0OA auf s = OB zu schlieflen. Nach der Semantikdefinition besagen die
beiden Voraussetzungen, da8 fir alle s’ mit R(s,s") gilt

s £ A—-B
s E A

Daraus folgt fiir alle s’ mit R(s, s') auch s’ = B, d.h. s = OB, wie gewiinscht.

zu 3: Die Definition dafiir, daf die linke Seite der Aquivalenz in einem
Zustand s eine Kripke-Struktur gilt lautet:

fiir alle s’ mit R(s,s’) gilt s = A und
fir alle s’ mit R(s,s’) gilt s’ = B

Die rechte Seite fithrt zu
fir alle s’ mit R(s,s’) gilt s = AA B

Die Aquivalenz ist jetzt klar ersichtlich.

zu 4: Aus
fir alle ' mit R(s,s) gilt s = A oder
fir alle s mit R(s,s') gilt ' = B

folgt sicherlich
fir alle s mit R(s,s’) gilt s = AV B

Die umgekehrte Implikation ist nicht allgemeingiiltig, siche Abb.8.5(a).

zu 5: Nach Einsetzen der Semantikdefinition fiir beide Seiten erhalten wir
fir alle s mit R(s,s") gilt s = A
fiir die linke Seite und
es gibt kein s’ mit R(s, s'), so da} s’ = —A gilt.

fiir die rechte Seite. Offensichtlich sagen diese beiden Aussagen dasselbe.
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zu 6: Folgt direkt aus 5. Damit meinen wir folgendes: Fiir —A anstelle von
A (schlieBlich ist A eine Schemavariable) lautet 5 O—=A +» =O—=—A. Setzt
man das in der rechten Seite von 6 ein, so ergibt sich ¢ A <» =-—=C—--A. Nach
den offensichtlichen Vereinfachungen also die Tautologie CA < O A.

Nach demselben Muster kann man aus 5 und 3 auf 7 schlielen. Ebenso folgt

8 aus 5 und 4. Die Aquivalenz 9 schlieBlich ist eine direkte Konsequenz aus
3.

zu 10: Hier miissen wir noch einmal auf die Semantikdefinition zuriickgrei-
fen. Die linke Seite liefert

fiir alle s" mit R(s,s’) gilt & = A — B
Um daraus auf die rechte Seite zu schlieBen nehmen wir s = ¢A an, d.h.

es gibt ein s’ mit R(s,s") und s’ = A
Zusammengenommen erhalten wir

es gibt ein ' mit R(s,s’) und s’ = B.

Was die Definition fiir s = ¢ B ist.

Die Punkte (5) und (6) in Lemma 8.6 zeigen auflerdem, daf einer der beiden
Operatoren O, < entbehrlich ist. Es bilden also etwa {0, —, O} eine Basis
fiir die modale Aussagenlogik.

o
@/ ﬁA@ QA
\

oRY

(a) Gegenbeispiel zu (b) Gegenbeispiel zu OA — A
O(AvV B) — (0A vV OB)

Abbildung 8.5: Gegenbeispiele

Definition 8.8
Sei A eine Formel und I" eine Menge von Formeln der modalen Aussagenlogik.
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1. A ist eine logische Folgerung aus I', in Symbolen I' = A, gdw
fiir alle Kripke-Strukturen K und jede Welt s von I gilt:
wenn (I, s) = I' dann auch (KC,s) = A

2. A ist allgemeingiiltig wenn () = A

Eine Variante wird als Definition 8.17 in Ubungsaufgabe 8.5.2 betrachtet.

Das Zeichen [ ist, wie schon in der Priadikatenlogik, iberladen. Es bezeich-
net die modallogische Folgerungsbeziehung und die Giiltigkeit einer Formeln
in einer Welt oder einer Kripke-Struktur. Da sich die verschiedenen Bedeu-
tungen in der Typisierung des ersten Arguments unterscheiden, ist eine Ver-
wechslung leicht auszuschlieflen.

8.3 Eigenschaften von Kripke-Rahmen

Die Formel OA — A ist nicht allgemeingiiltig, siche Abb.8.5(b) fiir ein Ge-
genbeispiel. Die Formel ist dagegen wahr in allen Kripke-Strukturen I =
(S, R,I) mit reflexivem Kripke-Rahmen (S, R). Wir nennen die gesamte
Kripke-Struktur oder den ganzen Kripke-Rahmen reflexiv, wenn R eine re-
flexive Relation auf S ist.

Das ist nur die Spitze eines Eisbergs. Der Begriff der Allgemeingiiltigkeit
kann auf die verschiedensten Teilklassen von Kripke-Strukturen relativiert
werden.

Lemma 8.9 (Relative Allgemeingiiltigkeit modaler Formeln)
In den folgenden Formeln ist A eine aussagenlogische Variable.

1. In der Klasse aller reflexiven Kripke-Strukturen ist allgemeingiiltig:
0A— A

2. In der Klasse aller transitiven Kripke-Strukturen ist allgemeingiiltig:
0OA — DOA

3. In der Klasse aller symmetrischen Kripke-Strukturen ist allgemeingiiltig:
A— OCA

4. In der Klasse aller dichten Kripke-Strukturen ist allgemeingiiltig:
O00A — OA
Dabei heifit eine Kripke-Struktur (S, R, I') dicht, wenn fiir alle ¢;,t, € S
mit R(tl,tQ) eine Welt i3 € S existiert mit R(thtg) und R(tg,tg).
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5. In der Klasse aller partiell funktionalen Kripke-Strukturen ist allge-
meingiiltig:
CA— UOA
Dabei heifit eine Kripke-Struktur (S, R, I) partiell funktional, wenn fiir
alle s,t1,ty € S mit R(s,t1) und R(s,ty) folgt t; = to.

6. In der Klasse aller endlosen Kripke-Strukturen ist allgemeingiiltig:
O0A — OCA
Dabei heifit eine Kripke-Struktur (S, R, I) endlos, wenn fiir jedes s € S
ein ¢ existiert mit R(s,t).

Beweise
zu 1: Gilt s = OA, dann gilt fiir alle s’ mit R(s, s’) nach Definition s’ = A.
Wegen der Reflexivitéit von R gilt insbesondere R(s, s). Also s = A.

zu 2:  Gelte s = 0OA, d.h. fiir alle ' mit R(s, s') gilt s’ = A. Wir wollen s |=
OOA zeigen. Seien also beliebige s, so gegeben mit R(s,s1) und R(sq, s2),
dann miissen wir sy = A zeigen. Wegen der Transitivitiat von R gilt aber
unter diesen Voraussetzungen schon R(s, s3) und damit nach Voraussetzung

So ):A

zu 3:  Gelte s = A. Wir wollen s = OO A zeigen. Dazu betrachten wir eine
beliebige Welt ¢t mit R(s,t) und suchen ein s’ mit R(¢,s’) und s’ = A. Da R
als symmetrisch vorausgesetzt ist, leistet s’ = s das Gewiinschte.

zu 4: Gelte tq |: O0OA. d.h. fir alle ts, to mit R(tl,tg) und R(tg,tg) gllt
to = A. Wir wollen zeigen, dal auch ¢, | OA gilt, d.h. fiir alle ¢t mit
R(t1,ty) ist to = A zu zeigen. Wegen der Dichtheit gibt es ein t3 mit R(tq,t3)
und R(ts,t2), so daB aus der Voraussetzung tatsichlich ¢, = A folgt.

zu 5: Gelte s = OCA, d.h. es gibt ¢t mit R(s,t) und t = A. Wir miissen
s = OA nachweisen. Sei dazu t’ eine beliebige Welt mit R(s,t’). Gilt t' = A?.
Wegen der partiellen Funktionalitéitseigenschaft mufl ¢ = ¢’ gelten, und wir
sind fertig.

zu 6: Gilt s = 0A, dann gilt fiir alle t mit R(s,t) definitionsgemif ¢ = A.
Das schliefit im Allgemeinen auch den Fall ein, daBl kein ¢ mit R(s, t) existiert.
Wegen der vorausgesetzten Endlosigkeit gibt es aber in der vorliegenden Si-
tuation mindestens ein solches ¢t. Somit ist s = CA gezeigt.
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Fiir die verschiedenen Klassen von Kripke-Strukturen und die dazugehérigen
Logiken hat sich eine bizarre, wenig systematische Bezeichungskonvention
etabliert:

die Klasse K aller Kripke-Strukturen

die Klasse T aller reflexiven Kripke-Strukturen

die Klasse A4 aller transitiven Kripke-Strukturen

die Klasse S4 aller reflexiven und transitiven Kripke-Strukturen

die Klasse S5 aller transitiven und symmetrischen Kripke-Strukturen.

Die in Lemma 8.9 aufgelisteten Formeln sind so gewahlt, dafl sie die Klasse
von Kripke-Strukturen, fiir die sie allgemeingiiltig sind, in einem gewissen
Sinne charakterisieren. Die naive Vermutung, dafl fiir eine Kripke-Struktur
K= (S R,I)mit s = OA — OOA fiir alle s € S, schon die Transitivitdt von
(S, R) folgen wiirde, ist falsch. Ganz unabhéngig von (S, R) wird s = OA —
OO0A wahr, wenn wir nur (A, s) = W wéhlen fir alle s € S. Die folgende
Definition beschreibt den richtigen Zusammenhang.

Definition 8.10
Sei R eine Klasse von Kripke-Rahmen, und A eine Formel der Modallogik.

A charakterisiert die Klasse R genau dann, wenn fiir alle Kripke-Rahmen
(S, R) gilt

fir alle 7 gilt (S,R,I) = A

gdw

(S;R) e R

Lemma 8.11 (Charakterisierungen)
In den folgenden Formeln ist A eine aussagenlogische Variable.

1. Die Formel OA — A charakterisiert die Klasse der reflexiven Kripke-
Rahmen.

2. Die Formel 0OA — 0OOA charakterisiert die Klasse der transitiven
Kripke-Rahmen.

3. Die Formel A — OCA charakterisiert die Klasse der symmetrischen
Kripke-Rahmen.
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4. Die Formel OOA — OA charakterisiert die Klasse der dichten Kripke-
Rahmen.

5. Die Formel A — OA charakterisiert die Klasse der partiell funktio-
nalen Kripke-Rahmen.

6. Die Formel OA — ©A charakterisiert die Klasse der endlosen Kripke-
Rahmen.

Beweise In allen Beweisen ist eine Implikationsrichtung schon durch Lem-
ma 8.9 abgedeckt. Wenn z.B. (S, R) transitiv ist, dann gilt fiir alle I schon
(S,R,I) E DA — OOA. Im Folgenden wird immer nur die verbleibende
Richtung behandelt.

zu 1:  Wir wollen zeigen, daf jeder Kripke-Rahmen (S, R), fir den (S, R, I) =
OA — A fiir alle [ gilt, reflexiv ist. Wir benutzen hier, wie in allen nach-
folgenden Fillen, Beweis durch Widerspruch: Angenommen (S, R) ist nicht
reflexiv, dann gibt es ein I, so daB (S, R, I) = OA — A. Wenn (S, R) nicht
reflexiv ist, dann gibt es ein sy € S mit = R(s, So). Wir definieren eine Inter-

pretation I durch
| W falls s # sg
I(4,5) = { F falls s = sg

Nach dieser Definition gilt fir K = (S, R, ) einerseits (K, s9) = A und
andererseits (K, sg) = OA. Also insgesamt (K, so) £ OA — A.

zu 2: Dieser Teil lauft, wie alle folgenden, nach demselben Muster ab, wie
der erste. Wir fassen uns deswegen etwas kiirzer.

Wenn ein Rahmen (S, R) nicht transitiv ist, dann gibt es sy, s2,$3 € S mit
R(s1,59) und R(sq,s3) aber ~R(sy, s3). Wir definieren eine Interpretation /

durch
W falls R(sq,s)

I(4,s) = { F  falls sonst

Nach dieser Definition folgt sofort s; = OA. Auflerdem gilt s3 = —A. Da s3
in zwei R-Schritten von s; aus erreichbar ist, haben wir auch s; = —-OOA.
Insgesamt s; = —(0A — OOA).
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zu 3: Wenn ein Rahmen (S, R) nicht symmetrisch ist, dann gibt es sq, 5 €
S mit R(s1,s2) und —R(ss, s1). Wir definieren eine Interpretation I durch

| W falls s =54
I(4,s) = { F falls sonst

Trivialerweise gilt s; = A. Fiir sy gibt es entweder iiberhaupt kein s mit
R(ss,s) oder fiir alle s mit R(sq,s) gilt s = = A. Das heifit aber sy = =CA
und somit auch s; = ~OOCA. Zusammengenommen erhalten wir den Wider-
spruch s; = (A — OCA).

zu 4: Ist (S, R) kein dichter Kripke-Rahmen, dann gibt es ¢y, to mit R(t1,5),
so dafl kein t3 existiert mit R(ty,t3) und R(t3,ts). Wir definieren eine Inter-
pretation I durch

W falls s = t; und es gibt s1, s9
I(A,s) = mit R(t1,s1) und R(sq, s9)
F falls sonst
Unmittelbar aus der Definition von [ folgt ¢; = OOA. Andererseits gilt
ty = —A, also auch t; = —~OA.
zu 5:  Ist (S, R) nicht partiell funktional, dann gibt es s1, $2, s3 mit R(s1, $2),

R(s1,s3) und so # s3. Wir definieren eine Interpretation I durch

| W falls s = sy
I(A,5) = { F falls sonst

Somit gilt s; = OA und s; = —OA. Insgesamt also s; = (CA — OA)

zu 6: Ist (S, R) nicht endlos, dann gibt es s; € S mit = R(sq,s) fiir alle
s € S. Fiir jede beliebige Formel C' gilt dann offensichtlich s; = OC und
s1 = =<OC. Insbesondere s1 = ~(0A — CA).

8.4 Entscheidbarkeit modaler Logiken

Die Erfiillbarkeit einer Formel der klassischen Aussagenlogik kann in endli-
che vielen Schritten entschieden werden. Schlimmstenfalls probiert man alle
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moglichen Interpretationen der vorkommenden aussagenlogischen Variablen
aus. Um die Erfiillbarkeit einer Formel A der modalen Aussagenlogik nach-
zuweisen mufl man eine Kripke-Struktur K = (S, R, I) angeben, so dafl A in
einer Welt s € S wahr ist. Ein einfaches Durchprobieren aller Moglichkeiten
ist nicht mehr moglich, da die Anzahl der Welten in S beliebig grofl sein
kann. Wir wollen in diesem Unterabschnitt zeigen, dafl die meisten moda-
len Aussagenlogiken dennoch entscheidbar sind. Der entscheidende Schritt
besteht darin, eine obere Schranke fiir die Anzahl der moglichen Welten in
einer erfiillenden Kripke-Struktur aus der Gréfle der Formel A herzuleiten.

Das zentrale Konzept auf dem Weg dorthin ist die Filtration.

Definition 8.12 (Filtration)

Sei K = (G, R,v) eine Kripke Struktur und I" eine Menge von Formeln der
modalen Aussagenlogik.

Wir benutzen hier und im Folgenden (G, R,v) anstelle von (S, R, I), aber
das sollte dem Leser keine Schwierigkeiten bereiten.

Die Aquivalenzrelation ~p auf G wird definiert durch:
gr~rhgdw (K,g) EA< (K,h) = Afiralle Ael

Fiir g € G bezeichnen wir mit [g] die Aquivalenzklasse von g beziiglich ~r,
ie. [g] ={h € G| g ~r h}. Die Kripke Struktur Kr = (Gr, Rr, vr) ist wie
folgt definiert

Gr = {lgllge€G}

[g|Rrlh] < 3go € [g]3ho € [R](goRho)

ur(lgl,p) = wv(g,p) firpe Tl
vr(lg],p) = beliebig sonst

Kr heifit eine Filtration von K beziiglich T'.

Bemerkung 8.13
Man {iberzeugt sich leicht, dafl diese Definition unabhéngig von der Wahl der
Reprisentanten der beteiligten Aquivalenzklassen ist.

Lemma 8.14
1. Sei I" eine Menge von Formeln der modalen Aussagenlogik, abgeschlos-
sen unter Teilformeln, dann gilt fiir alle A € I' und alle g € G

(K, 9) | A gdw (Kr, [g]) = A

2. Ist ' endlich mit #I' = n, dann ist #Gr < 2™.
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Bemerkung 8.15
Die Formelmenge I' heifit abgeschlossen unter Teilformeln wenn fiir jedes
A €T auch B e T gilt fiir jede Teilformel B von A.

Beweis:

(1) Der Beweis geschieht durch Induktion iiber den Formelaufbau von A.
Ist A eine Aussagenvariable, dann folgt die Behauptung aus der Definition
von vr und der Aquivalenzrelation ~1. Wir betrachten nur noch den Induk-
tionsschritt von B auf OB. Gelte (Kr, [¢g]) | OB. Dann gilt fiir alle h € G
mit [g|Rr[h] auch (Kr, [h]) = B. Nach Induktionsvoraussetzung folgt damit
fiir alle h € G mit [g]Rr[h] auch (K,h) = B und damit auch fiir alle h € G
mit gRh ebenfalls (IC, h) = B, also auch (K, g) = OB. Gelte jetzt umgekehrt
(K,g) E OB. Wir betrachten g, h € G mit [g]Rr[h]. Nach Definition gibt es
9o, ho € G mit gyg ~r g, hg ~r h und goRhy. Nach Definition von ~r gilt
auch (K, go) = OB und damit auch (I, hy) = B. Woraus mit der Definition
von ~r wieder (K, h) = B folgt. Nach Induktionsvoraussetzung erhalten wir
weiter (Kr, [h]) | B. Insgesamt ist damit fiir alle [h] € Gr mit [g]Rr[h] die
Giiltigkeit von (Kr, [h]) | B gezeigt und damit (Kr, [¢]) E OB

(2) Enthélt ' n Formeln, so kann es hochstens 2" Aquivalenzklassen von ~r
geben, da eine Aquivalenzklasse eindeutig bestimmt ist durch Angabe welche
der Formeln in I" wahr bez. falsch sein soll. Das Maximum 2" wird tatséchlich
erreicht, wenn I' z.B. nur aus aussagenlogischen Variablen besteht.

Satz 8.16
Die modale Aussagenlogik K ist entscheidbar, d.h. es gibt einen Algorithmus,
der fiir jede Formel A entscheidet, ob A allgemeingiiltig in der Klasse K ist
oder nicht.

Beweis: Sei I' die endliche Menge aller Teilformeln von —A. Wenn —A
iiberhaupt erfiillbar ist, dann nach Lemma 8.14 auch in einer Kripke Struktur
mit hochstens 2" Welten, wobei n die Kardinalitdt von I' ist. Alle Kripke
Stukturen mit hochstens 2" Welten lassen sich endlich aufzéhlen, und es ist
fiir jede dieser Strukturen entscheidbar, ob = A in ihr wahr ist oder nicht.
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8.5 Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 8.5.1
Zeigen Sie die folgenden Behauptungen:

1. In der Klasse aller reflexiven Kripke-Strukturen sind allgemeingiiltig:

A— OCA

2. In der Klasse aller transitiven Kripke-Strukturen sind allgemeingiiltig:
COA — CA

3. In der Klasse aller symmetrischen Kripke-Strukturen sind allgemeingiiltig:
OCOA — A.

4. In der Klasse aller transitiven und symmetrischen Kripke-Strukturen
sind allgemeingiiltig:
CUOA — OA

Ubungsaufgabe 8.5.2

Die in Definition 8.8 definierte Folgerungsbeziehung wird genauer die lokale
Folgerungsbezichung genannt. Fiir die Zwecke dieser Ubungsaufgabe schrei-
ben wir deutlicher I' L A anstelle von T' = A. Es gibt noch eine zweite
Moglichkeit eine Folgerungsbeziehung, die globale Folgerungsbeziehung, zu
definieren.

Definition 8.17
Sei A eine Formel und I" eine Menge von Formeln der modalen Aussagenlogik.

A ist eine globale logische Folgerung aus I', in Symbolen I' =¢ A, gdw
fiir alle Kripke-Strukturen K gilt:

wenn fiir jede Welt s von K gilt (K,s) T

dann gilt fiir jede Welt s auch (K,s) = A

1. Zeigen Sie, da8 ) =X A genau dann gilt wenn () ¢ A gilt.
2. Zeigen Sie, daB aus ' =L A stets T' ¢ A folgt.
3. Finden Sie ein Beispiel, so dafi ' =% A gilt aber nicht T' =1 A.

Ubungsaufgabe 8.5.3
Sei KK = (S, R, I) eine Kripke-Struktur und 7' C S eine Teilmenge von S mit
der folgenden Abschlufleigenschaft

fiir alle s1, 8o mit s; € T und R(sy, so) gilt so € T
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Wir definieren eine Teilstruktur Kr = (T, Ry, I1) von K wobei Ry und I7 die
Einschrénkungen von R und [ auf die Teilmenge 7" sind, d.h. fiir 51,5, € T
gilt:

RT(81782) gdW R(Sl,Sg)

[T(P, 81) gdW [(P,S1)

fiir jedes aussagenlogische Atom P.

Zeigen Sie fiir jedes s € T und fiir jede modallogische Formel A
(K, s) E Agdw (Kr,s) = A

Wir geben zur Illustration ein Beispiel fiir eine Teilmenge 7" C S mit der
gewiinschten Abschlufleigenschaft. Sei dazu sy € S. Dann sei Sy die Menge
der von sy aus via R erreichbaren Welten:

So = {s€S|esgibt nundesgibt s; fiir 0 <i<n
mit R(s;, $;41) fir 0 <i < nund s, = s}

Ubungsaufgabe 8.5.4
Ist A eine modallogische Formel so stehe 0" A fiir die Formel O...0 A und

n-mal
A* fiir die Formelmenge {0"A | 0 < n}

Zeigen Sie:
AEY Bgdw A* =B

Ubungsaufgabe 8.5.5

Definition 8.18
Sei A eine modallogische Formel. Die negationsduale Formel B zu A wird
erhalten, in dem jedes aussagenlogsiche Atom p in A durch —p ersetzt wird.

Zeigen Sie: Ist A eine charakterisierende Formel fiir die Klasse R von Rah-
men, dann ist auch die negationsduale Formel B eine charakterisierende For-
mel fiir R.

Ubungsaufgabe 8.5.6
Bestimmen Sie die negationsdualen Formeln zu

1. A - A

2. OA —- 0OOA
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3. A= 00A
4. CA — 0OA

Ubungsaufgabe 8.5.7

Wir nennen einen Kripke-Rahmen (S, R) Euklidisch wenn er die Formel
VaVyVz(R(z,y) A R(x, z) — R(y, z)) erfiillt.

Beweisen Sie, da3 die modallogische Formel Op — OCp die Klasse der Eu-
klidschen Rahmen charakterisiert.

Ubungsaufgabe 8.5.8
Wir nennen einen Kripke-Rahmen (S, R) schwach konfluent wenn er die For-
mel VaVy(R(x,y) — 3z(R(x, 2) A R(y, z))) erfiillt.

Finden Sie eine modallogische Formel, welche die Klasse der schwach konflu-
enten Rahmen charakterisiert.

Offensichtlich ist jede reflexive, symmetrische Relation R auch schwach kon-
fluent, die Umkehrung muf3 jedoch bei weitem nicht gelten.
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Kapitel 9

Temporale Logik
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Die temporale Logik LTL, die wir betrachten wollen, ist eine spezielle modale
Logik. Es gibt sehr viele Varianten temporaler Logiken. Die grofite Bedeu-
tung haben aussagenlogische Temporallogiken. Wir wollen uns hier mit einem
einfachen Beispiel begniigen, ebem mit der linearen temporalen Logik, LTL.
Eine umfassendere Darstellung findet man in dem Skriptum P. ScHMITT
, Nichtklassische Logiken*.

Das gesamte Rahmenwerk aus dem vorangegangen Kapitel 8.1 wird wieder
benutzt, insbesondere wird es in LTL wieder modale Operatoren geben, sogar

mehr als bisher, und zur Erklarung der Semantik werden wieder Kripke-
Strukturen K = (S, R, I) benutzt.

Im Allgemeinen werden fiir die Semantik von LTL sogenannte Zeitstrukturen
verwendet.

Definition 9.1

Eine Zeitstruktur ist von der Form 7 = (S, R, I'), wobei R eine strikte Quasi-
ordnung (siehe Def.1.2 ) ist. Wir schreiben dann auch suggestiver < anstelle
von R und nennen die Elemente s der Menge S Zeitpunkte.

Mit Hilfe von Zeitstrukturen lésst sich auch ein kontinuierlicher Zeitverlauf
modellieren. Als abstrakte Zeitpunkte kann man z.B. die Menge der reelen
oder rationalen Zahlen benutzen. Zeitstrukturen miissen nicht notwendiger-
weise einen Anfangspunkt haben. Das ist hilfreich, wenn man nicht nur unbe-
grenzt viele zukiinftige Zeitpunkte, sondern auch unbegrenzt viele Zeitpunkte
in der Vergangenheit betrachten mochte.

Wir sagen Zeitpunkt ¢ ist ein unmittelbarer Nachfolger des Zeitpunktes s, in
Zeichen s < t, wenn s < t gilt und kein Zeitpunkt sq existiert mit s < sy < t.
In Zeitstrukturen muf} nicht jeder Zeitpunkt einen unmittelbaren Nachfolger
besitzen.

Omega-Strukturen sind der Spezialfall von Zeitstrukturen, in denen die Qua-
siordnung (S, R) gleich (N, <) ist. Details werden in der nachfolgenden Defi-
nition 9.3 gegeben.

9.1 Lineare Temporale Logik (LTL)

Definition 9.2 (LTL-Formeln)
Sei ¥ eine Menge aussagenlogischer Atome. Die Menge LT LFor (bzw. ge-
nauer LT LFory, falls erforderlich) der LTL-Formeln ist definiert durch

1. X C LTLFor
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2. 1,0 € LTLFor

3. Liegen A, B in LT LFor, dann auch alle aussagenlogischen Kombina-
tionen von A und B.

4. fir A, B € LT LFor gilt auch

(a) OA € LTLFor und

(b) &B € LTLFor und

(c) AU B e LTLFor

(d) X

Die Symbole O, &, X und U heiflen temporale Modaloperatoren. Die

Notation fiir die temporalen Modaloperatoren ist leider nicht einheitlich. So
finden man auch die folgenden Varianten

G A fir OA
A fir CA
Auntil B fir AU B
oA fir X A

Fiir die Semantik von LTL benutzten wir omega-Strukturen.

Definition 9.3
Eine omega-Struktur R = (N, <,{) fir eine aussagenlogische Signatur 3
besteht aus der geordneten Menge der natiirlichen Zahlen

(N, <)
interpretiert als Menge abstrakter Zeitpunkte und einer Funktion
£:N— 2%
mit der Intention

p€&(n) < in R ist p zum Zeitpunkt n wahr

Fiir € : N = 2% und n € N steht &, fiir das bei n beginnende Endstiick von
¢. In Zeichen

&n(m) = &£(n +m)
Inbesondere gilt & = €.

Wir wisen darauf hin, dal wir hier im Unterschied zur fritheren Praxis in
Abschnitt 2.2 kleine Buchstaben p, g oder in alphabetischer Néhe liegende
benutzen.
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Szenarium fiir JA

Szenarium fur 0 A

A °

Szenarium fir A U B

B °
A

Abbildung 9.1:

Definition 9.4 (Semantik von LTL-Formeln)
Sei R = (N, <, &) eine omega-Struktur undA eine LT'L Formel.

EED gdw pe&(0) (pein AL Atom)

¢ = op(A, B) fiir aussagenlogische Kombinationen op(A, B)
von A und B wie iiblich

£ = OA gdw firallen € Ngilt &, = A

EECA gdw es gibt ein n € Nmit &, = A

EEAUB  gdw esgibt n € Nmit , = B und
firalle m mit 0 <m<ngilt &, F A
EEXA gdw G4

In Abbildung 9.1 ist der Versuch zu sehen, die Bedeutung der temporalen
Operatoren graphisch darzustellen.

Beispiel 9.5

EEOCXp gdw & EXp fireinneN
gdw (&)1 Ep fireinneN
gdw &, fFp fireinnéeN

EEXOp gdw & EOp
gdw (&), Ep fireinnéeN
gdw &y, Ep fireinneN

Die beiden Beispiele zeigen auch, dafi ¢X p < X <Op in allen omega-
Strukturen wahr ist.

Das néchste Lemma zeigt, dafl die beiden Operatoren O und < in der Defi-
nition 9.2 hétten eingespart werden kénnen.
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Lemma 9.6
Die folgenden Aquivalenzen gelten in allen Zeitstrukturen:

CA+—~1UA
0A < —(1 U -A)

Beweis: Einfach.

Dieses Lemma zeigt, dafl man in LTL allein mit den Operatoren U und
X auskommen kann. In der Literatur treten zusétzlich auch die Operatoren
U, und V auf, deren Semantik wir uns kurz anschauen wollen. U,
heifit der schwache until-Operator wahrend V gelegentlich release Operator
genannt wird.

Definition 9.7 (Zusitzliche Operatoren)
EEAU, B gdw firallen € Ngilt &, = (AA-B) oder

es gibt n € N mit &, = B und
firalle m mit 0 <m<nglt &, F A

EEAV B gdw ¢ Bund fir alle n € N gilt
falls &, E =B dann gibt es ein m mit
0<m<nund§, A

Siehe Abbildung 9.2 fiir eine Visualisierung des temporalen Operators V .

Szenarien fir A V B

Abbildung 9.2:

Lemma 9.8
Fiir alle omega-Strukturen gilt:

1. AUB+< AU, BAOB
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2. AU, B+~ AU BVO(AA-B)

3. AV B+ =(-AU -B)

4. AU B+ —(-AV =B)

5. AUB <+ (BV(AAX (AU B)))

6. AVB«~ (BANA)V(BAX (AV B))
7. 2(AV B) < -AU -B

8. ((AUB) < -AV -B

Beweise:
zu 1 Einfach.
zu 2 Folgt direkt aus den Definitionen.

zu 3 Wir inspizieren die rechte Seite. Es gibt zwei Moglichkeiten, daf eine
U -Aussage in einer omega-Struktur ¢ fehlschlagen kann. Erstens, wenn zu
keinem Zeitpunkt das zweite Argument wahr wird und zweitens, wenn es
zwar einen Zeitpunkt gibt, zu dem das zweite Argument wahr ist, aber fiir
jeden solchen Zeitpunkt t zwischen jetzt und ¢ ist nicht immer das erste
Argument wahr. Fiir die vorliegende Formel ergeben sich die beiden folgenden
Moglichkeiten

1. fir alle n gilt &, = B

2. fiir alle mit n mit &, &= —B gibt es ein m mit 0 < m < n und &, | A.

Somit gilt auf jeden Fall {, = £ = B. Im ersten Fall ist das klar. Im zweiten
Fall wiirde & = =B zu dem Widerspruch fiithren, daf§ ein m existieren soll
mit 0 < m < 0. Damit ist die erste Forderung von { = A 'V B gezeigt. Der
zweite Teil der Definition von £ = A V B folgt unmittelbar.

Der Beweis der umgekehrten Implikation ist leicht nachzuvollziehen.

zu 4 Aussagenlogische Umformulierung von (3).
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zu 5 Wir betrachten ein £ mit £ = A U B. Wir unterscheiden die beiden
Félle ¢ = B und £ = —B. Im ersten Fall kann man nichts weiter schlieflen,
¢ & B reicht ja schon aus um £ = A U B wahr zu machen. Im zweiten
Fall muf} auf jeden Fall £ = A gelten und & = A U B, was gleichbedeutend
mit £ = X (A U B). Das erledigt die Implikatin von links nach rechts. Die
inverse Implikation folgt ebenso einfach.

zu 6 Nehmen wir zundchst £ = AV B an. Falls { F BAX (AV B)
gilt dann gilt trivialerweise die recht Seite. Betrachten wir also den Fall £ |=
“(BAX (AV B)). Das heifit £ = =BV -X (AV B)). Nach Annahme gilt
¢ E AV B, woraus auf jeden Fall £ = B folgt. Unsere Annahme reduziert
sich damit auf £ = =X (A V B). Das kann aus zwei Griinden passieren

1. & F=-B

2. & E B, esgibt n > 1 mit & = —B und es gibt kein 1 < m < n mit
b A

Im ersten Fall mufl es wegen £ = A 'V B ein j geben mit 0 < j < 1 und
¢; = A. Fir j bleibt also nur j = 0, d.h. £ = A. Im zweiten Fall folgt wieder
aus £ = AV B die Existenz eines j mit 0 < j < n mit & = A. Wieder
bleibt unter den Annahmen dieses Falles 7 = 0 als einzige Moglichkeit. Da
ausserdem noch ¢ = B aus £ = AV B folgt haben wir £ = (B A A) gezeigt.

Gelte jetzt die rechte Seite £ = (BAA)V (BAX (AV B)). Es ist einfach
zu sehen, dafl sowohl aus € = (B A A) als auch aus £ = (BA X (AV B))
folgt ¢ = AV B.

zu 7 Einfache Umformung von 3.

zu 8 Einfache Umformung von 4.

Lemma 9.9
Zu jeder LTL-Formel A, in der hochstens die temporalen Operatoren V' und
U vorkommen, gibt es eine dquivalente Formel A, in Negationsnormform.

Dabei heifit in Fortsetzung der Terminologie aus der Aussagenlogik eine LTL-
Formel eine Negationsnormalform wenn in ihr Negationszeichen nur vor Ato-
men auftreten.
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Beweis Neben den aussagenlogischen Regeln braucht man nur (7) und (8)
aus Lemma 9.8.

Man beachte, dafl der Operator V essentiell fiir die Existenz einer Negati-
onsnomalform ist.

9.1.1 Ubungsaufgaben

ﬁega—S’cruk’curen \

N 0 1 2 e n n+1
Lo L

2% £0) &) &2) ... &) g+l

omega-Worter

N 0 1 2 e n n+1
L I

Q w0) wl) w@) ... whn) whn+l) J

Abbildung 9.3: Korrespondez zwischen omega-Srukturen und omega-
Wortern

Ubungsaufgabe 9.1.1
Wir betrachten die folgende Definition eines neuen temporalen Operators
Ut :
EEAUT B gdw esgibt n € Nmit 0 <n und &, = B und
fir alle m mit 0 <m < n gilt &, = A

1. Driicken Sie Ut im Vokabular von LTL aus.
2. Definieren Sie U und X durch UT .

Ubungsaufgabe 9.1.2
Sei p ein aussagenlogisches Atom. Geben Sie eine LTL-Formel A,,, so da8
fiir jedes & gilt

£ Ay gdw  (p €&(n) < nist gerade)
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Ubungsaufgabe 9.1.3
Zeigen Sie, dafl die folgenden LTL-Formeln in allen Omega-Strukturen wahr
sind

1. «(BU C) ¢ =C U, (=C A ~B)
2. +(BU, C) ¢ =C U (~C A -B)
BUC« CV(BAX (BUCQ))

- W

OB < (BV X OB)
5. OB < (BA X OB)

2

sI) @ @ @ @ @

Abbildung 9.4: Die Abbildung an

Ubungsaufgabe 9.1.4

Definition 9.10

Sei ¢ eine omega-Struktur zur aussagenlogischen Signatur . Ein Stotter-
schritt ist ein Paar von aufeinander folgenden Zeitpunkten, n, n + 1, welche
dieselben Atome aus ¥ erfiillen, i.e. fiir alle p € X gilt {(n) Ep < &(n+1) E
p. Das ist nach Definition 9.3 gleichbedeutend mit £(n) = £(n+1). Mit sf(&)
bezeichnen wir die omega-Struktur, die aus £ entsteht, indem alle Stotter-
schritte entfernt werden. Wir miissen allerdings eine Ausnahme machen fiir
den Fall, da3 von einer Stelle an in £ nur noch Stotterschritte auftreten. Diese
bleiben dann erhalten.

In Formeln heifit das: Es gibt eine Funktion an : N — 2V, so daf fiir alle n
gilt

1. fiir ny < ng gilt fiir alle k; € an(ny), ko € an(ny) stets ky < ko
2. fiir alle n und alle ky, ko € an(n) gilt £(k1) = &(k2) = sf(€)(n),

3. fiir alle n fiir die an(n) endlich ist gilt fiir alle ky; € an(n), ko € an(n+1)
stets §(k1) 7 §(ka),
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4. fiir alle n, so dafl an(n) unendlich ist gilt an(n) = an(m) fir allen > m,
5. Upenan(n) =N

Zwei omega-Strukturen & und & heien stotterdquivalent falls sf(&) =

sf(&2) gilt.

Zeigen Sie, daB fiir zwei stotterdquivalent omega-Strukturen &;, & und jede
temporallogische Formel F', in der der Operator X nicht vorkommt, gilt:

GFF gdw &L EF

Man sagt in diesem Fall, F' ist eine stotterinvariante Formel.

Ubungsaufgabe 9.1.5
Zeigen Sie, dafl die Aquivalenzen 1 bis 3 aus Lemma 9.8 auch fiir alle Zeit-
strukturen gelten.

Ubungsaufgabe 9.1.6

In der Definition 9.4 von £ |= A auf Seite 310 wird in den rekursiven Schritten
die omega-Struktur £ gedndert, sie wird z.B. ersetzt durch &,. Eine Alternati-
ve dazu wére die Definition von (£, n) = A mit der intuitiven Bedeutung, die
Formel A ist wahr zum Zeitpunkt n in der omega-Struktur £&. Wir haben uns
fiir die Textversion entschieden, weil sie geringfiigig weniger Schreibaufwand
verursacht. Wie wiirde die rekursive Definition fiir die Alternative (,n) = A
aussehen?

Ubungsaufgabe 9.1.7
Finden Sie eine LTL Formel F' | die genau dann in einer omega-Struktur &
wahr ist, wenn fiir jeden Zeitpunkt ¢y, in dem p wahr ist, gilt:

1. Es gibt einen Zeitpunkt £; an dem ¢ wahr ist und zwischen ¢, und ¢,
ist ¢ nicht wahr, und

2. es gibt einen Zeitpunkt ¢; an dem r wahr ist und zwischen ¢y und ¢ ist
r nicht wahr, und

3. tl < t2 ist.

Ubungsaufgabe 9.1.8
Finden Sie eine LTL Formel F', die genau dann in einer omega-Struktur &£
wahr ist, wenn gilt
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1. nach jedem Zeitpunkt 3, in dem p gilt, kommt ein Zeitpunk ¢; mit
tg < t1, in dem ¢ wahr ist und

2. gilt ein einem Zeitpunkt ¢y die Aussage p, dann gibt es bis zum néchsten
Zeitpunkt ¢, ty < t; zu dem ¢ wahr ist, genau einen Zeitpunkt, in dem
r wahr ist.

Ubungsaufgabe 9.1.9
Zeigen Sie, dafl die folgenden Formeln Tautologien sind, genauer, daf sie in
allen omega-Strukturen wahr sind.

1. AVB)UC«+C V (BU(CAN(AV B))) vV (BU(AANBAXCQC))
2. (DA) U B+ BV (ODAANOB)
3. (CvOA)UB«+ BV(CUB)V(CU(DAAOCB))

Ubungsaufgabe 9.1.10

Jede LTL-Formel F', welche neben den aussagenlogischen Operatoren die
temporalen Operatoren U, V | X 0O und < benutzt, lasst sich leicht in eine
dquivalente Negationsnormalform transformieren, dh. in eine Formel, in der
Negationszeichen nur vor atomaren Formeln vorkommen. Man braucht nur
wiederholt die Tautologien ~(A U B) «+» =AV =B, =(AV B) +> =AU —B,
—0A < O—-A, -CA + O0-A4 und - X A + X—A anzuwenden.

Frage: Kann es zu jeder Formel auch eine dquivalente Negationsnormalform
geben, in der der Operator V nicht vorkommt?

Zeigen Sie, daf} die folgende Formel in allen omega-Strukturen wahr ist.
AV B+~ OBV (BU (AAB))

Jetzt klar, dafl die Antwort auf obige Frage Ja ist. Man transformiert F
zuerst, wie gehabt, in eine Negationsnormalform. Die darin vorkommenden
V  Operatoren eliminiert man mit der gerade gezeigten Tautologie, wobei
man beachtet, dafl dabei keine neuen Negationszeichen eingefiihrt werden.

Ubungsaufgabe 9.1.11
Zeigen Sie, dafl die folgende Formel eine LTL-Tautologie ist

(AUB)UC = CV(AVB)U (BANX C)V(CAN(AU B)))
fiir beliebige LTL-Formeln A; B, C.
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Ubungsaufgabe 9.1.12
Zur Formulierung dieser Ubungsaufgabe brauchen wir zunéchst zwei Defini-
tionen.

Definition 9.11
Die Klasse le LT L der linkseinfachen LTL-Formel ist induktive definiert durch:

1. jedes ausagenlogische Literal liegt in leLT'L,
2. liegen Fy, Fy in leLTL, dann auch F; A F5 und Fy V F5,

3. ist Fin leLTL und G eine beliebige LTL-Formel, dann ist auch ' U
in leLTL.

Definition 9.12

Wir sagen, dafl eine LTL Formel F' die Diskunktioneigenschaft hat, wenn
fiir jede omega-Struktur ¢ fiir die ¢ &= OF gilt, auch gilt ¢! = O(F V a),
wobei a ein aussagenlogisches Atom ist, das in F' nicht vorkommt und die
omega-Struktur £ definiert ist durch

| &(@2m) fallsn=2m
§(n) = { {a} fallsn=2m+1

mufl noch vervollstandig werden

Ubungsaufgabe 9.1.13
Zeigen Sie, dafl die folgende Formel eine Tautologie ist

O-r—=Xr)=><rAX Xr)
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Kapitel 10

Stirkere Logiken
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10.1 Préadikatenlogik zweiter Ordnung

Bemerkung 10.1

Die Pradikatenlogik der zweiten Ordnung, kurz PL2, unterscheidet sich da-
durch von der PL1, dafl es nun auch Variable (iiber die man quantifizieren
kann) fiir Funktionen und Pradikate gibt. In der vollen Ausbaustufe hétte
man also zu jeder Stelligkeit von Pradikaten unendlich viele Pradikatenvariable,
und entsprechend Funktionsvariable. Zusétzlich kann die Signatur fest zu in-
terpretierende Symbole fiir Operatoren verschiedenen Typs enthalten: z. B.
fiir Funktionale, die Funktionen auf Funktionen abbilden; fiir Relationen (be-
stimmter Stelligkeit) tiber Relationen (bestimmter Stelligkeiten) und/oder
Funktionen (bestimmter Stelligkeiten), etc.. Wir werden das hier nicht wei-
ter ausfithren. Es zeigt sich nédmlich, daf} die kennzeichnenden Phinomene
der zweiten Stufe bereits bei einem eher bescheidenen sprachlichen Rahmen
auftreten (und trivialerweise bei Erweiterung erhalten bleiben).

Wir beschréinken uns im folgenden auf Sprachen zweiter Ordnung, bei denen
zusétzlich zur Ausstattung der PL1 noch Variable fiir einstellige und fiir
zweistellige Priadikate (Relationen) vorhanden sind. (Insbesondere gibt es
keine Funktionsvariablen und keine Signatursymbole ,,von hoherem Typ*.)

Definition 10.2
(Syntax der PL2 (in der hier betrachteten Ausbaustufe))

Sonderzeichen:
Wie in der PL1, also: (,),=, 7, A,V,—, >, V, 3.
Variable:
Var = Tvar U Mvar U Rvar (paarweise disjunkt)
ITvar:  unendlich viele Individuenvariable vy, vy, . ..
Notation: x,y, z, . ..
Mwvar: unendlich viele Mengenvariable oder
einstellige Pradikatvariable My, M, . ..
Notation: X.Y, Z, ...
Rvar: unendlich viele Relationenvariable oder
zweistellige Prddikatvariable Ry, Ry, . ..
Notation: U, V...

Signatur
Y = (Fy, Ps, ax) wie in der PL1

Terme
Termy wie in der PL1

atomare Formeln:
s =t fiir Terme s,t
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p(ty, ..., t,) fir p € Py, ax(p) =n, t1,...,t, € Termy,
X (t) fiir Mengenvariable X und Terme ¢
U(s,t) fur Relationenvariable U und Terme s, ¢

Formeln
For? (kurz Fors, oder For) enthilt genau

e alle atomaren Formeln
e true, false

e mit A, B € Fori,x € Ivar, X € Mvar,U € Rvar
auch: =A, (AAB),(AV B),(A— B),(A < B),VzA,
JxA VXA AXAVUA FUA

Die Begriffe , freie Variable“, ,gebundene Variable®, ,Substitution®, , kol-
lisionsfreie Substitution®, ,Prafix*, ,, Allabschlu“, , Existenzabschluf3“ u.&.
werden entsprechend der PL1 gebildet.

Definition 10.3
(Semantik der PL2 (in der hier betrachteten Ausbaustufe))

Zu einer Interpretation (D, I) (wie in der PL1) sind jetzt neben Belegungen
B : Ivar — D auch Belegungen v : Mvar — P(D) und ¢ : Rvar — P(Dx D)
zu betrachten (P: Potenzmenge). Zu D, I, 3,7, 0 ist valp 1., entsprechend
dem Vorgehen in der PL1 definiert.

Auf Termen: valp ;p5(t) = valprs(t) wie in der PL1 (héngt nicht ab von
v,0).
Auf Formeln:

valp 1 g~s(P(ty, ..., t,)) | Wiein der PL1
valp,rpq,5(s = 1) (Hangt nicht von 7,4 ab)

=4 UalD’[’5,7,§<t> € ’Y(X)
& (valp,1p(s),valp,1s46(t)) € 0(U)

valp 1 3,5 auf true, false,

—A,(AAB),(AV B),(A = B),(A < B),VzA,3zB } Wie in der PL1

valp1,5(VXA) =W < Fir jede Modifikation 74 von
v gilt valp 1 g 5(A) = W
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valp 15,5(VUA) =W <& Fiir jede Modifikation §ff von
5 gllt UalD,I,,B,’Y,(Sg(A) = W

Existenzoperatoren: Entsprechend mit , Es gibt ... “.
(Modifikationen sind entsprechend der Begriffsbildung bei Belegungen von
Individuenvariablen definiert.)

(D, I) heifit Modell von A < valp 1 s5(A) = W fiir alle 8,v,0. (D, 1) ist
Modell einer Formelmenge M :< (D, I) ist Modell jeder Formel in M.

M = A & Jedes Modell von M ist Modell von A
A allgemeingiiltig = = A (d. h. | = A)
A erfillbar < —A ist nicht allgemeingiiltig.
(D.h.: Es gibt D, I,3,v,6 mit valp 1546(A) = W)

Bemerkung 10.4

Auf der zweiten Stufe kann es Formeln geben, in denen kein Signatursymbol
und auch nicht = auftritt, z. B. X (y). Ist eine solche Formel geschlossen,
dann héngt ihr Wahrheitswert bei einer Interpretation (D, I') (nicht nur nicht
von Belegungen, sondern auch) hochstens von D, nicht von [ ab. Z.B. ist
X3y X (y) allgemeingiiltig, VX Iy X (y) unerfiillbar, 3X (FJyX (y) A Jy—X(y))
gilt genau bei den (D, ) mit D > 2.

Satz 10.5
In der PL2 ist die Gleichheit durch eine Formel charakterisierbar.

Beweis
Mit G :=VX(X(x) <> X(y)) gilt Fz =y + G.

Satz 10.6

Durch das Peano’sche Axiomensystem P1, ..., P5in der PL2 sind die natiirlichen
Zahlen mit Addition und Multiplikation bis auf Isomorphie eindeutig charak-
terisiert.

Beweis
Das allgemeine Induktionsschema

VX((X(0) AVy(X(y) = X(S(y)))) = VyX(y))
hat genau die durch O und S termerzeugten Interpretationen zu Modellen.

Ubungsaufgabe 10.1.1
Uber einer endlichen Signatur ist die Termerzeugtheit durch eine Formel der
PL2 charakterisierbar. (Man orientiere sich an obigem Beispiel.)
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Satz 10.7
In der PL2 ist die Endlichkeit einer Interpretation durch eine Formel charak-
terisierbar.

Beweis
Es gilt
(D, I) endlich
& Jede injektive Funktion F': D — D ist auch surjektiv
& Fiir jede Relation R € D x D: Wenn R der Graph einer injektiven
Funktion ist, dann ist diese auch surjektiv

Als charakterisierende Formel wahlen wir

N2VyVz(U(z, 2) NU(y,z) = = y))
— VYy3zU(x,y))

Satz 10.8
Die PL2 ist nicht kompakt. D. h.:

e Aus M | A braucht i. a. nicht zu folgen:
E = A fiir eine endliche Teilmenge E von M

e Es kann sein, dafl jede endliche Teilmenge einer Formelmenge M ein
Modell hat, diese selbst aber nicht.

Beweis

Im Beweis der Nichtcharakterisierbarkeit des Begriffs ,,endlich“ auf der ersten
Stufe (Satz 5.85) wurde von der PL1 nur verwendet, daf sie kompakt ist.
Wire die PL2 kompakt, dann liefle sich dieser Beweis wortlich iibertragen,
im Widerspruch zu Satz 10.7.

Satz 10.9
Fiir die PL2 kann es keinen korrekten und vollstéandigen Kalkiil geben.

Beweis
Der Begriff der Ableitbarkeit aus einem Kalkiil K ist stets kompakt, d. h.

M g A= E Fg A fiir eine endliche Teilmenge F von M.

Die Existenz eines korrekten und vollsténdigen Kalkiils stiinde also im Wi-
derspruch zu Satz 10.8
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10.1.1 Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 10.1.2

Gegeben sei eine Signatur > mit einem zweistelligen Relationszeichen r, ei-
nem einstellige Relationszeichen v und Konstantenzeichen a und b. Fiir ei-
ne X-Struktur G = (G, R, ¢,,c., V), dabei sei R die Interpretation von 7,
(R=1(r)) und I(a) = ¢4, I(b) = ¢, und I(v) = V. definieren wir:

Definition 10.10
1. Ein R-Pfad ist eine Folge ay,...,a, (n > 1) von Elementen von G, so
daB fiir alle 1 <7 < n gilt R(a;, a;41) und a; = ¢, und a, = c..

2. Wir nennen eine Teilmenge V' C G eine Verbindungsmenge, wenn es
einen R-Pfad aq,...,a, gibt, so daB fir alle 1 <7 < n gilt a; € V.

3. Eine Verbindungsmenge heifit eine minimale Verbindungsmenge , wenn
jede echte Teilmenge V) C V keine Verbindungsmenge ist.

Geben Sie eine 3-Formel ¢y, der Logik zweiter Stufe an, so dafl (G, R, ¢4, ¢e, V') =
¢y genau dann gilt, wenn V' eine minimale Verbindungsmenge ist.

10.2 Dynamische Logik

Bemerkung 10.11
(Modale Pradikatenlogik 1. Ordnung).

Bemerkung 10.12
(Dynamische Logik)

Die dynamische Logik (DL) ist eine Modallogik, jedoch mit einer Seman-
tik, bei der fiir den Ubergang zwischen Zustinden (Welten) nicht eine ein-
zige, feste Relation gegeben ist, sondern gleichzeitig unendlich viele Rela-
tionen. Welche solche Relation jeweils zu wahlen ist, 148t sich der auszu-
wertenden Formel entnehmen. Formeln kénnen némlich Programme einer
bestimmten Programmiersprache enthalten, und zu jedem Programm gehort
eine Ubergangsrelation zwischen Zusténden. Dabei sind die Zustéinde in einer
von der Programmiersprache (und der genaueren Aufbereitung der Seman-
tik) abhédngigen Weise eng verkniipft mit den Belegungen der Variablen. Man
kann dann auf diese Weise auch reiche und komplizierte Programmierspra-
chen axiomatisch erfassen. Auf die Vielfalt dieser Moglichkeiten gehen wir
hier nicht ein, sondern behandeln die Grundidee anhand einer besonders ein-
fachen Programmiersprache, namlich , elementarem PASCAL®, einer Sprache
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mit Zuweisung, Verzweigung und while-Schleife. Hier kann man als Zusténde
einfach die Variablenbelegungen selber wahlen. Auch handelt es sich um ei-
ne deterministische Sprache; in allgemeineren Versionen ist die DL auch fiir
Sprachen mit indeterministischen Programmkonstrukten betrachtet worden.

Die DL geht (in etwas anderer Version als hier dargestellt) zuriick auf HA-
REL, sie wurde wesentlich ausgearbeitet in | ].

Definition 10.13
(Syntax der DL)

Sonderzeichen: Wie in der PL1, zusétzlich [,], <, >, skip, abort, :=, ; | if|
then, else, while, do

Variable, Var
Signatur,
Terme, Termy,
atomare Formeln

wie in der PL1

Boolesche Ausdriicke, Bexps, sind die quantorenfreien PL1-Formeln iiber X.
Sie werden aus den atomaren Formeln und true, false durch die aussagenlo-
gischen Operatoren gebildet.

Programme, Progs:

e skip und abort sind Programme

e Mit x € Var und t € Termy; ist
(x :=t) ein Programm (Zuweisung)

e Sind 7, p Programme und ist € ein Boolescher Ausdruck, dann sind
auch Programme:
(m;p) (Hintereinanderausfithrung)
if € then 7 else p (Verzweigung)
while € do m (Schleife)

(Man beachte, dafl wegen der Klammerung der Hintereinanderausfiihrung
eine schlieBende Klammer fiir Verzweigung bzw. Schleife unnétig ist.)

Formeln, Fory:

e Alle Booleschen Ausdriicke sind Formeln

e Mit A,B € Fory,xz € Var,m € Progs,
sind auch Formeln:
-A,(AANB),(AV B),(A— B),(A <+ B),
VzA, Iz A, [r]A, (T)A.
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Definition 10.14

(Semantik der DL)

Zu einer Interpretation (D, I) iiber X und einem Zustand 3, d.h. einer Bele-
gung der Variablen, sind valp ; g(t) fiir Terme ¢ und valp s g(€) fir Boolesche
Ausdriicke € definiert wie in der PL1.

Es sei Sta := (Var — D) die Menge der Zustéande. Die Semantik der Pro-
gramme wird festgelegt durch die Definition einer Relation p(7) C Sta x Sta
fir jedes m € Progs. (p(...) hingt von (D, I) ab, aus Griinden der einfache-
ren Notation schreiben wir aber einfach p(7) statt p(7)p, ;.)

p(abort) ist die leere Relation

ﬁp(skip) = =7
Bp(z = t)y oy =gt
Bp(my; o)y < Es gibt 0 € Sta mitfp(m)d und dp(ms)y
Bp(if € then m else M)y &= (valprp(e) = W und Bp(m)y) oder
(valp 1 5(0) = F und fp(ms))
Bp( while € do )y & Es gibt n € IN und Zustinde Sy, ..., 3, mit:
Bo=P5,00 =7

- Vimit 0 <i<n:wvalpg(e) =W und B;p(m)Bit1
- wvalpp,(e) =F

Zu gegebenem 7 und J gibt es stets hochstens ein y mit Sp(7)7y: Die Relati-
on p(m) ist rechtseindeutig und hétte auch als partielle Funktion formuliert
werden konnen. Das wiirde sich dndern, wenn man auch indeterministische
Programme zulafit.

Bp(m)y besagt, dafl w, beginnend im Zustand /3, terminiert und zum Zustand
v fiithrt. 7, beginnend in [, terminiert genau dann, wenn es ein solches
gibt. Etwa terminiert abort in keinem Zustand, ebenso while true do p (fiir
beliebiges p). Das Programm while € do skip terminiert genau bei Beginn in
Zusténden 8 mit valp ;z(€) = F (und dann nach 0 Schritten).

Formeln
Fiir Boolesche Ausdriicke € ist nach Annahme valp ; g(€) bereits definiert.

Durch strukturelle Induktion wird valp ;g fiir Formeln
-A,(AANB),(AV B),(A— B),(A <+ B),VzA, Iz A
definiert entsprechend dem Vorgehen in der PL1.
valp 1 ([1]A) = W & Fiir jedes v mit Sp(m)y gilt valp ;,(A) =W

valp ;g({m)A) = W & Es gibt v mit Sp(m)y und valp ;,(A) =W
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Man bemerke, daf (in unserem Fall von deterministischen Programmen) gilt:
valp 1 5([m]A) = W genau dann, wenn: Falls ein «y existiert mit Sp(m)y, dann
ist fiir dieses (dann eindeutig bestimmte) v valp ;,(A) = W.

(D, I) heiit Modell von A, wenn valp 1 3(A) = W fiir alle Zustande . Ent-
sprechend sind wie in der PL1 erkléart: Modell einer Formelmenge M, allge-
meingiiltig, erfiillbar, sowie die Folgerbarkeitsbeziehung |=.

Bemerkung 10.15
(Zur Semantik der DL)
(...) ist entbehrlich, denn es gilt fiir beliebige D, I, # und beliebige 7, A:

valp,1p({m)A) = valp 1 5(=[r]=A),
d. h. () 148t sich stets durch —[]— ersetzen.

Die partiellen Korrektheitsaussagen der HOARE-Logik

A{rm}B, d.h.
,Wenn in einem Zustand A gilt, und wenn 7, ab diesem Zustand rech-
nend, terminiert, dann gilt im erreichten Zustand B*

lassen sich in der DL wiedergeben. Es ist ndmlich A{n}B gleichbedeutend
mit
A — [7]B.

Das ist die partielle Korrektheit von m bzgl. der Vorbedingung A und der
Nachbedingung B. Entsprechend 148t sich die totale Korrektheit ausdriicken:

A — (m)B

besagt (d.h. wird zu W ausgewertet unter genau denjenigen D, I, (3, fiir wel-
che gilt): Falls A gilt (d.h. valps(A) = W), terminiert 7 und im dann
erreichten Zustand gilt B (valp,,(B) = W fiir dieses 7).

Insbesondere besagt [r]A (gleichbedeutend mit true — [r]A), daB immer,
wenn 7 terminiert, hernach A gilt. Und (7)A besagt: m terminiert immer,
und hernach gilt A.

Ferner: A — (m) true besagt: Wenn A gilt (d.h. rechnend ab Zusténden, in
denen A zu W auswertet) terminiert 7. (m) true besagt, dal 7 terminiert
(d.h. valp ; g({(m) true = W < 7 in Interpretation (D, I) und rechnend ab g
terminiert). —(m) true, d.h. [n] false, besagt: m terminiert nicht.

Man beachte, dafi die DL im Gegensatz zu den HOARE’schen Korrektheits-
aussagen eine volle Logik ist, sie ist abgeschlossen gegeniiber aussagenlogi-
schen Operatoren, Quantoren und Programmeinfiigungen.
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Satz 10.16
Die natiirlichen Zahlen mit Addition und Multiplikation lassen sich in der
DL bis auf Isomorphie eindeutig charakterisieren.

Beweis
Die Formel

Va((y := 0; while ~y =z do y := S(y))) true

driickt die Termerzeugtheit durch Terme iiber O,S aus. Zusammen mit
Pel, ..., Ped charakterisiert sie also das Modell (IN, Iy) bis auf Isomorphie
eindeutig

Satz 10.17
Die DL ist nicht kompakt.

Beweis
Uber einer Signatur mit zwei Konstanten a, b und einem einstelligen Funkti-
onssymbol f bilden wir die Formeln Ag, Ay, .. .:

AO =y =b
A, sagt tiber die Schleife while —y = b do y := f(y), daB sie nicht nach genau
n Schritten terminiert.

Ferner sei fir n =0,1,.. .:
B, = [y := alA,.

B,, besagt: Nach Initialisierung von y mit a hat die Schleife while -y = b do
y := f(y) nicht die Eigenschaft, nach genau n Schritten zu terminieren (und
damit von a aus durch genau n Anwendungen von f b zu erreichen).

Schliellich sei C' die Formel
(y := a; while =y = b do y := f(y)) true.

C sagt, dal die Schleife bei Initialisierung von y mit a terminiert.

Jede endliche Teilmenge F von {B, | n € IN}U{C} hat ein Modell, ndmlich
(IN,I) mit I(f)(n) =n+1, I(a) =0 und I(b) = max{B, |n € IN} + 1.

Aber {B,, | n € IN} U{C} hat kein Modell. Denn in einem solchen, (D, I),
e miifite man einerseits, beginnend mit /(a), durch sukzessives Anwenden

von I(f) das Element /(b) von D in endlich vielen Schritten erreichen
(Modell von ('),
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e andererseits gébe es kein n, so da man von I(a) aus durch n Anwen-
dungen von I(f) das Element I(b) erreicht (Modell von {B,, | n € IN}).

Korollar 10.18
Fiir die DL gibt es keinen korrekten und vollstédndigen Kalkiil

Bemerkung 10.19
(Analyse der While-Schleife)

Wie das Beispiel im Beweis des Satzes 10.17 verdeutlicht, ist die ,natiirliche
Semantik® der While-Schleife der Grund fiir die Nichtkompaktheit der DL.
Wir analysieren diese Semantik etwas genauer. Das erdffnet den Zugang zu
einem ,infinitdren Kalkiil“. Bei dieser (nicht mehr , konstruktiven®) Auswei-
tung unseres bisherigen Kalkiilbegriffs bleibt dennoch ein Teil dessen erhal-
ten, was man sich unter der Arbeit mit einem Kalkiil vorstellt.

Definition 10.20
Zu € € Bexpys,m € Progs, A € Fory, definieren wir fiir alle n € IV Formeln
Loop, (e, 7, A) wie folgt.

Loopy(e,m, A) = = - A
Loopn-‘rl (67 T, A) =€ [W]LOOpn(E, T, A)

Korollar 10.21
Zu e, m, A sowie einer Interpretatin (D, I') und einem Zustand S sei £y, 51, . . .
die eindeutig bestimmte Folge von Zustdnden mit 3y = 3, B;p(7)Fi+1. Dann
gilt fiir jedes n:
valp, 1 5(Loopy, (e, m, A)) = W
< Wenn valp g (e) = W fiir alle i < n und valpg,(€) = F, dann
UalD,I,gn(A) =W.

Beweis
Leichte Induktion nach n.

Loop, (e, 7, A) besagt also: Wenn die Schleife while ¢ do 7 nach genau n
Schritten terminiert, dann gilt hernach A.

Lemma 10.22

Fiir beliebige D, I, £ gilt

valp 1 5([while € do w]A) = W

& Fir alle n € IN :valp 1 3(Loop,(e,m, A)) =W

Beweis
Wir zeigen: valp s p([while € do n]A) = W gdw.: Fir alle n ist das (zu
valp, 1 g(Loopy (e, m, A)) = W dquivalente) Kriterium aus Korollar 10.21 erfiillt.
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Gelte valp 1 g([while € do m]A) = W, und sei n € IN gegeben. Wenn die
Schleife nicht terminiert, d.h. valp 14 (€) = W fiir alle 4, dann valp g, (€) =
W, das Kriterium ist erfiillt. Wenn fiir ein m gilt valp g, () = F und
valp 1 ,(€) = W fiir alle i < m, dann (wegen valp 1 s([while € do 7]A) = W)
valp s, (A) = W. Falls n < m: valprg,(€) = W. Falls n > m: Nicht
gilt fiir alle ¢ < n, daBl valp rs,(e) = W (fir ¢ = m nicht). Falls n = m:
valp r,(A) = W. In allen drei Féllen ist also das Kriterium fiir n erfiillt.
Gelte nun umgekehrt valp rg([while € do 7|A) = F. Fiir das dann exi-
stierende m mit valp s, () = F und valp s () = W fir i < m gilt
valp 1 s, (A) = F. Fir n = m ist das Kriterium also nicht erfiillt.

Bemerkung 10.23
(Infinitére Kalkiile)

Aus Lemma 10.22 folgt
{Loop,(e,m,A) | n € IN} |= [while € do 7]A.

Es ist also sozusagen

{Loop,(e,7,A) | n € IN}
[while € do 7] A

fiir beliebiges €, 7, A eine ,korrekte Regel“. Es ist keine Regel in unserem
bisherigen Sinne, da sie unendlich viele Pramissen hatte. Wir bezeichnen sie
als infinitdre Regel im Gegensatz zu den uns bekannten finitdren Regeln. Eine
infinitdre Regel kann nicht in der bekannten Weise zum Ableiten verwendet
werden. Denn da eine Ableitung stets nur endlich lang ist, konnen niemals
an einer bestimmten Stelle alle Pramissen der Regel produziert worden sein.

Also wird, abstrakter, zu einem ,, Kalkiil* K, der auch infinitdre Regeln ent-
halten kann, die Theoremmenge Thg (M) definiert als die kleinste Formel-
menge, die M und die Axiome enthélt, und die gegen die Regeln abgeschlos-
sen ist. (Letzteres bedeutet: Wenn alle Pramissen einer Instanz der Regel in
der Menge liegen, dann auch die Conclusio.) Man definiert M Fx A A €
Thg(M).

Bemerkung 10.24
(Ein infinitarer Kalkiil fir die DL)

Auf der Suche nach einem korrekten und vollstandigen infinitdren Kalkiil
fiir die DL (d.h. einem solchen mit infinitdren Regeln) mufl man die obi-
ge infinitdre Regel noch etwas verallgemeinern, ndmlich so, dafl die Formeln
Loop,, (e, m, A) auch innerhalb bestimmter anderer Formeln als ,, Approxima-
tionen“ von [while € do 7] A verwendet werden diirfen. Z.B. wire
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{B — Loop,(e,m,A) | n € IN}
B — [while € do 7]A

eine entsprechende Regel. Die Analyse des Sachverhalts liefert eine bestimm-
te Klasse zuléssiger solcher Zusammensetzungen. Sie ist definiert durch eine
Klasse S von zuldssigen Schemata oder zuldssigen Formen. Das sind syntak-
tische Gebilde, die eine Metavariable (einen Platzhalter) X enthalten, so daf3
jeweils durch Ersetzung von X durch eine Formel (an allen Stellen, und dann
iiberall durch dieselbe Formel) eine Formel entsteht. Wir schreiben ®(X) fiir
ein solches Schema, und entsprechend ®(A) fiir das Ersetzungsresultat von
X durch A. Die Klasse S der zuldssigen Formen ist dann definiert durch

e XS

e mit ®(X) enthilt S auch B — ®(X), Vad®(X), [7]P(X) (fir Formeln
B, Variable x, Programme 7).

Anmerkung (S als Klasse stetiger Formen)

Hiermit definiert man nun die folgende infinitére Regel, die Omega-Iteration:

e {®(Loop,(e,m,A) | n € IN}
®([while € do 7] A)

Es gilt nun der folgende

Satz (Goldblatt 1982)

Fiir die DL gibt es einen korrekten und vollstédndigen infinitdren Kalkiil, der
neben 0/ nur finitdre Regeln enthalt.

fir & € S.

(Dabei haben wir die Axiome auch als Regeln, ndmlich nullstellige Regeln,
aufgefafit.)

Es bleibt die Frage, wie man hiermit verfahrt; denn ,,in normaler Weise ablei-
ten“ kann man ja mit einer infinitdren Regel nicht. Eine naheliegende Heuri-
stik besteht darin, zu versuchen, die unendlich vielen Formeln ®(Loop, (¢, 7, A)),
n € IN, durch Induktion iiber n zu beweisen. Zu diesem Zweck wird ei-
ne Zéhlerstruktur (Terme iiber O, S) in die Signatur fest eingebaut und die
Formeln ®(Loop, (e, 7, A)) werden insgesamt durch eine Formel mit einer
Zahlervariablen wiedergegeben. Man kann ein zugehoriges Induktionsschema
angeben und hat hiermit eine finitdre Approximation an eine Instanz von
OI. Man erhélt auf diese Weise einen korrekten finitdren Kalkiil. Dieser ist
notwendigerweise unvollsténdig, jedoch durchaus leistungsfiahig.
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Kapitel 11

Automaten
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11.1 Endliche Automaten

11.1.1 Deterministische endliche Automaten

Definition 11.1 (Endlicher Automat (finite-state-automaton))
Ein endlicher Automat ist gegeben durch

e cine endliche Menge S von Zusténden
e eine Menge V7' von terminalen Zeichen

e ciner Ubergangsfunktion § : S x VT — S

Auflerdem ist ein Element sy € S als Anfangszustand ausgezeichnet und eine
nichtleere Teilmenge S; C S als Menge von Endzusténden festgelegt.

Jeder endliche Automat F'A akzeptiert eine Menge von Woértern L(EA) auf
die folgende Weise:

Ein gegebenes Wort w = ay ... a; denken wir uns auf das Eingabeband des
E A geschrieben. Im Anfangszustand sg liest der Automat den ersten Buch-
staben a; und geht in den Zustand 0(sg,a;) = s; iiber. In diesem Zustand
wird nur der zweite Buchstabe von w eingelesen und der néchste Zustand
d(si, az) = s; erreicht. Das Wort gehort zu L(EA), wird also von EA akzep-
tiert, wenn nach Einlesen des letzten Buchstabens a; von w ein Endzustand
aus S; erreicht wird.

Formal wird L(EA) definiert, indem man die Ubergangsfunktion § zu einer

Funktion
0:SxVTr—= 8§

fortsetzt.

Definition 11.2 (Fortsetzung von §)

Der Funktionswert d(s,w) wird induktiv iiber die Linge von w wie folgt
definiert:

0(s,¢€) = s
d(s,awy) = 6(s',wy) wobei 0(s,a) = s

Definition 11.3 (L(EA))
L(EA) ={w e VT" | §(so,w) € S1}
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Varianten:

Gelegentlich wird in Beispielen die Ubergangsfunktion nicht fiir alle Paare
(s,a) angegeben. Wird wihrend der Abarbeitung eines Wortes w eine Si-
tuation (s, a) erreicht, fiir die d(s,a) nicht definiert ist, so gilt w als nicht
akzeptiert. Ein endlicher Automat, so daf §(s,a) fiir alle s € S und a € VT
definiert ist, heifit ein vollstindiger endlicher Automat.

Q

Abbildung 11.1: Der Automat Ny,

Beispiel 11.4
Der endliche Automat Ny, ist gegeben durch

S = {so, 1, 52,83} alle Zustinde
vV = {a,b,c} terminale Zeichen
S1 = {so,s1,52} Endzustinde

Die Ubergangsfunktion wird durch die Pfeile in Abbildung 11.1 in offensicht-
licher Weise festgelegt.

L(Nppa) = {w € {a,b}" | bba ist kein Teilwort von w}

Beispieldurchlaufe: Das Wort bbca wird von Ny, akzeptiert, cbbac nicht.
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11.1.2 Nichtdeterministische endliche Automaten
Definition 11.5 (Nichtdeterministische endliche Automaten)

Ein nichtdeterministischer endlicher Automat wird durch die folgenden Be-
stimmungsstiicke gegeben:

e cine endliche Menge S von Zustédnden,

e ein Alphabet V,

e ein Anfangszustand sy € S,

e cine Ubergangsfunktion 6 : S x V' — Pot(S),

e eine Menge F' C S von Finalzusténden,

Die Anderung gegeniiber den deterministischen endlichen Automaten besteht
also darin, daf§ die Ubergangsfunktion ¢ als Werte Mengen von Zustdnden
annimmt:

Die Fortsetzung von ¢ zu einer Funktion
d: S xV*— Pot(S)

wird jetzt wie folgt definiert:

o(s,e) = {s}
d(s,awy) = {s': esgibt s; € S mit s; € i(s,a)
und s’ € 0(sq,wy)}

Die von einem nichtdeterministischen endlichen Automaten N E A akzeptierte

Sprache L(NEA) wird jetzt durch
L(NEA) ={w € V*: §(sp,w) N F # (I}

definiert.

Varianten: In der angegebenen Definition kann ein nichtdeterministischer
endlicher Automat im Zustand s, ohne einen Buchstaben zu lesen, nur nach
s libergehen, (s, e) = {s}. Haufig begegnet man der Variante, die fiir (s, €)
cine beliebige Teilmenge von S zuliaBt. Uberginge von s zu s; € §(s, €) nennt
man dann spontane Uberginge.
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Definition 11.6 (Endliche Automaten mit spontanen Ubergiingen)

Ein endlicher Automat mit spontanten Ubergéngen wird durch die folgenden
Bestimmungsstiicke gegeben:

e cine endliche Menge S von Zustédnden,
e cin Alphabet V/,

e cin Anfangszustand sy € 9,

e eine Menge F' C S von Finalzusténden,

e cine Ubergangsfunktion 6 : S x (V U {e}) — Pot(S)

Um die Fortsetzung der Transitionsfunktion ¢ fiir diese Variante endlicher
Automaten zu beschreiben benétigt man die folgende Hilfsfunktion:

Definition 11.7 )
Sei A = (S,V, 50,6, F) ein endlicher Automat mit spontanen Ubergéngen,

dann ist die Funktion
e-cl : Pot(S) — Pot(S)

fir I C S definiert als:
e-cl(I) ist die kleinste Teilmenge J C S mit
1. 1CJ
2. fur alle s € J gilt d(s,e) C J.
Die Bezeichnung e-cl soll an e-closure erinnern.
Die Fortsetzung von
0:8 x (VU{e}) — Pot(S)

zu

§:8 x V* = Pot(S)

kann jetzt definiert werden als:

(s,¢€) = e-cl(d(s,¢e)) )
(s,wia) = e-cl({s': es gibt s; € 0(s,wy) so, daB s’ € d(s1,a)})
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Der folgende Satz ist von grundlegender Bedeutung fiir die Theorie endlicher
Automaten und wird auch in allen einfithrenden Texten behandelt. Da wir
spater, auch auf Details des Satzes, zuriickgreifen wollen, ist er auch hier
noch einmal explizit aufgefiihrt.

Satz 11.8

Zu jedem nichtdeterministischen endlichen Automaten A = (S,V,sq,d, F')
gibt es einen deterministischen endlichen Automaten B = (Q,V,qo, A, G)
mit

L(A) = L(B)

Dabei kann A spontane Ubergiinge enthalten und muB auch nicht vollstindig
sein.

Beweis: Die neuen Zustidnde sind Teilmengen von alten Zustédnden, genau-
er

Q = {XCS|ed(X)=X}
Q0 = e-cl({so})

AX,a) = e-cl(Uex d(s,a))

G — {XeQ|FNX#£0}

Offensichtlich ist B deterministisch.
Man zeigt nun leicht, durch Induktion iiber die Lénge des Wortes w € V*,

6(s0, w) = A(go, w)

Wir beweisen noch zwei Lemmata, die einerseits fiir sich genommen ein Licht
auf das Konzept eines endlichen Automaten werfen, anderseits als Hilfsmittel
in spéteren Beweisen willkommen sind.

Lemma 11.9

Zu jedem nichtdeterministischen endlichen Automaten A gibt es einen nicht-
deterministischen endlichen Automaten B = (Qg,V, ¢, 05, Fp) mit L(A) =
L(B), so da8 fiir alle ¢ € Qp gilt ¢ & 05(q, z) fiir alle x € V.

Mit anderen Worten, der Anfangszustand wird nur am Anfang betreten und
ist dann nie wieder erreichbar. Das beinhaltet, daf8 es keinen Ubergang von
g zu sich selbst gibt.

Beweis: Wir beginnen mit A = (Qa,V, ¢, 04, F4). Es sei ¢¥ ein neuer Zu-
stand und Qg = Q4 U {qég}.“Unveré'mdert bleibt Fg = Fy, falls s ¢ F,4 und
Fg = F4U{¢¥} sonst. Die Ubergangsfunktion bleibt zu néchst unveréindert

337



fir ¢ € Qa, v € V, d.h. d5(q,7) = d4(q,x) Neu hinzukommt d5(¢f,z) =
64(qi', #) Die Bedingung ¢ ¢ dp(q, ) ist fiir alle ¢ € Qp offensichtlich
erfiillt. AuBerdem gilt fiir jedes w € V* die Gleichheit dp(¢, w) = 5a(qd', w).
Besteht w nur aus einen Buchstaben, so ist das gerade die Definition von
6p(g¥, ). Da aber im weiteren Verlauf der Abarbeitung des Wortes w der
Anfangszustand ¢ nie wieder betreten wird, kann keine Unterschied zwi-
schen 6p(qf, w) und 64(gf', w) auftreten. Das sichert, dal w € L(B) genau
dann gilt, wenn w € L(A) gilt.

Die Finalzusténde eines endlichen Automaten spielen genau genommen eine
zweifache Rolle. Zum einen zeigt ihr Erreichen an, dafl ein Wort akzeptiert
wird, zum anderen sind sie auch Zwischenzustéinde, nach denen die Aktion
des Automaten weitergeht. Das folgende Lemma zeigt, daBl man sich ohne
Verlust an Ausdrucksstéirke auf Automaten beschranken konnte, in denen
Endzustéande ihren Namen auch verdienen.

Lemma 11.10
Zu jedem nichtdeterministischen endlichen Automaten A mit ¢ & L(A) gibt
es einen nichtdeterministischen endlichen Automaten B = (Qg, V, ¢, 05, Fi5)

mit L(A) = L(B), so daf fiir alle ¢ € Fp und alle x € V gilt d(q, x) = 0.

Beweis: Wir beginnen mit A = (Qa,V, ¢4\, 04, Fa). Fiir jeden Finalzustand
q € F4 wihlen wir ein Symbol ¢¢, sodaf} alle neuen ¢° untereinander verschie-
den sind und auch nicht in @4 vorkommen. Wir setzen Qp = Q41U {q¢° | ¢ €
F4}. Endzusténde in B sind nur die neuen Kopien der alten Endzustéinde,
dh. Fg = {¢°| ¢ € Fa}. Der Anfangszustand bleibt unveriindert, s& = s,
und die Ubergangsfunktion wird fiir z € V festgesetzt zu

dp(s,x) = da(s,x)U{q°|q€da(s,z)} fallss¢ Fp
op(s,z) = 0 falls s € Fig

Durch Induktion iiber die Lénge des Wortes w zeigt man, dal fiir jedes
w € V* die Gleichung dp (s, w) = 6a(sit, w) U {q¢° | ¢ € 6a(si,w)} gilt. Da
FpNép(sf,w) =0 genau dann gilt, wenn Fy N da(s5,w) = 0 gilt, erhalten
wir, wie gewiinscht, L(A) = L(B).

Hier folgt der induktive Beweis von
63(80B7w> = 6A(8647w) U {qe | qc 5A<5647 w)}
Fiir den Anfangsfall w = ¢ ergibt sich nach Definition von o

0n(sg ) = {5} = {0} = dalsge) U{ap™ | 4 € Fa}
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Die Gleichung wiirde stimmen wenn der Anfangszustand von A keine Endzu-
stand wire. Das ist aber gerade durch die Voraussetzung ¢ ¢ L(.A) garantiert.

Im Induktionsschritt nehmen wir die Giiltigkeit der zu beweisenden Glei-
chung fiir das Wort w an und wollen sie fiir das Wort wa zeigen.

s € 0p(sh,wa) & 3(s' € dp(s¥,w) Ns € dp(sa))
& 395 € dalsfhw) U | 0 € Salsf w)}
As € 6p(s',a))
& 3s'(s' € da(sf,w) A s € 5p(s,a))

Die erste Aquivalenz folgt aus der Definition von dp, die zweite nutzt die
Induktionsvoraussetzung fiir (s, w) und die dritte Zeile riihrt von der Be-
obachtung, daf s’ € {q¢° | ¢ € 54(s{', w)} nicht auftreten kann, da anderenfalls
dp(s’,a) = () wire. Setzen wir die Definition von dp ein, erhalten wir:

s € 0p(sP wa) & 3s'(s' € 6a(si,w)ANs € da(s’,a)U{q® | q€dal(s,a)}
Woraus jetzt leicht folgt

s €0p(sd,wa) & s€da(si,wa)U{q®|qe da(si,wa)}

Wire ¢ € L(A), so wire s3' ein Endzustand in A gewesen. Nach der obi-
gen Konstruktion ist sy zwar auch noch der Anfangszustand von B, aber
kein Finalzustand mehr. Die in der Fomulierung des Lemmas gemachte Ein-
schrinkung an A ist also notwendig.

Definition 11.11 (Produktautomat)

Seien A = (Sa,V, 88,04, Fa) und B = (Sp,V,s¥, 6p, Fp) zwei endliche Au-
tomaten iiber dem gemeinsamen Alphabet V', dann ist der Produktautomat
C = (Sc,V,s5,0c, Fc) = A x B gegeben durch:

Sc = {(51,82) | S1 € SA,SQ S SB}

Sg = (564’3(?)

50((81,82),@) = {(tl,tQ) ‘ tl € 5,4(81,@),252 S 53(82,@)}
Fe = {(81,82)|51€FA,82€FB}

Lemma 11.12
L(A x B) = L(A) N L(B)

Beweis Ist in jedem Einfiihrungstext in die Theorie endlicher Automaten
enthalten.
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11.1.3 Regulire Ausdriicke

Neben den Operationen, die fiir beliebige Mengen erklart werden koénnen,
wie Vereinigung (U), Durchschnitt (M), relative Komplementbildung (\) be-
trachtet wir hier Operationen die nur auf Mengen von Wortern Sinn machen:

Definition 11.13 (Operationen mit Wortmengen)
Seien L, L1, Ly C V*.

1. LiLy = {wjwy | wy € L1,wy € Ly},

2. L* ={wy...w, | n>0,w; € L}

Manche Autoren verwenden fiir die Konkatenation von Wortern wy, we und
Sprachen Li, Ly die Notation wy - wo bzw. Ly - Ls

Definition 11.14 (Regulére Ausdriicke)

Die Menge Regy der reguldren Ausdriicke iiber einem Alphabet V' wird
induktiv definiert durch:

—_

. 0 € Regy,

2. € € Regy,

3. fiir jedes a € V ist a € Regy,

4. fir t € Regy gilt auch (t)* € Regy,

5. fiir ty,ty € Regy gilt auch (t1t2) € Regy und (t1 + t9) € Regy .

Definition 11.15 (Semantik regulérer Ausdriicke)

Durch die folgende Vorschrift wird jedem reguldren Ausdruck ¢ iiber V' eine
Menge S(t) von Wértern in V* zugeordnet.

1. S
2. 8

w
N
—~ —~ —~ —~

S

~—
Il

~=
S

‘w—’
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Wir benutzen im folgenden stillschweigend die Assoziativitdt der Konkate-
nation und von + um in regulidren Ausdriicken Klammern einzusparen, also
(a + b+ c) anstelle von ((a + b) + ¢).

Satz 11.16
1. Fiir jeden reguldren Ausdruck ¢ gibt es einen endlichen Automaten A
mit S(t) = L(A).

2. Zu jedem endlichen Automaten A gibt es einen reguldren Ausdruck ¢

mit S(t) = L(A).

Beweis:
Fiir 1. siehe z.B. | ], Proposition 2, Seite 34 oder | |, Theorem 2.3,
Seite 30.
Fiir 2. siehe z.B.] |, Proposition 12, Seite 38 oder | |, Theorem 2.4,
Seite 33.

Reguldre Ausdriicke sind in vielen Bereichen der Informatik ein alltéigliches
Hilfsmittel geworden. Als ein Beispiel dafiir wollen wir etwas ausfiihrlicher auf
die Benutzung regulédrer Ausdriicke im GNU Emacs Editor eingehen, siehe
z.B. | | oder das GNU emacs manual http://www.gnu.org/software/
emacs/manual/emacs.html. Wahrend einer Editiersitzung kann man das
Kommando C-M-s eingeben, worauf in der Kommandozeile Regexp I-search:
erscheint. Hinter dem Doppelpunkt kann man jetzt einen reguliren Aus-
druck ¢ in der emacs-Syntax (Abschnitt 13.5in | ]) eingeben. Der Kursor
springt dann unmittelbar auf die erste, von der aktuellen Kursorposition aus
gesehen, Zeichenkette im Textpuffer die in S(¢) liegt. Das Kommando C-s
liefert das néchste Vorkommen einer Zeichenkette in S(t). Abgesehen von
der Niitzlichkeit dieser Kommandos ist es auch instruktiv zu sehen, wie das
theoretische Konzept reguldrer Ausdriicke in praktisches umgesetzt wird.
Die erste Frage die zu beantworten ist lautet: Was ist das Alphabet V,,,4c57
Antwort V,,,q.cs besteht aus den 256 Zeichen des erweiterten ASCII Zeichen-
satzes. Dazu gehoren auch Zeichen, die man normalerweise nicht auf dem
Bildschirm zu sehen bekommt, z.B. das ASCII Zeichen mit dem Oktalcode
012. Dieses Zeichen heifit LF' | fiir line feed. Man sieht es nicht selbst auf
dem Bildschirm, sondern nur seine Auswirkung, daf§ eben an dieser Stelle
eine neue Zeile beginnt. Aber LF kann genau so in einem reguldren Aus-
druck benutzt werden, wie jedes andere Zeichen aus V,,,q.s auch. An dieser
Stelle sollte man wissen, wie nicht-graphische Zeichen von emacs dargestellt
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werden und wie man sie eingeben kann ohne ein eventuell damit verbundenes
Editorkommando auszulésen. Das kann man in | | in den Abschnitten 2
und 4.1 nachlesen. Ein interessanteres Problem tritt auf, wenn wir nach Zei-
chenketten suchen wollen, die mit einem x beginnen auf welches eine gerade
Anzahl von y’s folgt. Wir wiirden gern den reguléren Ausdruck z(yy)* einge-
ben. Die Klammern sind notwendig um den gewiinschten reguldren Ausdruck
von dem ungewiinschten (xyy)* oder zy(y)* zu unterscheiden. Andererseits
sind die beiden Klammern ( und ) Zeichen in V4. Gibt man nach dem
Prompt Regexp I-search: z(yy)* ein so findet man alle Ausdriicke der Form
x(yy) ...) mit einer beliebigen Anzahl schliessender Klammern. Dieses Pro-
blem wird geltst, wie an vielen anderen Stellen in der Informatik auch, indem
man V,,,.cs unterteilt in Sonderzeichen und normale Zeichen. An dieser Stel-
le geht die Einfachheit des theoretischen Konzepts verloren unter vielfachen
Ausnahme- und Sonderregeln, Kompatibilitéitsriicksichten und historischen
Gewohnheiten. In der emacs Syntax reguliarer Ausdriicke sind zunéchst ein-
mal die folgenden neun Zeichen Sonderzeichen:

$7A7 * 7*7+7?7 [7] 7\

Wir betrachten zunéchst \. Es hat zwei Funktionen. Erstens dient es dazu,
die Sonderzeichen zu normalen Zeichen zu machen, d.h. fiir den regulére
Ausdruck \$ gilt S(\$) = {$} und konsequenterweise auch S(\\) = {\}.
Zweitens macht \ aus einigen normalen Zeichen Sonderzeichen. Hier ist eine
Liste einiger auf diese Weise gebildeter Sonderzeichen:

NS NG N, 7, 90\, \B, \<, \>, \w, \W,\scode,\Scode
und \z fiir jede Ziffer z.

Wir wollen nur die wichtigsten dieser Sonderzeichen erkldaren. Eine vollstandige
Beschreibung findet man in | ] in Abschnitt 13.5. Fiir reguldre emacs
Ausdriicke t1, to gilt S(t1 1 \t2) = S(t1)US(t2), d.h. \ | in reguliren emacs Aus-
driicken entspricht dem + in den reguldren Ausdriicken aus Definition 11.14.
Die Sonderzeichen \ ( und \) dienen der Klammerung. Der oben erwéhnte re-
guldre Ausdruck z(yy)* wird also in emacs Syntax geschrieben als 2\ (yy\) x.
Hiermit ist auch gleich verraten, daf§ der Stern * in den reguliren emacs Aus-
driicken dieselbe Bedeutung hat wie in unseren reguldren Ausdriicken. Da
auch die Konkatenation von reguldren emacs Ausdriicken mit der iiblichen
Semantik moglich ist, entspricht jedem regulédren Ausdruck nach Definition
11.14 ein regulédrer emacs Ausdruck mit derselben Bedeutung. Wir richten
im folgenden unser Augenmerk auf die Frage, ob regulidre emacs Ausdriicke
vielleicht ausdrucksméchtiger sind als unsere reguléren Ausdriicke.
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Das Sonderzeichen . besitzt als seine Interpretation S(.) die Menge al-
ler Zeichen mit der einzigen Ausnahme des Zeichens LF. Da kann man
in der Syntax aus Definition 11.14 auch hinschreiben als eine Summe mit
255 Summanden. Die Sonderzeichen + und ? sind wie * postfix Operato-
ren, wobei + die iibliche Bedeutung, t+ = t(¢)*, hat und t? = (e + t).
Die Sonderzeichen = und $ suchen nach dem leeren Wort am Anfang bzw.
am Ende einer Zeile. Genauer gilt fiir einen reguldren emacs Ausdruck ¢
S(°t) = {w € S(t) | wkommt am Anfang einer Zeile vor} und S(t$) =
{w € S(t) | w kommt am Ende einer Zeile vor}.

Die Sonderzeichen \ [ und \] erlauben eine bequeme Beschreibung endlicher
Mengen von Zeichen. Es gilt S([a;...ax]) = {ai,...,ax}, jedenfalls dann,
wenn die a; keine Sonderzeichen enthalten. Allerdings gelten innerhalb der
[...] Paare ganz andere Sonderzeichenregeln als bisher. Hier sind ndmlich

]aA7_

die einzigen Sonderzeichen. Warum ] ein Sonderzeichen ist, ist klar. Das
Minuszeichen - wird benutzt um einen Bereich aufeinanderfolgender Zeichen
zu beschreiben, z.B. S([a — z]) = Menger aller Kleinbuchstaben. Schlieffilich
ist S([Ta1...ax)) = {2 € Vopaes | 2 # agund z # ... und z # ai}. Was
macht man, wenn man eines der drei Sonderzeichen in einem [...] Paar
verwenden mochte? Anstelle von - schreibt man ---, ] ist kein Sonderzeichen,
wenn es unmittelbar nach [ steht und ~ ist nur dann ein Sonderzeichen, wenn
es unmittelbar nach [ steht. Es gibt noch einige kleinere Subtilitdten, aber
auf die brauchen wir hier nicht einzugehen.

Mancher Leser mag sich gefragt haben, was in dem oben erwadhnten Prompt
Regexp I-search: wohl das I bedeutet? Es steht fiir inkrementell. Die Suche
nach der ersten Zeichenkette, die zu dem reguldren Ausdruck gehort, erfolgt
inkrementell. Tippt man als reguldren Ausdruck a ein, so springt der Kursor
zum ersten im Puffer vorkommenden a. Tippt man jetzt noch ein b dazu, so
springt der Kursor zum ersten Vorkommen der Zeichenkette ab. Wie verhélt
sich die Suche bei Eingabe von a\ | b7 Da waren sich die Implementierer nicht
immer einig. In meiner emacs Version beginnt die Suche nach Eingabe von
a\ | b nochmal von vorn, so dafl auch die Vorkommen von b gefunden werden,
die vor dem ersten a im Text stehen.

11.1.4 Ubungsaufgaben
Ubungsaufgabe 11.1.1

Zeigen Sie, dafl es zu jedem endlichen Automaten FA einen vollstédndigen
endlichen Automaten FAc gibt mit L(FA) = L(EAc). Kann FAc immer
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gebildet werden, ohne die Menge der Zustéande von FA zu vergrofiern?

Ubungsaufgabe 11.1.2
Zeigen Sie, dafl es zu jedem nichtdeterministischen endlichen Automaten

N E A mit spontanen Ubergéngen"einen nichtdeterministischen endlichen Au-
tomaten NFE A, ohne spontane Ubergénge gibt mit L(NEA) = L(NEA,).
([Hopcroft, Ullman 79], p. 24.)
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11.2 Omega Automaten

Manche in der Praxis vorkommenden Automaten besitzen keine terminalen
Zusténde, man mochte im Gegenteil sogar, daf} sie nicht terminieren. Ein Bei-
spiel dafiir sind Sender- und Empfingerautomaten fiir Ubertragungsprotokolle.
Das fiihrt auf der theoretischen Seite zur Einfithrung unendlich langer Wérter.

Definition 11.17 (Unendliche Wérter)

Sei V ein (weiterhin endliches) Alphabet.

Mit V¢ bezeichnen wir die Menge der unendlich langen Worter mit Buch-
staben aus V.

Fir n € N bezeichnet w(n) den n-ten Buchstaben in w und w | (n) das
endliche Anfangstiick w(0)...w(n) von w.

Wir nennen ein Wort w € V* manchmal auch ein w-Wort iiber V.

Wer Schwierigkeiten hat, sich eine unendlich lange Zeichenkette vorzustellen,
der interpretiere ein Wort w € V¥ als eine Funktion w : IN — V., von
den natiirlichen Zahlen in das Alphabet. Die Préizisierung beantwortet auch
die Frage des mit der Theorie der unendlichen Mengen vertrauten Lesers,
welchen Grad der Unendlichkeit wir meinen: unendliche Wérter sind Folgen
vom Ordnungstyp w.

Man beachte auflerdem, dafl das leere Wort € nicht in V* vorkommt.

Definition 11.18 (Operationen)

1. Ist K C V* eine Menge (endlicher) Worter, so bezeichnet K¢ die Menge
der unendlichen Worter der Form

wy ... w;... mit w; € K fur alle ¢

2. Die Verkettung zweier unendlich langer Woérter macht keinen Sinn, es
ist jedoch moglich einem unendlich langen Wort ein endliches vorzu-
schalten. Ist K C V* und J C V¥, dann setzen wir:

KJ = {wws | wy € K,ws € J}

3. Ist K C V* eine Menge endlicher Worter, dann ist

K ={weV¥|w] (n) € K fiir unendlich viele n}

Manche Autoren benutzen lim(K) anstelle von K.
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11.2.1 Biichi Automaten
Definition 11.19 (Biichi Automaten)

Sei A = (S,V, sg,0, F') ein nicht deterministischer endlicher Automat. Fiir ein
w-Wort w € V“ nennen wir eine Folge si,...,s,,... eine Berechnungsfolge
(Englisch run) fiir w, wenn fiir alle 0 < n gilt

Sn+1 € 0(Sp, w(n))

Eine Berechnungsfolge si, ..., s,, ... heiflt eine akzeptierte Berechnungsfolge
wenn in ihr unendlich viele Finalzustdnde vorkommen.
Die von A akzeptierte w-Sprache wird definiert durch

L¥(A) = {w € V¥ | es gibt eine akzeptierte Berechnungsfolge fiir w}

Wir nennen eine Menge L von w-Wortern w-regulér, wenn es einen endlichen
Automaten A gibt mit L¥(A) = L.

Gelegentlich braucht man auch den Begriff einer Berechnungsfolge unabhéngig
davon, welches Wort damit assoziiert ist.

Eine Berechungsfolge fiir den Automaten A = (S,V, so,d, F') ist eine Folge
S1,...,8p,... von Zustidnden, so daf} fiir alle 0 < n ein a € V existiert mit
Spt1 € 0(Sp,a). Eine Berechnungsfolge heifit akzeptierend, wenn unendliche
viele der s; Endzustéinde sind.

Man beachte, dafl eine Berechnungsfolge mit s; beginnt. Also ist s; der Zu-
stand der nach Einlesen des ersten Buchstabens erreicht wird. Das ist eine
technisches Detail, das spéter einige Vereinfachungen mit sich bringt.

Ein Biichi Automat A unterscheidet sich also in nichts von einem endlichen
Automaten, nur die Definition, wann A ein w-Wort akzeptiert ist neu.

{a, b} b

b
start —{ So > @

Abbildung 11.2: Der Biichi-Automat Nz,

Satz 11.20 (Entscheidbarkeit)
Die Frage, ob fiir einen Biichi-Automaten B die Menge der akzeptierten
Worter nicht leer ist, d.h. L¥(B) # 0, ist entscheidbar.
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Abbildung 11.3: Biichi Automat fir a*b(b+ a*b)*

Beweis: Um L¥(B) # () zu zeigen mufl man nur einen erreichbaren Endzu-
stand gf € F finden, der auf einer Schleife liegt, d.h. gy ist erreichbar von ¢
ausgehend. Diese Frage kann sogar in linearer Zeit beantwortet werden, z.B.
durch den Tarjan-Paige Algorithmus | ].

Das folgende Lemma fasst zusammen, was iiber den Zusammenhang zwischen
L(A) und L¥(A) gesagt werden kann

Lemma 11.21
Sei A= (S,V, s0,0, F) ein endlicher Automat und K = L(A). Dann gilt

1. L®(A) C K
2. Falls A deterministisch ist gilt sogar L*(A) = K

Beweis:

zu 1: Nach Definition fiir w € L¥(A) gibt es eine Berechnungsfolge p(w),
so daf die Menge F,, = {n € IN" | p(w)(n) € F} unendlich ist. Fiir alle
n € F, gilt p(w)(n) € F und daher w | (n) € K. Also w € K.

zu 2: Sei jetzt umgekehrt w € K. Dann ist die Menge R, = {n € IN* |
w | (n) € K} unendlich. Fiir jedes n € R,, gibt es also eine Berechungsfolge
sp von A fiir w | (n). Da A deterministisch ist gibt es fiir jedes n nur eine
Moglichkeit fiir s,. Insbesondere ist s, jeweils ein Anfangsstiick von s,.1.
Somit erhalten wir im Limes eine unendliche Berechnungsfolge s fiir w, die
unendlich oft einen Endzustand durchlauft.

Fiir nicht-deterministische Automaten gilt Teil 2 von Lemma 11.21 nicht not-
wendigerweise. Wir betrachten dazu den Automaten N4, in Abbildung 11.2.
Es gilt LY(Ngyfin) = {w € {a,b}* | in w kommt a nur endlich oft vor} und
L(Nysn) = {w € {a,b}* | w endet auf b}. Man sieht leicht, dal L“(Nyp,) #
Lim(L(Nygn))-
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Korollar 11.22
Eine Sprache L C V*“ wird von einem deterministischen Biichi Automaten

akzeptiert, gdw es eine reguldre Sprache K C V* gibt mit L = K.

Beweis:

Wird L von einem deterministischen Biichi Automaten akzeptiert, so kann
L nach Lemma 11.21 auch in der angegebenen Weise dargestellt werden.
Nehmen wir jetzt umgekehrt an, das L = K fiir eine regulidre Sprache K C

V* gilt. Dann gibt es einen deterministischen endlichen A_ptomaten A mit
K = L(A). Man iiberzeugt sich leicht, daf in diesem Fall K = L“(A) gilt.

4 )

)

Abbildung 11.4: Der Biichi-Automat Ny,

Korollar 11.23
Es gibt Sprachen L C V¥, die von einem nicht deterministischen Biichi Au-
tomaten akzeptiert werden, aber von keinem deterministischen.

Beweis:
Sei V' = {a,b} und L die von dem Automaten Nz, in Abbildung 11.2 ak-
zeptierte Sprache:

L={w e V¥|w(n) = anur fir endlich viele n}

Wir zeigen, daf§ L nicht in der Form L = K fiir eine regulére Sprache K C V*
darstellbar ist. Wir nehmen an, das wére doch der Fall und versuchen einen
Widerspruch herzuleiten.

Es gibt ein k1 > 0, so daB v*' € K, da b € L. Als niéichstes mufl es dann
auch ein ky > 0 geben, so dal b ab*? € K liegt, weil b ab” € L gilt. In
dieser Weise fortfahrend gibt es k; > 0, so daB b ab2a...ab% € K gilt
fiir alle . Nach Annahme iiber die Darstellbarkeit von L folgt daraus auch
b¥rab*2a ... ab%a ... € L im Widerspruch zur Definition von L.
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11.2.2 Abschlusseigenschaften

Satz 11.24
Sind L1, Ly w-regulidre Sprachen und ist K eine regulire Sprache, dann ist
auch

1. Ly U Ly w-regular,

2. K% w-regular, falls ¢ € K,

3. KL; w-regulér,

4. V¥ \ L; w-regulér,

5. Ly N Ly w-regulér.
Beweis:
zu 1. Seien zwei w-reguldre Sprachen Li, L, C V¥ gegeben und A; =
(Qi,V, sb, 6;, F;) Biichi-Automaten mit L; = L¥(A;). Wir konnen ohne Be-
schrankung der Allgemeinheit annehmen, daf§ Q; N Qy = ()

Wir konstruieren einen Biichi-Automaten A = (Q, V), so, 0, F') wie folgt, wo-
bei sy ein neuer Zustand ist, der weder in ()1 noch in ()5 vorkommt.

Q = Q1UQ2U{sp}

d(q,a) = di(q,a) falls ¢ € Q;
8(sp,a) = 01(sg,a) Uda(st, a)

F = FiU

Man zeigt leicht, dafi L“(A) = Ly U L.

zu 2. Sei A= (Qa,V,st,d4, Fa) ein nichtdeterministischer endlicher Au-
tomat mit L(A) = K. Wegen Lemma 11.9 kénnen wir sj' & d4(q, z) fiir alle
q € Q4 und x € V annehmen.

Wir definieren einen neuen Automaten B = (Qp,V, s¥,dp, Fz) durch:

@B = Qa

sy = s

o(q,a) = 6a(q,a)U{sy'}y falls FANda(g,a)#0
dp(q,a) = 04(q,a) sonst

Fg = {s0'}

Wir miissen uns iiberzeugen, da§ L¥(B) = K% gilt.
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Betrachten wir dazu zunéchst ein w € L¥“(B). Sei q; ... ¢q; ... eine akzeptie-
rende Berechungsfolge fiir w. Nach Definition eines Biichi-Automaten mufl
der einzige Endzustand von B unendlich oft vorkommen. Seien nq,...ng. ..
die Positionen in aufsteigender Ordnung, soda8 g,, = s. Offensichtlich ist
ny = 0. Mit wy, bezeichnen wir das Teilwort w(ny), w(n,+1),... w(ng — 1)
von w. Nach Einlesen eines Teilwortes wy, ist der Automat B im Zustand s§.
Das kann wegen der Definition von dp und der Voraussetzung an A nur der
Fall sein wenn Fy N &4(s8, wy) # O gilt. Das heifit fiir alle k gilt wy, € L(A).
Daraus folgt w € K“.

Sei jetzt umgekehrt w ein Wort aus K“. Alsow = wy ... w; ... mit w; € K. Es
gibt somit fiir jedes i akzeptierende Berechungsfolgen g, ¢n,+1,- - - Gn,,, fiir
w; in L(A). Nach Definition einer endlichen akzeptierenden Berechungsfolge
muB q,,,, € F4 gelten. Nach Definition von B ist auch g, Gn;41; - - - Gniy i1, s&
eine Berechnungsfolge fiir w; in B. Setzen wir diese Berechnungfolgen hinter-
einander erhalten wir eine Berechungsfolge fiir w, in der der Finalzustand ¢
an jeder Position n;, und damit unendlich oft, auftritt. Also w € L¥(B).

zu 3. Ubungsaufgabe 11.2.1
zu 4. zuriickgestellt auf spéter, Satz 11.30
zu . folgt unmittelbar aus 1. und 4.

Satz 11.25
Eine Teilmenge L C V% ist eine w-reguldre Menge von w-Wortern, genau
dann, wenn L eine endliche Vereinigung von Mengen der Form

JK*”
fiir reguldre Mengen J, K C V* ist, wobei € € K.
Beweis:
Sei A = (Q,V, 80,9, F) ein Biichi-Automat mit L“(A) = L. Fiir p,q € Q sei
Lpg={weV"|qedilpw)}

Offensichtlich ist jedes L,, C V* eine reguldre Menge. Man iiberzeugt sich
leicht, daf

L= Ly,Ls,

peEF

gilt. Die umgekehrter Richtung der Behauptung folgt direkt aus Satz 11.24.
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Abbildung 11.5: Beispiel zur Komplementbildung

In Abbildung 11.5 ist ein Paar komplementérer Biichi-Automaten zu sehen.
Das Beispiel stammt aus | |. Es gilt L*(Npaftera) = {w € {a,b,c} |
nach jedem a kommt irgendwann ein b}. L¥(co—Npgfterq) ist dazu offensicht-
lich die Komplementarmenge, d.h. {w € {a,b,c}* | es gibt ein a nach dem
kein b mehr vorkommt}. Dafl es zu jedem Biichi-Automaten einen Kom-
plementiarautomaten gibt, d.h. die Abgeschlossenheit w-regulérer Sprachen
unter Komplementbildung in V*, mufl noch bewiesen werden. Der Beweis
bedarf einiger Vorbereitung. Eine zentrale Rolle spielt dabei die folgende
Aquivalenzrelation.

Definition 11.26
Sei A = (Q,V, s0, 6, F) ein Biichi-Automat. Dann definieren wir fiir p,q € Q
und u,w € V*

1. L, ={weV*|qeipw)}
(wie im Beweis von Satz 11.25 )

2. Lﬁq ={w =ag...a; € V* | es gibt eine Folge von Zusténden qq, . .. qx

mit

q0 =P

qk = dq

giv1 € (5((]“ CLi) firalle 0 <i< k
q; e F firein 0 <i<k }

3. u=4 w gdw
fiir alle p, ¢ € Q gilt
u€Ll,, & weELy,
well < welLl,

Offensichtlich gilt stets L C Ly, und falls p € F oder ¢ € F auch L} =
L, ,. Ebenso leicht sicht man, dafl =4 eine Aquivalenzrelation ist.
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Lemma 11.27
Die Aquivalenzrelation =4 hat folgende Eigenschaften:

1. fiir alle p,q € @ sind L] und L, , reguléire Mengen,

2. fiir u € V¥ gilt fiir die Aquivalenzklasse M,
My= () L () ~Logn () LZE,0 () ~LE,
(p.g)eP (p.g)¢P (p.9)eR (p.9)¢R
wobei P = {(p,q) € Q* | w € Lyq} und R={(p,q) € Q* |we L] }
3. =4 besitzt endlich viele Aquivalenzklassen,
4. jede Aquivalenzklasse von =4 ist eine regulire Menge,

5. sind U,V Aquivalenzklassen von =4, dann folgt aus UV N L(A) #
schon UV¥ C [¥(A)

Beweise:

zu 1 Fiir L, , wurde das schon im Beweis von Satz 11.25 benutzt.
Wegen Lg = U rer Lp,pLy,q folgt auch die Regularitdt von L{; q

zu 2 folgt direkt aus der Definition von =4.

zu 3 unmittelbare Konsequenz aus 2.

zu 4 folgt aus 1, 2 und den Abschluleigenschaften reguldrer Mengen.
zu Sei w € UV N L¥(A) gegeben und u ein weiteres Wort aus UV.

Es ist u € L¥(A) zu zeigen.
Wegen w € UV* kénnen wir w wie folgt zerlegen:

W=wWwy...Wy ...

wobei wy; € U und w; € V fur alle ¢ > 1. Wegen w € L¥(A) gibt es eine
Berechnungsfolge o fiir w in A in der unendlich viele Zusténde aus F' auf-
treten. Wir interessieren uns fiir bestimmt Stiitzpunkte in der Folge o; mit
¢n bezeichen wir den Zustand in o, der nach Einlesen des Teilwortes w,,_1
und vor Beginn des Einlesens von w, eingenommen wird. Insbesondere sei
qo = So der Anfangszustand. Sei schliellich u € UV | genauer

U =UuUUg...Up ...

rpit uy € U und u; € V fiir alle ¢ > 1. Da U und V nach Voraussetzung =4
Aquivalenzklassen sind gilt fiir alle ¢

W; =4 Uy
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Wir konstruieren eine Berechnungsfolge p fiir u wie folgt. Dabei wird p
die Zustédnde ¢, in derselben Reihenfolge durchlaufen, wie o, aber welche
Zusténde auf dem Weg von ¢, nach ¢,,; auftreten ist von vornherein noch
nicht festgelegt, ja es ist zunéchst noch nicht einmal klar ob ein solcher Weg
gefunden werden kann. Nach Definition der ¢; gilt auf jeden Fall w,, € L,, | 4.
Wegen w,, =4 u,, gilt dann auch u,, € L,, ,,.. Man kann also den Weg von
Gn—1 nach g, in p interpolieren. Kommt in ¢ ein Finalzustand zwischen ¢,
und ¢, vor, so gilt w,, € Liq,qn und wegen w,, =4 u, auch u,, € Léifl,qn' Das
Teilstiick von p zwischen ¢,_; und ¢, kann demnach auch so gewihlt werden,
da darin ein Finalzustand vorkommt. Das zeigt, dal p eine akzeptierende

Berechnungsfolge fiir « ist und damit v € L*(A).

Satz 11.28 (Satz von Ramsey)

Sei Py, ..., Py eine endliche Partition aller zweielementigen Teilmenge der
Menge IN der natiirlicher Zahlen. Dann gibt es eine unendliche Teilmenge
T C IN und ein ¢ mit 1 <1 < k, so daf} alle zweielementigen Teilmengen von
Elementen aus 7" in P; liegen.

In Formeln:

aus P ... P, = IN? folgt die Existenz einer unendlichen Menge T° C IN,
so daB T C P, fiir ein i.

Beweis: Siehe etwa | ] p.448 oder | ] p. 228 oder die Orginalar-
beit | ]. Wichtig bei der Ausgangssituation des Ramseyschen Satzes ist,
daB fiir zwei natiirliche Zahlen n,m € IN nicht (n,m) € P, und (m,n) € P,
fiir i # j auftreten kann. In der vorliegenden Formulierung wurde das dadurch
ausgeschlossen, daf anstelle von geordneten Paaren ungeordnete Zweiermen-
gen betrachtet wurden. Haufig wird das Problem auch dadurch gelost, dafl
nur Paare (n,m) mit n < m betrachtet werden.

Lemma 11.29 )
Zu jedem w-Wort w € V¥ gibt es eine =4-Aquivalenzklassen U und V' mit
we UV«

Beweis: )
Seien Uy, ..., U, alle Aquivalenzklassen von =4 und bezeichne fiir 7 < j w; ;
das endliche Teilwort w(z)...w(j — 1) von w. Dann wird durch

b= {{27]} € NP | [wi,j]EA = UT}

eine Partition von INP definiert. Nach dem Satz von Ramsey gibt es eine
unendliche Teilmenge 7" C IN und ein ¢ mit T C P,. Sei ig das kleinste
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Element in 7" und U = [w | (i9)]=,, dann gilt offensichtlich

we UUY

Satz 11.30
Ist L C V¥ eine w-reguldre Menge, dann auch V¢ \ L

Beweis
Sei A ein Biichi Automat mit L*(A) = L.

venL= ) ove
(UV)ER

dabei gilt (U, V) € R genau dann, wenn UV¥ N L = ().

argumentiere detailierter! Notationskonflikt fiir V'

11.2.3 Varianten von Biichi Automaten

Wir beginnen mit der einfachsten Modifikation von Definition 11.19 fiir die
wir nicht einmal einen neuen Namen erfinden wollen. Die modifizierten Au-
tomaten sind von der Form C = (S,V, Sy, 0, F) mit einer Menge Sy von
Anfangszustéinden anstelle eines einzigen Anfangszustands sg.

Lemma 11.31

Zu jedem Biichi Automaten C = (S,V, Sy, d, F') mit einer Menge von An-
fangszustanden gibt es einen Biichi Automaten A mit einem einzigen An-
fangszustand und

L(C) = L*(A)

Beweis: Sei Sy = {s1,...,8k}. Wir setzen C; = (S,V, s;,0, F). Offensicht-
lich gilt L¥(C) = Ule L¥(C;). Die Existenz von A folgt jetzt aus Abgeschlos-
senheit w-reguldrer Mengen unter Vereinigung.

Definition 11.32 (Erweiterte Biichi Automaten)
Ein erweiterter Biichi Automat

A: (S7V7$0a57F17"'7Fn)
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unterscheidet sich von einem (normalen) Biichi Automaten nur dadurch, daf
er statt einer einzigen Menge F' von Finalzustdnden endliche viele solcher
Mengen Fi, ..., F, enthélt.

Ein Wort w wird akzeptiert, wenn es eine Berechungsfolge s fiir w gibt, die
fir jedes j, 1 < j < n unendlich viele Zusténde aus Fj enthélt. Die von A
akzeptierte w-Sprache kann dann definiert werden als:

L¥(A) = {we VY| es gibt eine Berechnungsfolge s fiir w,
so daf fiir jedes 7,1 < j <mn,
die Menge {7 | s; € F;} unendlich ist.}

Das Konzept eines erweiterten Biichi Automaten macht in vielen Féllen
das Leben (fiir den theoretischen Informatiker) etwas einfacher, an Aus-
drucksstéarke wird gegeniiber den einfachen Biichi Automaten nichts gewon-
nen:

Lemma 11.33
Zu jedem erweiterten Biichi Automaten A, gibt es einen einfachen Biichi
Automaten A mit

L¥(Ac) = L¥(A)

Beweis: Dieselbe Konstruktion, die in dem Beweis von Lemma 12.2 be-
nutzt werden wird, kann auch benutzt werde um zu einem erweiterten Auto-
maten A, = (S, V, s§, 0, F1, F») einen dquivalenten einfachen Automaten A
= (S,V, sg,0, F) zu konstruieren. Diese Konstruktion kann man dann n-mal
wiederholen um auch den allgemeinen Fall abzudecken.

Definition 11.34 (Miiller Automaten)

Ein Miiller Automat M = (S,V, so,d, F) ist ein endlicher Automat M =
(S,V, s0,0) ohne Angabe von Endzustinden, aber stattdessen mit einer Men-
ge F nicht leerer Endzustandsmengen, d.h. fiir alle F' € F gilt F C S und
F #10.

Ist 0 = $1,...,8p,... eine Zustandsfolge, so bezeichnet In(c) die Menge der
Zusténde, die unendlich oft in ¢ vorkommen, also

In(o) = {s € S| es gibt unendlich viele n mit s,, = s}

Die von einem Miiller Automat M = (S,V, sq, 0, F) akzeptierte w-Sprache
wird definiert durch:

LY(M) ={w € V¥ | In(o) € F fiir eine Berechnungsfolge o fiir w}
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Lemma 11.35

Die Klasse der von nichtdeterministischen Biichi Automaten akzeptierten
w-Sprachen stimmt iiberein mit der von nichtdeterministischen Miiller Au-
tomaten akzeptierten w-Sprachen.

Beweis: Fiir die einfache Richtung, siche Ubungsaufgabe 11.2.9.

Fiir die umgekehrte Richtung gehen wir von einem Miiller Automaten M =
(S,V, 50,8, F) aus und suchen einen Biichi Automaten A mit LY(M) =
L¥(A). Wir werden den Automaten A4 nicht im einzelnen konstruieren, son-
dern seine Existenz aus den bisher bewiesenen Satzen herleiten. Als erstes
betrachten wir den Spezialfall, dafl F = {Fy} ist mit Fo = {a,...,a,} fir
Zustande aq bis a,. Seien bq,...,b,, die anderen Zustdnde von M. Nach
Lemma 11.33 gibt es einen Biichi Automaten 4y mit

L¥(Ag) = {weV¥| es gibt eine Berechnungsfolge o in Ay fiir w
mit Fy C In(o)}

Auflerdem kénnen wir Biichi Automaten A; konstruieren mit L¥(A;) = {w €
V¥ | b; kommt in w nur endlich oft vor}. Fiir den Durchschnittsautomaten
(nach Satz 11.24 (5)) A von Aj,A,.... A, gilt dann L¥(A) = L¥(M).

Ist im allgemeinen Fall F = Fy, ..., Fj. Dann liefert das bisherige Verfahren
fiur 1 < ¢ < k Biichi Automaten B; mit L“(B;) = L“((S,V, so,6,{F;})). Fiir
den Vereinigungsautomaten (nach Satz 11.24 (1)) B von By,. .. By gilt dann
L¥(B) = LY(M).

Beweis noch mal kontrollieren.

11.2.4 Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 11.2.1

Ist L eine w-regulidre Sprache und K eine regulidre Sprache, dann ist auch
K L eine w-reguldre Sprache.

Ubungsaufgabe 11.2.2

Bestimmen Sie die von dem folgenden Biichi Automaten akzeptiert w-Sprache

in dem Alphabet V' = {a,b,c}.
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Ubungsaufgabe 11.2.3
Der in Abbildung 11.2 gezeigte endliche Automat A ist nichtdeterministisch.

1. Berechnen Sie den dquivalenten deterministischen endlichen Automa-
ten A;.

2. Bestimmen Sie L¥(A;).

Ubungsaufgabe 11.2.4

Sei A eine endlicher Automat, so daf§ fiir jeden Endzustand ¢y und jeden
Buchstaben z des Vokabulars d4(¢qs,x) = 0 gilt. Nach Lemma 11.10 stellt
diese Annahme keine Einschrénkung der Allgemeinheit dar. Wir benutzen
K als Abkiirzung fiir L(A).

Der Automat B sei wie folgt definiert:

@n = Qa
=
0p(q,x) = da(q,x) falls g & Fa,z €V

5B(an) = 5A(an)U6A(SE)47x) fallsquA,er
Fp = [y

Zeigen Sie, L¥(B) = K“.
Ubungsaufgabe 11.2.5

Zeigen Sie, dafl in der vorangegangenen Ubungsaufgabe, Nummer 11.2.4, die
Voraussetzung an den Automaten A unverzichtbar sind.

Ubungsaufgabe 11.2.6

Finden Sie endliche Automaten A;, A;, so daf fiir die akzeptierten Sprachen
K; = L(A;) gilt

KiNKy=0 aber K NK,#0
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Ubungsaufgabe 11.2.7

Finden Sie einen deterministischen Biichi Automaten A, so dafl das Kom-
plement der von A akzeptierten Worter nicht von einem deterministischen
Biichi Automaten akzeptiert wird.

Ubungsaufgabe 11.2.8

In der Definition 11.19 eines Biichi Automaten wurde nicht geklért, ob spon-
tane Uberginge zugelassen sind oder nicht. Zeigen Sie: zu jedem endlichen
Automaten A gibt es einen Automaten B ohne spontane Transitionen mit

L(A) = L*(B)
Ubungsaufgabe 11.2.9

Finden Sie zu einem gegebenen (nicht deterministischen) Biichi-Automaten
A= (S4,V, 58,04, F) einen Miiller-Automaten M = (Sy, V, sd, 5,7, F) mit

L¥(A) = LY(M)
Ubungsaufgabe 11.2.10

Zeigen Sie, daf} es zu jedem Miiller Automaten M iiber dem Alphabet V'
einen komplementéren Miiller Automaten M, gibt, d.h.

L¥(M.) = V¥ \ L*(M)

Zusammen mit Lemma 11.35 erhalten wir damit einen alternativen Beweis
zu Satz 11.30 fiir die Abgeschlossenheit w-reguldrer Mengen unter Komple-
mentbildung .

Ubungsaufgabe 11.2.11

Sei A = (S,V, 59,0, F') ein endlicher Automat. Fiir ein Wort w € V% defi-
nieren wir induktiv Mengen @Q),,(w) von Zustédnden:

Qo(w) = {so}
Qni1(w) = Ungn(w)(S(saw(n))

Schliellich sei
L(A) = {w € V* | fiir unendlich viele n gilt Q,(w) N F # 0}

Frage: Gilt
LY (A) = L¥(A)

fiir alle A.
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Ubungsaufgabe 11.2.12

Das Alphabet V' enthalte mindestens die beiden Buchstaben a und b. Die
Menge Lg3, bestehe genau aus den Wortern w € V¥, so daB fiir jedes n mit
w(n) =a gilt w(n+ 1) = b oder w(n + 2) = b oder w(n+ 3) = 0.

Finden Sie einen Biichi Automaten B3, mit

LUJ(BaSb) = La?)b‘
Ubungsaufgabe 11.2.13

Das Alphabet V enthalte mindestens die beiden Buchstaben a und b. Finden
Sie einen Biichi Automaten Byoo—~poo, S0 dal w € L¥(Byoo—>boo) genau dann
gilt, wenn w die Bedingung erfiillt:

Wenn a in w unendlich oft vorkommt, dann kommt auch b in w unendlich
oft vor.

Diese Figenschaft kann als Grundmuster fiir Fairnessbedingungen angesehen
werden, wenn durch den Buchstaben a symbolisert werden soll, daff eine Akti-
on ausfithrbar ist 