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Disjunktive und Konjunktive ST
Normalform /=

» Ein Literal ist ein Atom oder ein negiertes Atom

» Eine Formel ist in disjunktiver Normalform (DNF),
wenn sie Disjunktion von Konjunktionen von Literalen ist.

» Eine Formel ist in konjunktiver Normalform (KNF),
wenn sie Konjunktion von Disjunktionen von Literalen ist.
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Fakten AT

1. Zu jeder aussagenlogischen Formel A gibt es eine logisch
aquivalente in disjunktiver Normalform und ebenso eine
logisch aquivalente in konjunktiver Normalform.

2. Die Algorithmen zur Herstellung beider Normalformen
ergeben sich unmittelbar aus elementaren Tautologien.

3. Ist die Wahrheitstafel einer Formel gegeben, so lassen
sich disjunktive und konjunktive Normalform aus dieser
direkt* ablesen.
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Fakten (Fortsetzung) (T

1. Eine disjunktive Normalform \/,,- K in der Signatur &
hei3t vollstandig falls fir jedes P € ¥ in jeder Klausel
K € K eines der Literale P oder =P in K vorkommt.

2. Vollstandige Normalformen sind eindeutig bis auf
Umordnung.

1. Eine disjunktive Normalform D = \/ - K hei3t minimal
falls jede kirzere Formel D’ nicht aquvalent zu D ist.
D' = \/yiexr K, heiBt kiirzer als D falls fir alle K" € K’ ein
K € K existiert mit K’ ist Teilformel von K.

2. Minimale disjunktive und konjunktive Normalformen einer
Formel sind nicht eindeutig.
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Think! IT

Uberlegen Sie:

Kann man die Erfullbarkeit einer Formel in DNF
effizient Gberprifen? Wenn ja, wie?

1. Uberlegen Sie ein paar Minuten fiir sich selbst.

2. Tauschen Sie sich mit Ihrer Sitznachbarin, Ihrem
-nachbarn aus.

3. Ergebnisse!
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Fakten (Fortsetzung) (T

1. Die Erflillbarkeit einer Formel in DNF sowie
2. die Allgemeingultigkeit einer Formel in KNF

lassen sich in polynomieller Zeit Gberprifen.

(Die ,umgekehrten®” Probleme, z.B. Erflllbarkeit von KNF, sind
viel schwerer!)
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Beispiel zur exponentiellen Linge Sar
der KNF

Sei
An = (PiaAPi2) V...V (Pt APp2)

Die konjunktive Normalform von A, ist:

/\{Pw)v...vpmf(n) | f:{1,...,n} = {1,2}}.
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Fortsetzung des Beispiels

Fir n = 3 ist das:

(P171 \/P271 \/P31)/\(P1 1 \/P21 \/P32)/\
(P1’1 \/P272\/P31)/\(P1 1 \/P22\/P32)/\
(P12VPayVP3i)AN(Pi2V PaiVP32)A
(P12V PaoVP31)AN(Pi2V PaaV Psp)

In A, treten 2 x n Literale auf, in der KNF n x 2",
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Kurze KNF AT

Finde eine Konstruktion einer Formel in KNF,
die nicht exponentiell wachst.

Diese KNF kann nicht immer aquivalent zur Ausgangsformel
sein.

Aber sie ist aquivalent bezuglich einer wichtigen Eigenschaft.
(spater mehr)
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Konstruktion der kurzen KNF KIT
Allgemeines Verfahren

1. Fuhre fur jede Teilformel, deren oberster Operator binar ist,
ein Klrzel (neues Atom) ein.

2. Fur jedes dieser Kirzel stelle die Definition gemaf der
entspr. Teilformel und unter Berticksichtigung ,tieferer”
Kirzel auf.

3. Lose die Aquivalenzen in den Definitionen auf.
4. Forme die Definitionen in KNF um.

Die Konjunktion der Definitionen mit dem Top-Level-Kurzel ist
die kurze KNF.
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Konstruktion der kurzen KNF AT

Beispiel

Berechne kKNF fir die folgende Formel (aquivalent zu Aj)

((=P1,1 V=P 2) A(=Po1 V =Pa2) A (=P31 V =P32))

1. und 2. Schritt:
Qi < =Py V=P

Qo > P21V —Pop
Q3 <> P31V P32
Qi 1 NG
Qs <> Q4 N\ Qs

- Qs
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3. Schritt:

-Qq V —\P171 V —\P172
Qi V(P11 A Py2)
Qo V —\P271 V _\P2’2
QV (P2,1 A P272)
_'03 V —|P3’1 V —\P3’2
Qs V (P31 A Psp)
Q4 V (Q1 A Qz)

Qs VvV -QyV-Qs
-Qs V (04 N Q3)

Q5 VvV —-Qy V-
Qs
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Konstruktion der kurzen KNF (Forts.)

3. Schritt:

-Qq Vv —|P171 V —\P172
Q1 V(P11 /A Py2)
Qs V —|P271 V —\P272
Qo V (P21 A Pap)
Q3 V ﬁP371 \Y ﬁP3,2
Qs V (P31 A Psp)
Q4 V (Q1 VAN Qz)

Q4 VvV —QyV-Qo
Qs V (Q4 N Q)

Qs VvV -QyV—-Qs
-Qs

4. Schritt:

=Qy VPV P2
(Q1V P11)A(Q1V P12)
Qe VP21V -Pop

(QQ V P2’1) VAN (02 V P2,2)
~QsV P31V P

(03 V P3’1) A (03 \Y P3,2)
(—\04 V Q1) VAN (—\04 V Qz)
Q4 VvV —-QyV-Qo

(mQs VvV Q) A (—Qs V Q)
Qs VvV —-Q4V—-Qs

_'05

Konjunktion dieser Zeilen
ist in KNF und erfillbar-
keitsaquivalent zu As
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Satz AT

Zu jeder aussagenlogischen Formel A mit n Literalvorkommen
gibt es eine konjunktive Normalform Axxn, SO dass

» A ist erflillbar gdw Ay erfillbar ist,

» Awns €nthélt héchstens ¢ x n Literalvorkommen flir eine
von n unabhédngige Konstante c,

» Aunr effektiv aus A in polynomieller (sogar linearer) Zeit
konstruiert werden kann.
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