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1 Zur Einstimmung ((24+2) + 5 + 4 = 13 Punkte)

a.

Seien p, g einstellige Pradikatensymbole, r ein zweistelliges Priadikatensymbol und f ein einstel-
liges Funktionssymbol.

Geben Sie fiir folgende préadikatenlogische Formeln — falls méglich — jeweils zwei Interpretatio-
nen [ iiber dem Universum D = {a, b} an, und zwar jeweils
e cine Interpretation, in der die Formel wahr ist, und

e eine Interpretation, in der die Formel falsch ist.

In den Fillen, in denen eine Interpretation mit der gesuchten Eigenschaft nicht existiert, geben
Sie dies an.

Hinweis: Es muss explizit angegeben werden, wenn eine passende Interpretation nicht existiert
(schreiben Sie ,existiert nicht“ neben den Kasten). Es geniigt nicht, die Beschreibung der
Interpretation leer zu lassen.

i. Vo ((Qypy)) Ada(z) = ¥z (p(2) Ag(2)))
Interpretation, in der die Formel wahr ist:

I(p)(a) =0 | I(p)(b) =0 | I(g)(a) =0 | I(g)(b) =0

Interpretation, in der die Formel falsch ist:
I(p)(a) =1 | I(p)(b) =0 | I(g)(a) =1 | I(q)(b) =1

ii. (Favyr(f(z),y)) = GxVyr(z, f(y)))

Interpretation, in der die Formel wahr ist:
I(r)(a,a) = 1 | I(r)(a,b) = 1| I(r)(b,a) =1 | I(r)(b,0) = 1

I(f)a)= al| I(f)) = b ‘Tautologie, d.h. alle validen Belegungen sind richtig.

Interpretation, in der die Formel falsch ist:
I(r)(a,a) = | I(r)(a,b) = | I(r)(b,a) = | I(r)(b,b) =

I(f)a) = | I(f)(b) = | Existiert nicht!|
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Fortsetzung 1 Zur Einstimmung

b. Geben Sie kurze Antworten zu folgenden Fragen bzw. Aufgaben:

i.

ii.

iii.

iv.

Geben Sie einen allgemeinsten Unifikator fiir folgende zwei Terme an:

o g(z, f(a, h(y),c))

e 9(z, f(a, h(c), 2))
(z,y, z sind Variablen, a,b, ¢ Konstanten und f, g, h Funktionssymbole).
| {z/e.y/e.z/c} |

Wann heifit ein Reduktionssystem (D, >) noethersch?

(D,>) heiBt noethersch (oder wohlfundiert oder terminierend), wenn es keine
unendlichen Folge sg > s1 > s2 > gibt.

Was beschreibt eine assignable-Klausel in JML-Methodenvertrigen?

Eine assignable-Klausel in einem JML-Methodenvertrag beschreibt, welche
Speicherorte (Heap-Locations) von einer Methode geidndert werden kénnen.

Nennen Sie eine Konsequenz des Godelschen Unvollstéandigkeitssatzes.

Jede konsistente, rekursiv aufzihlbare Axiomenmenge fiir die Arithmetik natiirlicher
Zahlen ist unvollstandig. (Es gibt viele weitere.)

Geben Sie eine zu (A A B) — C dquivalente Formel an, die als logische Operatoren nur den
Shannon-Operator sh(-, -, -) und die logischen Konstanten 0 und 1 enthélt.

[sh(A,1,sh(B.1.C))]

1

c. Man kénnte meinen, dass folgende Variante der aussagenlogischen Resolutionsregel gut ist, weil
sie zwei Resolutionsschritte zu einem zusammenfasst.

Zeigen Sie, dass diese Regel jedoch nicht korrekt ist.

Doppel-Resolution:

ClU{P,Q} CQU{—‘Pv_‘Q}
ChlUCsy

fiir beliebige Klauseln C4,Cy und Atome P, Q

Wir geben ein Gegenbeispiel fiir die Korrektheit an, indem wir fiir C; und Cy die leere
Klausel einsetzen:

Mit Hilfe der Regel kann aus der Klauselmenge

in einem Schritt die leere Klausel abgeleitet werden. Damit hétte man einen Beweis fiir
die Unerfiillbarkeit von K. Tatsédchlich ist K aber erfiillbar. Dies ist ein Widerspruch zur
Korrektheit.

K = {{rQ}, {~P,-Q}}
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2 Modallogik (5 4+ 2 4+ 2 = 9 Punkte)
Fiir diese Aufgabe betrachten wir die Gebot-Modallogik. In dieser Logik gibt es einen Box-Operator [,
fiir Gebote (engl. command):

L, ¢ bedeutet: Agent a muss dafiir sorgen,
dass ¢ im néchsten Zustand wahr ist.

a. Die Aussage
»Wenn es brennt, muss a den Alarm ausl6sen.
konnte man auf die folgenden zwei verschiedenen Arten formalisieren:

(1) Brennt — O, Alarm
(2) O (Brennt — Alarm)

i. Beschreiben Sie in natiirlicher Sprache den Unterschied in der Bedeutung von (1) und (2).

Bei (1) muss der Agent, wenn es im aktuellen Zustand brennt, dafiir sorgen, dass der Alarm im nachsten
Zustand ausgelost ist.

Bei (2) muss der Agent dafiir sorgen, dass die Implikation im nachsten Zustand wahr ist, und es ist
irrelevant, was im aktuellen Zustand gilt.

ii. Welche der beiden Formalisierungen ist besser? Begriinden Sie ihre Antwort!

Die Variante (2) erlaubt, dass a dem Gebot durch Léschen des Feuers nachkommt. Wenn das Feuer aus
ist, gilt die Implikation.

Man kann dies als ein Argument fir beide Varianten verwenden. Fiir (1) spricht, dass dies der
intuitiven Bedeutung eher entspricht, denn man erwartet nicht, dass jemand das Gebot durch L&schen
umsetzt statt den Alarm auszulésen. Andererseits kann man argumentieren, dass diese zusatzliche
Handlungsoption gut und richtig ist. Wenn man das Feuer 16scht, ist das doch auch eine gute Handlung.

b. Formalisieren Sie folgende Aussage in der Gebot-Modallogik:

»Agent a muss dafiir sorgen, dass Agent b verhindert, dass es Alarm gibt.*

(Dan—'Alarm

c. Beschreiben Sie in natiirlicher Sprache die Bedeutung folgender Formel in der Gebot-Modallogik:
Qa @

Es ist a erlaubt, einen Zustand herzustellen, in dem ¢ wahr ist.
a darf ¢ wahr machen.
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3 Entscheidungsverfahren fiir uninterpretierte Funktionssymbole
(3 + 3 + 2 = 8 Punkte)

Gegeben ist die folgende pridikatenlogische Formel:

bc A bZF() A -f(0)=F(FB) A fl@=b A ~f(f(a)) =a . "
(4) (B) () (D) ()

Darin sind a, b, c Konstantensymbole und f ist ein einstelliges Funktionssymbol.

a. Welche Eigenschaften muss eine Formel der Priidikatenlogik (PL1) besitzen, damit ihre Erfiillbar-
keit mit dem Algorithmus nach Shostak gepriift werden kann?

b. Wenden Sie nun den Algorithmus nach Shostak auf die Formel (1) an:

Erginzen Sie dazu den unten stehenden Kongruenzgraphen (wie in der Vorlesung/Ubung) um
die Kanten, die durch die Kongruenzeigenschaft hinzugenommen werden miissen.

Durchgezogene Kanten stehen fiir Gleichheiten und gestrichelte Kanten fiir Ungleichheiten.

Ergéinzen Sie dazu den Graphen um Kanten mit Namen ((F') und folgende). Tragen Sie fiir
jede hinzugefiigte Kante im Graphen in die Tabelle ein, welche bisherigen Kante(n) die neue
begriindet.

Kanten, die sich transitiv aus anderen durchgezogenen Kanten ergeben, miissen Sie nicht in die
Tabelle aufnehmen.

Es gibt Losungen, die nicht die volle Anzahl an Tabellenzeilen benétigen.

Name | Begriindung

(F) (A)

(G) (B)

(H) (D)

c. Lesen Sie aus dem fertigen Graphen ab, ob (1) erfiillbar ist oder nicht. Begriinden Sie.

Es gibt einen Zyklus im Graphen, der genau eine gestrichelte Kante enthilt. Daher enthilt (1) einen
Widerspruch und ist unerfiillbar.

Ergénzende Erkldrung: Da f(f(a)) und f(b) tber einen Kantenzug durchgezogener Linien verbunden
sind, folgt f(f(a)) = f(b) aus (1). Das steht aber in direktem Widerspruch zu (C'). Dies spiegelt sich
im Graphen wider.
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4 Formalisieren in Pridikatenlogik (PL1) (5 + 3 = 8 Punkte)

Wir wollen das Konzept eines Stacks von natiirlichen Zahlen modellieren. Ein Stack ist eine Struktur,
auf der Objekte abgelegt werden kénnen. Wenn der Stack nicht leer ist, konnen wir ein Objekt von dem
Stack nehmen (das letzte, das wir abgelegt haben) und erhalten den Stack ohne sein erstes Element.

Gegeben sei folgende priadikatenlogische Signatur:
Y = ({empty_stack, push, pop, peek}, {stack,nat,is_empty}, o)

Sie enthalt

— das Konstantensymbol empty,
— die Funktionssymbole push(-,-), pop(-), peek(-),
— die Pradikatensymbole isStack(-), isNat(-), isEmpty(-).

Zur Auswertung der Formeln werden nur solche Interpretationen (D, ) iiber ¥ verwendet, in denen
die Symbole wie erwartet interpretiert werden. Das heifit:

das Universum D ist die Menge aller Stacks und aller natiirlichen Zahlen

I(empty) der leere Stack

I(push(s,n)) Stack, der entsteht, wenn man n oben auf s legt (falls s Stack, n Zahl)

I(pop(s)) Stack, der entsteht, wenn man das oberste Element von s nimmt (falls s
nicht-leerer Stack)

I(peek(s)) das oberste Element von s (falls s nicht-leerer Stack)

I(isStack(s)) =W  gdw. s ist ein Stack

(
(
I(isNat(n)) =W gdw. n ist eine Zahl
(7 =W gdw. s ist der leere Stack

a. Geben Sie jeweils eine Formel der Pradikatenlogik mit Gleichheit iiber ¥ an, die folgende
Sachverhalte darstellt:

i. Ein leerer Stack ist ein Stack.

‘ stack(empty) l

ii. Wenn man eine natiirliche Zahl auf einen Stack legt, erhélt man einen Stack.

‘ VsVn (isStack(s) NisNat(n)) = isStack(push(s,n)) ‘

I

iii. Nimmt man das oberste Element von einem nicht-leeren Stack, hat man wieder einen Stack.

‘ Vs (stack(s) A ~isEmpty(s)) = isStack(pop(s)) J‘

iv. Fiir jeden nicht-leeren Stack gibt es eine natiirliche Zahl, die oben auf dem Stack liegt.

Vs ((isStack(s) A ~isEmpty(s)) = dn (isNat(n) A peek(s) = n)) ‘

|

v. Die natiirliche Zahl, die man mit peek erhélt, ist die letzte, die auf dem Stack abgelegt
wurde.

‘ VsVn ((isStack(s) A isNat(n)) = peek(push(s,n)) =n l
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Fortsetzung 4 Formalisieren in Pridikatenlogik (PL1)

b. Nehmen wir nun an, dass zusétzliche das Pradikat
concat(+,-,-)

in ¥ enthalten sei. Es hat die Bedeutung;:

I(concat(sy,s2,s)) =W gdw. Stack s ist die Konkatenation der Stacks si, s2, d.h.,
s entsteht, indem alle Elemente von s; oben auf s, gelegt
werden unter Beibehaltung der Reihenfolge.

Geben Sie eine Axiomatisierung von concat an.

Hinweis: Geben Sie zwei Axiome an, eines fiir den Basisfall und eines fiir den Rekursionsfall.

o Vs1Vso ((isStack(s1) AisStack(ss)) = (concat(empty, s1,s2) < s1 = $2))

o Vs1VsyVsVn ((isStack(s1) A isStack(sz) A isStack(s) AisNat(n)) =
(concat(s1, s2,s) < concat(push(si,n), sz, push(s,n))))
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5 Tableaukalkiil (6 Punkte)

Es sei eine pridikatenlogische (PL1) Signatur gegeben, die das zweistellige Prédikatensymbol p sowie
die Konstantensymbole a, b, ¢ enthélt.

Zeigen Sie mithilfe des Tableaukalkiils der Priadikatenlogik, dass folgende Formel allgemeingiiltig
ist.

Notieren Sie dabei bei jeder Erweiterung, durch welche Regelanwendung eine Formel auf dem Tableau
entstanden ist. Notieren Sie auflerdem jeweils, welche Formeln fiir einen Abschluss verwendet wurden.
Geben Sie die schlielende Substitution an.

(Vo p(x,a) V p(z,b)) Ay —p(y,a)) — Iz p(z,b)

0 ((Vz p(z,a) V p(z,b)) A Jy =p(y,a)) — 3z p(z,b) (1)
1 ((Vz p(z,a) V p(z,b)) A3y =p(y,a)) (2) [o aus (1)]
0 3z p(z,b) (3) [« aus (1)]

1 (Vz p(z,a) V p(z,b)) (4) [a aus (2)]

1 33/ —p(y, a) (5) [ov aus (2)]

—w(c, a) (6) [0 aus (5)]
0 p(c a) (7) [ aus (6)]
0 p(Z,b) (8) [y aus (3)]
1 p(X,a)Vp(X,b) (9) [y aus (4)]
1 p(X,a) (10) 1 p(X,b) (11) [ aus (9)]

Abschliisse: (7) mit (10); (8) mit (11)

SchlieBende Substitution: o = [X /¢, Z/c]
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6 Spezifikation mit der Java Modeling Language

(3 + 5 = 8 Punkte)

a. Geben Sie in natiirlicher Sprache wieder, was der folgende JML-Methodenvertrag fiir die
Methode m aussagt.

public class A {
public int[] a;

/*@

public normal_behaviour

@ assignable \nothing;
@ ensures (0 <= \result && \result < a.length)
Q <==> (\exists int j; 0 <= j && j < a.length; al[j] == val);
@ ensures \result == -1
@ <==> (\forall int j; 0 <= j && j < a.length; al[j] != val);
@ ensures (0 <= \result && \result < a.length) ==> (a[\result] == val);
@ ensures -1 <= \result && \result < a.length;
x/
public int m(int val) { ... }

Wenn m fiir ein von null verschiedenes Array a aufgerufen wird, terminiert m, verursacht keine Exception
und andert keine Heap-Stellen (Array a bleibt unveréndert), und es gilt nach m's Ausfiihrung:

e Falls val in a enthalten ist, wird ein (nicht notwendigerweise eindeutiger) Index von a
zuriickgegeben, an dem val steht, andernfalls wird -1 zuriickgegeben.

e Der zuriickgegebene Index (falls val in a enthalten ist) muss ein valider Index aus a sein, d.h.
mindestens den Wert Null haben und kleiner als die Lange von a sein.
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Fortsetzung 6 Spezifikation mit der Java Modeling Language

b. Sei eine Methode £ der Klasse A durch die untenstehende Implementierung gegeben. Der unten-
stehende Vertrag spezifiziert, dass die Methode f eines der Elemente aus dem Array a zuriickgibt
(im Fall der untenstehenden Implementierung ist dies das maximale Element). Als Vorbedingung
vorausgesetzt ist, dass a nicht leer ist und ausschliefllich nicht-negative Werte enthélt.

Die untenstehende Schleifeninvariante ist unvollstdndig. Ergéinzen Sie diese, sodass daraus eine
korrekte Invariante fiir die Schleife entsteht, mit der die Nachbedingung des Methodenvertrags
bewiesen werden kann. Geben Sie hierbei auch eine korrekte Schleifenvariante (decreases-
Klausel) an, mithilfe derer die Terminierung gezeigt werden kann.

public class A {
public int[] a;

/%@ requires 0 < a.length
@ && (\forall int i; O <= i &% i < a.length; 0 <= a[i]);
@ assignable \nothing;
@ ensures (\exists int i; 0 <= i && i < a.length; \result == alil);
@x/
public int £ {
int max = 0; int k = 0;
/%@ loop_invariant O <= k && k <= a.length
Q & (k == 0 ==> max == 0)
@ & (0 < k ==> (\exists int i; 0 <= i && i < k; max == a[il]));
@ assignable \nothing;
@ decreases a.length - k;
@/
while (k < a.length) {
if (max < alk]) max = alk];
k++;
}
return max;

3
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7 Lineare Temporale Logik (LTL) und Biichi-Automaten
((2+2) + 4 = 8 Punkte)

a. Formalisieren Sie folgenden Sachverhalt einer Verkehrsampel mit LTL. Verwenden Sie dabei
folgende Signatur:

Gx,Yx,Rx — Ampel X ist griin, gelb oder rot.

i. Ampel A und Ampel B sind niemals gleichzeitig oder direkt nacheinander griin.

(0(Ga = ~GpAX~Gp) AO(Gp = ~Ga A —XGa)

ii. Wenn Ampel A immer wieder (unendlich oft) griin zeigt, dann gilt das auch fiir Ampel B.

|00G4 = 00G3|

b. Geben Sie einen nicht-deterministischen Biichi-Automaten an, dessen akzeptierte Sprache den
Modellen (w-Wortern) der LTL-Formel

(Oa) — (0)

iiber der Signatur ¥ = {a, b} entspricht.
Fiir das Vokabular V' = P(X) (Potenzmenge von X) werden die folgenden, aus der Vorlesung
bekannten, Abkiirzungen definiert:
A={M eV |aeM}CV B={MeV|beM}CV
A={MeV|agM}yCV B={MecV|bgM}CV

Umformungstrick: (Qa) — (Ob) = O-a V Ob

A
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Notizen/Schmierpapier — Sollen Ihre Notizen bewertet werden, ist eine klare Zuordnung notwen-
dig (Verweis in der urspriinglichen Aufgabe, sowie klare Aufgabennummer in den Notizen).
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