
r Grundbegri�e der InformatikMusterlösung zu Aufgabenblatt 4Aufgabe 4.1 (3+1 Punkte)Gegeben sei das Alphabet A = {(, )}.Wir de�nieren für i ∈ N0 die formalen Sprahen Li ⊆ A∗ wie folgt:
• L0 = {ǫ}

• ∀i ∈ N0 : Li+1 = {ǫ} ∪ Li · Li ∪ {(} · Li · {)}Die formale Sprahe L ⊆ A∗ erfülle L = {ǫ} ∪ L · L ∪ {(} · L · {)}.a) Beweisen Sie (durh vollständige Induktion): ∀i ∈ N0 : Li ⊆ L.Induktionsanfang: i = 0 : L0 = {ǫ} ⊆ {ǫ} ∪ L · L ∪ {(} · L · {)} = L
√.Induktionsvoraussetzung: Für ein festes, aber beliebiges i ∈ N0 gilt: Li ⊆ L.Induktionsshluss: Wir zeigen, dass dann auh Li+1 ⊆ L gelten muss.Sei w ∈ Li+1. Dann gilt: w = ǫ∨∃w1, w2 ∈ Li : w = w1 ·w2∨∃w′ ∈ Li : w = (w′).

• 1. Fall: w = ǫ. Dann gilt w ∈ L0 ⊆ L nah Induktionsanfang.
• 2. Fall: ∃w1, w2 ∈ Li : w = w1 · w2: Nah Induktionsvoraussetzung gilt

w1, w2 ∈ L ⇒ w1 · w2 ∈ L · L ⇒ w ∈ L · L ⊆ {ǫ} ∪ L · L ∪ {(} · L · {)} = L.
• 3. Fall: ∃w′ ∈ Li : w = (w′): Nah Induktionsvoraussetzung gilt w′ ∈ L ⇒

(w′) ∈ {(} · L · {)} ⇒ w ∈ {(} · L · {)} ⊆ {ǫ} ∪ L · L ∪ {(} · L · {)} = L.Damit gilt in jedem Fall w ∈ L, und die Behauptung ist gezeigt.b) Zeigen Sie: ⋃
∞

i=0
Li ⊆ LSei w ∈ ⋃

∞

i=0
Li beliebig. Dann gibt es ein i ∈ N0, so dass w ∈ Li gilt. NahTeilaufgabe a) gilt ∀i ∈ N0 : Li ⊆ L.Also folgt w ∈ L, und die Behauptung ist bewiesen.Aufgabe 4.2 (3+3 Punkte)Sei M eine Menge und ⋄ : M×M → M eine assoziative Operation auf M . Weiterhinhabe M ein neutrales Element e bezüglih ⋄, d.h. für alle a ∈ M gilt: a⋄e = e⋄a = a.Wir de�nieren für alle a ∈ M : a0 = e und ∀i ∈ N0 : ai+1 = ai ⋄ a.



a) Beweisen Sie (durh vollständige Induktion): ∀i, j ∈ N0 : ai ⋄ aj = ai+j .Sei i ∈ N0 beliebig.Induktionsanfang: j = 0: ai ⋄ aj = ai ⋄ a0 = ai ⋄ e = ai = ai+0. √Induktionsvoraussetzung: Für ein festes, aber beliebiges j ∈ N0 gilt: ai ⋄aj =
ai+j .Induktionsshritt: Wir zeigen, dass dann auh ai ⋄ aj+1 = ai+j+1 gilt.
ai ⋄ aj+1 = ai ⋄ (aj ⋄ a) = (ai ⋄ aj) ⋄ a

IV
= ai+j ⋄ a = ai+j+1Damit ist die Behauptung gezeigt.b) Nennen Sie zwei Stellen in der Vorlesung, an der dieses Ergebnis anwendbar ist.Geben Sie jeweils M, e und ⋄ an.

• Potenz von Wörtern: M = A∗, e = ǫ, ⋄ = ·(Konkatenation).
• Potenz von Sprahen: M = {B | B ⊆ A∗}, e = {ǫ}, ⋄ = ·(Konkatenationvon Mengen).
• Re�exiv-transitive Hülle von Relationen: M = {R | R ⊆ A × A}, e =

IdA, ⋄ = ◦.
Aufgabe 4.3 (2+3+2+2 Punkte)Gegeben sei die Grammatik G = ({S}, {a, b}, S, {S → aSb | aS | a}).a) Geben Sie eine mathematish präzise Beshreibung der Sprahe L(G) an, die sihniht auf G oder eine andere Grammatik bezieht.

L(G) = {anbm | n, m ∈ N0 ∧ n > m}b) Zeigen Sie: ∀w ∈ {a, b, S}∗ : (S ⇒∗ w) ⇒ NS(w) + Na(w) > Nb(w).(Hinweis: Für ein Zeihen x wurde Nx auf Übungsblatt 3 de�niert.)Induktion über die Ableitungslänge: S ⇒i wInduktionsanfang: i = 0 : (S ⇒0 w) ⇒ w = S

⇒ NS(w) = 1 ∧ Na(w) = Nb(w) = 0 ⇒ NS(w) + Na(w) > Nb(w). √Induktionsvoraussetzung: Für ein festes, aber beliebiges j ∈ N0 gilt:
(S ⇒i w) ⇒ NS(w) + Na(w) > Nb(w).Induktionsshluss: Wir zeigen, dass dann auh gilt:
(S ⇒i+1 w′) ⇒ NS(w′) + Na(w

′) > Nb(w
′).

(S ⇒i+1 w′) ⇒ (∃w ∈ {a, b, S}∗ : S ⇒i w ⇒ w′).



Dies bedeutet, es gibt Wörter w1, w2 ∈ {a, b, S}∗ : w = w1Sw2 und w′ ∈
{w1aSbw2, w1aSw2, w1aw2}.Nah Induktionsvoraussetzung gilt NS(w1Sw2) + Na(w1Sw2) > Nb(w1Sw2), unddamit NS(w1w2) + 1 + Na(w1w2) > Nb(w1w2).

• 1. Fall: w = w1aSbw2:
NS(w)+Na(w) = NS(w1aSbw2)+Na(w1aSbw2) = NS(w1w2)+1+Na(w1w2)+

1
IV
> Nb(w1w2) + 1 = Nb(w1aSbw2).

• 2. Fall: w = w1aSw2:
NS(w)+Na(w) = NS(w1aSw2)+Na(w1aSw2) = NS(w1w2)+1+Na(w1w2)+

1
IV
> Nb(w1w2) + 1 > Nb(w1w2) = Nb(w1aSw2).

• 3. Fall: w = w1aw2:
NS(w)+ Na(w) = NS(w1aw2) + Na(w1aw2) = NS(w1w2) + Na(w1w2) + 1

IV
>

Nb(w1w2) = Nb(w1aw2).Damit ist die Behauptung bewiesen.) Gegeben seien Wörter w1, w2 ∈ {a, b}∗ mit S ⇒∗ w1Sw2.Welhe Möglihkeiten gibt es für w1? Welhe Möglihkeiten gibt es für w2? Inwelher Beziehung stehen die Wörter w1 und w2? (Ohne Beweise.)
w1 ∈ {an | n ∈ N0}, w2 ∈ {bn | n ∈ N0}, |w1| ≥ |w2|.d) Geben Sie ein Wort w ∈ L(G) an, für das es zwei vershiedene Ableitungsbäumeaus S gibt. Geben Sie zwei vershiedene Ableitungsbäume von w an.
w = aaab

Sa S ba Sa

Sa Sa S ba


