Grundbegriffe der Informatik
Musterlosung zu Aufgabenblatt 7

Aufgabe 7.1 (3 Punkte)

Sei n € Nj.

Gegeben seien die Zahlen o =0, ...z, = n mit

Vie Gy < xiy.

(Beispiel: zg = 0,21 = 3,29 = 7,23 = 8,24 = 300)

Die Relation R C G,, x G, sei gegeben durch

(,y) ER <= IMEGL: (T, ST < Ty 1 ATy <Y < Tppa1)-

Geben Sie eine schematische Darstellung der zur R gehdrenden Matrix an.

Aufgabe 7.2 (343 Punkte)

Sei G = (G, E) ein gerichteter Graph und A die Adjazenzmatrix von G.
Wir definieren:

Wy =sgn(A+1)
Vi € NQ : Wi+1 ISQ'N/(VVZ . VVZ)

a) Berechnen Sie Wy, Wi, Wy und Wj fiir den folgenden Graphen:
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b) Beweisen Sie fiir allgemeine gerichtete Graphen G = (G,,, E):
VieNg: (W)gs=1=3p e Ny:p<2" A3 Pfad der Linge p von k nach [.

Vollstandige Induktion tiber ¢:

Induktionsanfang: i = 0: Fur (k,[) sei (Wp)g, = 1.

(Wo)ky =1= A, =1V k=1= es gibt eine Kante, also einen Pfad der Lénge
1, von k nach [, oder es gibt einen Pfad der Lange 0 von k£ nach [; somit gibt es
p < 2 mit 3 Pfad der Linge p von k nach [. y/

Induktionsvoraussetzung: Fiir ein festes, aber beliebiges ¢ € Ny gilt:
(Wi)k,=1= 3p € Ny : p <2° A3 Pfad der Linge p von k nach .
Induktionsschluss: Wir zeigen, dass dann auch fiir ¢ + 1 gilt:

(Wit1)ks =1=3p € Ny : p < 21 A 3 Pfad der Linge p von k nach [.

Sei fiir (I, k) der Wert (W;11)1p =1

(Wi+1)k,l =1= (sgn(WZ . Wi)k,l) =1= (Wz . Wi)k,l >0

= 3 W)k - (Widna > 0= 3m € Gy s (W) = LA (Wi)py = 1

X Ip1,p2 € Ny : p1 < 29 A 3 Pfad der Liange p; von k nach m und py, < 28 A 3
Pfad der Lénge ps von m nach .

Diese Pfade hintereinandergefiigt ergeben einen Pfad der Linge p; +p, < 20 4+2¢ =
2i*1 yon k nach [, und die Behauptung ist bewiesen.

Aufgabe 7.3  (2+2-+3+3 Punkte)

Fiir n € N, sei der Graph G,, = (V,,, E,,) gegeben durch

Vo ={r eNy |z < 2"}

E, ={(z,y) € V, x V, | Jwy,ws € {0,1}" : Nums(wi0wy) = x A Nums(wylws) = y}

a) Zeichnen Sie Gj.



b) Geben Sie die Adjazenzmatrix von G5 an.
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c) Geben Sie die Wegematrix von G3 an.
(Hinweis: Suchen Sie im Graphen nach den Pfaden; verwenden Sie keinen der
vorgestellten Algorithmen.)
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d) Geben Sie die Wegematrix von G an. Beschreiben Sie, in welcher Beziehung
diese Matrix zur Wegematrix von G steht.
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Sei W5 die Wegematrix von G5 un ie Wegematrix von G3.

Dann gilt W5 = ( M(;Q %2 )
2



