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O-Kalkil (2+42)
f :Ng — Npg und g : Ng — Ng seien zwei Funktionen.

a) Zeigen oder widerlegen Sie:
f(n) ¢ O(g(n)) = 3In € Ng : f(n) > g(n).

b) Zeigen oder widerlegen Sie:
In € Ng : f(n) > g(n) = f(n) € O(g(n)).



O-Kalkiil (242)

a) Zeigen oder widerlegen Sie:
f(n) ¢ O(g(n)) = 3In € Ng : f(n) > g(n).

f(n) € O(gn)) = =(dng € Ng : dc¢ > 0 : Vn > ng : f(n) <
cg(n))



O-Kalkiil (242)

a) Zeigen oder widerlegen Sie:
f(n) ¢ O(g(n)) = 3In € Ng : f(n) > g(n).

f(n) € O(gn)) = =(dng € Ng : dc¢ > 0 : Vn > ng : f(n) <

cg(n))
=>VneNg:Ve>0:3dn>ng: f(n) >cg(n)



O-Kalkiil (242)

a) Zeigen oder widerlegen Sie:
f(n) ¢ O(g(n)) = 3In € Ng : f(n) > g(n).

f(n) € O(gn)) = =(dng € Ng : dc¢ > 0 : Vn > ng : f(n) <
cg(n))

=>VneNg:Ve>0:3dn>ng: f(n) >cg(n)

Wahle ng=0und ¢=1: dn > 0: f(n) > g(n), also ist die
Aussage korrekt.



O-Kalkiil (242)

b) Zeigen oder widerlegen Sie:
dn € Npg 1 f(n) > g(n) = f(n) € O(g(n)).

Sei f(n) =2(n—4+ 1) und g(n) =n—+ 1.



O-Kalkiil (242)

b) Zeigen oder widerlegen Sie:
dn € Npg 1 f(n) > g(n) = f(n) € O(g(n)).

Sei f(n) =2(n—4+ 1) und g(n) =n—+ 1.

Dann gilt Vn € Ng : f(n) <2g(n) und Vn € Ng : f(n) > g(n).



O-Kalkiil (242)

b) Zeigen oder widerlegen Sie:
dn € Npg 1 f(n) > g(n) = f(n) € O(g(n)).

Sei f(n) =2(n—4+ 1) und g(n) =n—+ 1.
Dann gilt Vn € Ng : f(n) <2g(n) und Vn € Ng : f(n) > g(n).

Es gilt also f(n) € O(g(n)), obwohl dn € Ng : f(n) > g(n)
gilt. Die Aussage ist somit widerlegt.



Endliche Automaten (3+4+3)

Sei A die Menge aller endlichen Automaten A = (7,29, X, f, F)
mit

Z =1{0,1,2},20 = 0,X = {a,b}, F = {0}, fir die gilt:

aa ¢ L(A) Naaa€e L(A).

a) Geben Sie einen Automaten A € A an, fiir den qilt:

L(A) = {a3™ | m € Ng} U {wba3"12 | w € {a,b}* Am € Ng}.
b) Wie viele Elemente enthalt A7



Endliche Automaten (3+4+3)
a) Geben Sie einen Automaten A € A an, fiir den gilt:

L(A) = {a3" | m € Ng} U {wba3" T2 | w € {a,b}* Am € Ng}.

b
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Endliche Automaten (3+4+3)
b) Wie viele Elemente enthalt A7
Ware f(0,a) = 0, wiirde auch aa akzeptiert werden.

Somit gilt f(0,a) € {1,2}
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Endliche Automaten (3+4+3)
b) Wie viele Elemente enthalt A7

f(0,a) =1:

Ware f(1,a) = 1, wiirde aaa nicht akzeptiert werden.
Ware f(1,a) = 0, wiirde aa akzeptiert werden.

Somit qgilt f(1,a) =2
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Endliche Automaten (3+4+3)
b) Wie viele Elemente enthalt A7
f(0,a) =1, f(1l,a) =2:
f(2,a) muss akzeptierend sein.

Somit gilt f(2,a) =0
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Endliche Automaten (3+4+3)
b) Wie viele Elemente enthalt A7

Es gibt fur jeden Zustand bei Eingabe von b drei Moglich-
keiten fur den Folgezustand

— 33 = 27 Moglichkeiten.
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Endliche Automaten (3+4+3)
b) Wie viele Elemente enthalt A7

Es gibt fur jeden Zustand bei Eingabe von b drei Moglich-
keiten fur den Folgezustand

= 33 = 27 Mdglichkeiten.
Ebenso viele gibt es fir f(0,a) = 2.

Insgesamt gibt es also 54 Autmaten in A.
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Kontextfreie Grammatiken (141434242)

Sei A=4{0,1,K} und Lq,Ly C A* mit
L1 = {wiKws | Numa(R(wy)) < Numa(w) A |wi| = |wy
Ly = {wiKws | Numa(R(w1)) < Numo(w2)}

3

a) Geben Sie ein Wort der Lange 7 aus Lq an.

b) Geben Sie ein Wort der Lange 8 aus Lo, \ L1 an.

c) Geben Sie eine kontextfreie Grammatik G171 an, flr die
gilt: L(G1) = L1.

d) Geben Sie eine kontextfreie Grammatik G» an, fiir die
gilt: L(GQ) = Lo.

e) Geben Sie eine Ableitung fur das Wort 111K10011 in G>
an.
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Kontextfreie Grammatiken (141434242)

a) Geben Sie ein Wort der Lange 7 aus Lq an.

110K111

b) Geben Sie ein Wort der Lange 8 aus L, \ L1 an.

0110K111
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Kontextfreie Grammatiken (141434242)

c) Geben Sie eine kontextfreie Grammatik G171 an, flr die
gilt: L(Gl) = L.

Idee: Nichtterminal merkt sich, ob links groBer, kleiner,
gleich als rechts.
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Kontextfreie Grammatiken (141434242)

c) Geben Sie eine kontextfreie Grammatik G171 an, flr die
gilt: L(Gl) = L1.

Idee: Nichtterminal merkt sich, ob links groBer, kleiner,
gleich als rechts.

G, = ({X:,X<,X>},{O, 17K}7X:7
{X= - 0X=0|1X=1|0X<1]|1X-0,
Xe —>0Xc0]1Xc1|0X<1|1X-0 |K,
X> — OX>O | 1X>1 | OX<1 | 1X>O}),

19



Kontextfreie Grammatiken (141434242)
d) Geben Sie eine kontextfreie Grammatik G» an, flr die

gilt: L(GQ) = Lo.

Idee: Erst einmal wie G1.
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Kontextfreie Grammatiken (141434242)

d) Geben Sie eine kontextfreie Grammatik G» an, flr die
gilt: L(GQ) = Lo.

Idee: Erst einmal wie G1.

Wenn links langer wird, nur Nullen.
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Kontextfreie Grammatiken (141434242)
d) Geben Sie eine kontextfreie Grammatik G» an, flr die
gilt: L(GQ) = Lo.
Idee: Erst einmal wie G1.
Wenn links langer wird, nur Nullen.

Wenn rechts langer wird und links kleiner als rechts, Nullen
und Einsen.
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Kontextfreie Grammatiken (141434242)
d) Geben Sie eine kontextfreie Grammatik G- an, fiir die
gilt: L(G») = Lo.
Idee: Erst einmal wie G1.
Wenn links langer wird, nur Nullen.

Wenn rechts langer wird und links kleiner als rechts, Nullen
und Einsen.

Wenn rechts langer wird und links groBer oder gleich rechts,
mindestens eine Eins.
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Kontextfreie Grammatiken (141434242)

d) Geben Sie eine kontextfreie Grammatik G» an, flr die
gilt: L(GQ) = Lo.

Gy = ({X=,X<,X~,R,L,R1},{0,1,K}, X=,
{X= - 0X=0|1X=1|0X<1]|1X>0| Ry,
X< —0X<0|1X<1|0X<1|1X-0|X|L]|R,
Xs> — 0X>0|1X>1|0X<1]|1X-0| Ry
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Kontextfreie Grammatiken (14143424-2)

d) Geben Sie eine kontextfreie Grammatik G» an, flr die
gilt: L(GQ) = Lo.

Gop = ({X=,X<«,X>,R,L,R1},{0,1,K}, X=,
{X=—-0X=0|1X=1|0X<1]|1X-0| Rq,
X 5 0X0|1Xc1|0Xc1]1X50|K|L|R,
X> —0X-0|1X-1|0X<1|1X-0| Ry

R — RO | R1 | K,

R1 — R10| R1,

L — OL | K})
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Kontextfreie Grammatiken (141434242)

e) Geben Sie eine Ableitung flir das Wort 111K10011 in G»
an.

X= = 1X=1 = 11X=11 = 111X,011 = 111R,011 =
111R10011 = 111R10011 = 111K10011
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Graphen (242+42+2)

Geben Sie fur die folgenden Matrizen jeweils an, ob sie
Wegematrix eines Graphen sein konnen.

Begriinden Sie Ihre Antworten! (Insbesondere: Geben Sie
fur Matrizen M, die Wegematrix sein konnen, einen Gra-
phen an, dessen Wegematrix M ist.)
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(1111 1)
01011
a)|] 00100
00010
\0 000 1)

Die Matrix ist Wegematrix des foldenden Graphen:
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b)

=== =
R O R ==
=== =
N
=== =

\ /

Die Matrix kann keine Wegematrix sein:
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b)

=== =
R O R ==
=== =
N
=== =

\ /

Die Matrix kann keine Wegematrix sein:

Laut Matrix gabe es einen Pfad vom vierten Knoten zum
ersten Knoten.
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b)

=== =
R O R ==
=== =
N
=== =

\ /

Die Matrix kann keine Wegematrix sein:

Laut Matrix gabe es einen Pfad vom vierten Knoten zum
ersten Knoten.

Laut Matrix gabe es einen Pfad vom ersten Knoten zum
zweiten Knoten.
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b)

=== =
R O R ==
=== =
N
=== =

\ /

Die Matrix kann keine Wegematrix sein:

Laut Matrix gabe es einen Pfad vom vierten Knoten zum
ersten Knoten.

Laut Matrix gabe es einen Pfad vom ersten Knoten zum
zweiten Knoten.

Laut Matrix gibt es aber keinen Pfad vom vierten Knoten
zum zweiten Knoten. Widerspruch!
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Die Matrix ist Wegematrix des foldenden Graphen:
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d)

HFOOOK
O N T = i =
O N T = =

GNONGN N
Oo0okrHrkFERF

\ /

Die Matrix kann keine Wegematrix eines Graphen sein:

Nach Matrix musste es Pfade vom funften zum ersten und
vom ersten zum zweiten Knoten geben.

Dann musste es auch Pfad vom funften zum zweiten Kno-
ten geben. Widerspruch!
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d)

R OOO-H+
OoorH+
oOorFHH
e
e

\ /

Die Matrix kann keine Wegematrix eines Graphen sein:

Nach Matrix musste es Pfade vom funften zum ersten und
vom ersten zum zweiten Knoten geben.
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d)

R OOO-H+
OoorH+
Oo0okrHrkFERF
e
e

\ /

Die Matrix kann keine Wegematrix eines Graphen sein:
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Relationen (3)

Die Relation R C M x M sei transitiv, reflexiv und antisym-
metrisch.

Zeigen Sie, dass auch die Relation R~1 = {(y,z) | (z,y) €
R} transitiv, reflexiv und antisymmetrisch ist.
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Relationen (3)

Die Relation R C M x M sei transitiv, reflexiv und antisym-
metrisch.

Zeigen Sie, dass auch die Relation R~1 = {(y,z) | (z,y) €
R} transitiv, reflexiv und antisymmetrisch ist.

Reflexiv: Ve € M : (z,2) € R= (z,z2) e R7L. v
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Relationen (3)

Die Relation R C M x M sei transitiv, reflexiv und antisym-
metrisch.

Zeigen Sie, dass auch die Relation R~1 = {(y,z) | (z,y) €
R} transitiv, reflexiv und antisymmetrisch ist.

Antisymmetrie: Vz,y € M : (z,y) € R~1 A (y,z) € R~ =
(y,z) € RA (x,y) € R= x =y, da R antisymmetrisch ist.
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Relationen (3)

Die Relation R C M x M sei transitiv, reflexiv und antisym-
metrisch.

Zeigen Sie, dass auch die Relation R~1 = {(y,z) | (z,y) €
R} transitiv, reflexiv und antisymmetrisch ist.

Transitivitdt: Va,y,z € M : (z,y) € R~ A(y,2) € Rl =
(y,2) ERA(2,y) e RTE™S (2.2) e R= (2,2) e R v.
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Turingmaschinen (14+242+43+42+42+1)

Die Turingmaschine T" mit Bandalphabet {0,1,0}* und An-
fangszustand r sei gegeben durch folgende Tabelle:

r 0 r1 d [
0 (T07071) (T07071) (7“1,0,1) (dala_l) (l,O,—l)

(ri,1,1) (r1,1,1) (r1,1,1) (,0,—-1) (1,1,-1)
O : E (d,0,—1) - (r,0,1)
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Turingmaschinen (14+2+42+43+2+1)

a) Geben Sie die Anfangskonfiguration fiir die Eingabe
w= 10 an.

b) Geben Sie die Konfigurationen an, die bei der Berech-
nung bei Eingabe von w = 10 auftreten, bei denen sich der
Schreib/Lesekopf auf dem ersten Zeichen des Wortes im
Zustand r befindet.

c) Sei w € {0,1}T. Welches Symbol wurde zuletzt vom
Schreib/Lesekopf gelesen, bevor die Maschine anhalt? In
welche Richtung hat sich der Kopf bei seiner letzten Be-
wegung bewegt?
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Turingmaschinen (14+2+42+43+2+1)

a) Geben Sie die Anfangskonfiguration flir die Eingabe w =
10 an.
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Turingmaschinen (14+2+42+43+2+1)

b) Geben Sie die Konfigurationen an, die bei der Berech-
nung bei Eingabe von w = 10 auftreten, bei denen sich der
Schreib/Lesekopf auf dem ersten Zeichen des Wortes im

Zustand r befindet.

—= 3
o

O =
[

o 3
)
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Turingmaschinen (14+2+42+43+2+1)

c) Sei w € {0,1}T. Welches Symbol wurde zuletzt vom
Schreib/Lesekopf gelesen, bevor die Maschine anhalt? In
welche Richtung hat sich der Kopf bei seiner letzten Be-
wegung bewegt?

Letztes Symbol: O
Letzte Richtung: Rechts (1)
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Turingmaschinen (14+242+43+42+42+1)

d) Zu einem Zeitpunkt wahrend der Berechnung stehe das
Wort w € {0,1}T auf dem Band und der Schreib/Lesekopf
befinde sich im Zustand r auf dem ersten Zeichen von w.

Zum nachsten Zeitpunkt, zu dem sich der Schreib/Lesekopf
im Zustand r auf dem ersten Zeichen des auf dem Band
stehenden Wortes befindet, stehe das Wort w’ auf dem
Band.

In welcher Beziehung stehen w und w'?
e) Schatzen Sie ab, wie viele Schritte T' bei Eingabe des
Wortes w € {0,1}T macht. Vernachlissigen Sie konstante
Faktoren.
f) Schatzen Sie im O-Kalkll moglichst prazise ab, wie vie-
le Schritte T' bei Eingabe eines Wortes w € {0,1}" im
schlimmsten Fall ausfuhren muss.
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Turingmaschinen (14+242+43+42+42+1)

d) Zu einem Zeitpunkt wahrend der Berechnung stehe das
Wort w € {0,1}T auf dem Band und der Schreib/Lesekopf
pbefinde sich im Zustand r auf dem ersten Zeichen von w.

Zum nachsten Zeitpunkt, zu dem sich der Schreib/Lesekopf
im Zustand r auf dem ersten Zeichen des auf dem Band
stehenden Wortes befindet, stehe das Wort w’ auf dem
Band.

In welcher Beziehung stehen w und w’?

Numo(w') = Nums(w) — 1 und |w| = |uw/].
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Turingmaschinen (14+242+43+42+42+1)

e) Schatzen Sie ab, wie viele Schritte T' bei Eingabe des
Wortes w € {0,1}T macht. Vernachlidssigen Sie konstante
Faktoren.

Numo(w) wird Nums(w) mal um 1 vermindert; jedes Ver-
mindern braucht ungefahr 2|w| Schritte.
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Turingmaschinen (14+242+43+42+42+1)

e) Schatzen Sie ab, wie viele Schritte T' bei Eingabe des

Wortes w € {0,1}T macht. Vernachlidssigen Sie konstante
Faktoren.

Numo(w) wird Nums(w) mal um 1 vermindert; jedes Ver-
mindern braucht ungefahr 2|w| Schritte.

T macht also abgeschatzt Numo(w) - |w| Schritte.
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Turingmaschinen (14+242+43+42+42+1)

f) Schatzen Sie im O-Kalkll moglichst prazise ab, wie vie-
le Schritte T bei Eingabe eines Wortes w € {0,1}" im
schlimmsten Fall ausfihren muss.

T macht im schlimmsten Fall (w € {1}*) ©(n2™) Schritte.
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