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Aufgabe 1 (2+2+2 = 6 Punkte)
In dieser Aufgabe geht es um Abbildungen; fiir n € N, gelte wie in der Vorle-
sung: G, ={0,1,...,n—1}.

a)

Sei n > 1. Wie viele Abbildungen gibt es von einer n-elementigen Menge in
eine 2-elementige Menge, die nicht surjektiv sind?

Losung: 2

Erklarung: Eine Abbildung auf eine 2-elementige Menge {a,b} kann nur
dann surjektiv sein, falls alle Elemente auf a oder alle Elemente auf b abge-
bildet werden.

Geben Sie zwei Zahlen n,m € N, an, fiir die gilt: Es gibt mehr injektive
Abbildungen von G,, nach G,, als surjektive Abbildungen von G,, nach G,,.

Hinweis: Achten Sie auf die Indizes!

Losungsvorschlag: n=1,m € {2,3,...}:

Erklarung: Es gibt dann m injektive Abbildungen von G, nach G,,, aber
nur eine surjektive Abbildung von G,, nach G,.

Geben Sie zwei Zahlen n,m € N, an, fiir die gilt: Es gibt mehr surjektive
Abbildungen von G,, nach G,, als injektive Abbildungen von G,, nach G,.

Hinweis: Achten Sie auf die Indizes!

Losungsvorschlag: m =2 n € {4,5...}:

Erkliarung: Es gibt dann n(n — 1) injektive Abbildungen von G,, nach G,
und 2" — 2 surjektive Abbildungen von G,, nach G,,. (siche Teilaufgabe a))
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Aufgabe 2 (2+2+2 = 6 Punkte)
In dieser Aufgabe geht es um Huffman-Codierungen.

Gegeben sei ein Wort iiber dem Alphabet A = {a,b, ¢,d} mit folgenden rela-
tiven Haufigkeiten:

a
v |

wobeil 0 <z < i gilt.

a) Erstellen Sie den Huffman-Baum fiir z = 1.

Losung:

b) Welche Struktur muss der Huffman-Baum haben, damit die Huffman-Codierung
eines Wortes w € A" mit den in der Tabelle angegebenen relativen Haufig-
keiten echt kiirzer als 2|w| sein kann?

Losung:

c¢) Fiir welche z € Rmit 0 < z < % werden Worter mit den angegebenen relati-
ven Héufigkeiten auf genau doppelt so lange Worter iiber {0, 1} abgebildet?

Losung: Dies gilt fiir alle 2 € R mit § <z < 1.



Aufgabe 3 (2+2+3 = 7 Punkte)
In dieser Aufgabe geht es um Mealy-Automaten.

a)

b)

Sei X ={0,1,2,3} und w = 2103 € X*. Geben Sie ein Wort w’ € {0,1}*
an, so dass Nums(w') = Numy(w) gilt.

Numy(w) = Numsy(10010011), also Losung: w’ = 10010011.

Geben Sie einen Mealy-Automaten A = (Z, 2z, X, f,Y, g) mit |Z] < 3, X =
{0,1,2,3} und Y = {0, 1} an, so dass fiir alle Worter w € X* gilt:
Numy(w) = Numa(g** (20, w)).

Losungsvorschlag:

0/00,1]01,2[10, 3|11

Geben Sie einen Mealy-Automaten A = (7,29, X, f,Y,¢g) mit |Z] < 4, X =
{0,1} und Y = {0, 1, 2,3} an, so dass fir alle Worter w € X* mit gerader
Lange gilt: Nums(w) = Numy(g** (20, w)).

Hinweis: ¢**(zp, w) ist die Konkatenation aller Ausgaben, die A bei Eingabe
von w erzeugt.

Loésungsvorschlag:

0[0,1|1 | 1le

O  0[2,1[3
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Aufgabe 4 (4+2+1 = 7 Punkte)

Es sei die kontextfreie Grammatik G = ({S},{a,b},S,{S — aSa | aS | b})
gegeben.

a)

Zeigen Sie durch vollstéindige Induktion:

Vk € Ny : Wenn S =* w gilt, gilt auch In,m € Ny : n > mAw €
{a"Sa™, a"ba™}.

Losungsvorschlag:

Induktionsanfang: k = 0: S =° w bedeutet w = S = a°Sa® = In,m €
No:n>mAwe {a”Sa™, a"va™}. v

Induktionsvoraussetzung: Fiir ein beliebiges, aber festes &k € Ny gelte:
Wenn S =F w gilt, gilt auch In,m € Ny : n > m A w € {a"Sa™, a"ba™}.

Induktionsschluss: Es gelte S =1 '
Dann gibt es ein w € {S,a,b}* mit S =% w = w'.

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es n, m € Ny, so dass gilt:
n>mAw e {a"Sa™, a"ba™}

Da w = w' gilt, muss w = a"Sa™ gelten.

Wendet man die moglichen Produktionen an, erhélt man
w' € {a"t1SamT! antlSam a"ba™}.

Dan+1>m+1und n+ 1> m gilt, falls n > m gilt, gibt es in jedem der
Fille n/,m’ € Ng:n/ >m/ Aw' € {2 Sa™,a" ba™ }.

Damit ist die Behauptung gezeigt.

Seien n,m € Ny mit n > m gegeben.

Erklaren Sie, wie man das Wort a”ba” aus S ableiten kann.

Losungsvorschlag: Man ersetzt m mal das Nichtterminal S durch das Wort
aSa; danach ersetzt man n — m mal das Nichtterminal S durch das Wort
aS; schliellich ersetzt man S durch das Wort b.

Geben Sie eine mathematische Beschreibung von L(G) an.

Hinweis: Abwandlungen von L(G) = {w € X* | S =* w} geben keine
Punkte!

Losung: L(G) = {a"ba™ | n > m}



Aufgabe 5 (2+3+1+2 = 8 Punkte)
Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph.

Die Relation S C V x V sei gegeben durch Vax,y € V : xSy <= es gibt in G
einen Pfad von z nach y und es gibt in G einen Pfad von y nach x.

Die Relation R C V x V sei gegeben durch Vz,y € V : xRy <= es gibt in GG
einen Pfad von x nach y.

a) Geben Sie die Relation S fiir folgenden Graphen G an:

Losung:

b) Zeigen Sie, dass S fiir beliebige gerichtete Graphen G eine Aquivalenzrelation
ist.

Losung:

Reflexivitét: Da es fiir alle x € V' einen Pfad der Lange 0 von x nach =z
gibt, (sowie einen Pfad der Lénge 0 von x nach z), gilt: Vo € V : zSx.

Symmetrie: Vx,y € V : xSy

= es gibt einen Pfad von z nach y und es gibt einen Pfad von y nach z
= es gibt einen Pfad von y nach x und es gibt einen Pfad von x nach y
= ySx.
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Transitivitat: Va,y,z € V : xSy A ySz = es gibt einen Pfad von x nach
y und es gibt einen Pfad von y nach x und es gibt einen Pfad von y nach z
und es gibt einen Pfad von z nach y

= es gibt einen Pfad von z nach z {iber y und es gibt einen Pfad von z nach
x {iber y = xSz.

Fiir welche Graphen G gibt es nur eine Aquivalenzklasse beziiglich S?

Losung: Fiir streng zusammenhédngende Graphen sind alle Knoten zu ein-
ander dquivalent.

Zeigen Sie: Fiir alle xq, 22, y1,y2 € V gilt: 21519 A y1Sy2 N\ 21 Ry1 = 12 Rys.

Losung:

x1Sx9 Ny1.Sys Az Ry, = es gibt einen Pfad von 7 nach x5 und es gibt einen
Pfad von x5 nach x; und es gibt einen Pfad von y; nach y, und es gibt einen
Pfad von y, nach y; und es gibt einen Pfad von x; nach ¥,

= es gibt einen Pfad von x5 nach z; und es gibt einen Pfad von x; nach g,
und es gibt einen Pfad von y; nach y,

= es gibt einen Pfad von x5 nach ys iiber x1 und y; = xoRys.



Aufgabe 6 (1+1+1+2+2+2+42 = 11 Punkte)
Gegeben sei die folgende Turingmaschine 7"

e Zustandsmenge ist Z = {2, 21, 29, 23, 24, 25 }-
e Anfangszustand ist z.
e Bandalphabet ist X = {(J, a, b}.
e Die Arbeitsweise ist wie folgt festgelegt:
‘ 20 21 22 ?3 Z4 ?5
a | (z,0,1) (z1,a,1) (z3,a,—1) - (z4,2,—1)  (z5,b,1)

b | (z5,a,1) (22,b,1) (29,b,1) (24,a,—1) (24,b,—1) (25,2,1)

[ - - (Zg,D,—].) - (Zo,D,l) (Z4,|:|,
(Darstellung als Graph auf der néchsten Seite)

Die Turingmaschine wird im folgenden fiir Eingaben w € {a"b™ | n,m € Ny}
verwendet, wobei der Kopf der Turingmaschine anfangs auf dem ersten Zeichen
von w stehe (sofern w nicht das leere Wort ist).

a)

Geben Sie die Endkonfiguration der Turingmaschine fiir die Eingabe w =
aaabb an.

Losung: Die Bandbeschriftung ist aa, der Kopf steht im Zustand z; auf dem
ersten Bandsymbol hinter dem Wort.

Die Eingabe sei w = aaabbbbb. Geben Sie die Bandbeschriftung an, wenn
T das erste Mal von Zustand z; in den Zustand z4 {ibergeht.

Losung: aabbb

Beschreiben Sie, was 7" macht, wenn 7T sich im Zustand z; befindet (bis sich
der Zustand von T" dndert).

Losung: T fihrt an das erste Bandsymbol vor der Bandbeschriftung(, ohne
etwas an der Beschriftung zu dndern).

Sei n > m und die Eingabe w = a"b™. Welches Wort steht am Ende der
Berechnung auf dem Band?

Losung: a"~! falls n > 1; andernfalls das leere Wort

Sei n < m und die Eingabe w = a"b™. Welches Wort steht auf dem Band zu
dem Zeitpunkt, an dem 7' zum ersten Mal von Zustand z5 in den Zustand
z4 wechselt?

Losung: a” "p"

_1)
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)

Seien n,m € N mit n < m. Geben Sie Zahlen n’,m’ € Ny mit n’ +m’' <
n + m an, so dass gilt:

Bei Eingabe von a"b™ ist am Ende der Berechnung das Band leer <= Bei
Eingabe von a”b™ ist am Ende der Berechnung das Band leer.

Losung: " =m —n,m' =n

Geben Sie vier verschiedene Paare (n,m) € N x N, an, fiir die gilt: Bei
Eingabe von a"b™ ist am Ende der Berechnung das Band leer.

Losungsvorschlag: (n,m) € {(1,1),(1,2),(2,3),(3,5), (5,8),(8,13),...}.
Vier Paare haben geniigt.



Weiterer Platz fiir Antworten zu Aufgabe 6:

Darstellung der Turingmaschine als Graph:

blaR,albR

10



