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Name:
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Matr.-Nr.:
Aufgabe 1 2 3 4 5
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tats. Punkte

Gesamtpunktzahl: Note:




Aufgabe 1 (1,5+1,5+1+42=6 Punkte)

a) Geben Sie das Hasse-Diagramm einer Halbordnung auf einer dreielementigen
Menge an, die genau zwei maximale und zwei minimale Elemente besitzt.

b) Sei A ein Alphabet und L C A* eine endliche Menge.

Geben Sie die Menge der Produktionen einer rechtslinearen Grammatik an,
die L erzeugt.

c) Geben Sie einen reguldren Ausdruck R an, so dass gilt:

(R) = {vw | v,w € {a,b,c}* A N.(v) = Np(w) = 0}

(Np(w) ist die Anzahl der Vorkommen des Zeichens b in w).
d) Geben Sie eine Funktion f : Ny — R{ an, fiir die gilt:

f(n) ¢ O(n?) A f(n) ¢ Qn’logn)



Name: Matr.-Nr.:

Weiterer Platz fiir Antworten zu Aufgabe 1:

Losung:

a) Das Hassediagramm sieht z. B. wie folgt aus:

@ ®

b) P={(S,w)|wé€ L} bzw. P={S > w|we€ L}
c) (alb)*(alc)*
d) Beispiele:

e f(n) =n%log(logn), f(n) = n*J/logn, ...

e aber z.B. auch

n? falls n gerade
-

n?logn falls n ungerade



Aufgabe 2 (5+2+2 = 9 Punkte)

Fir n € Ng,n > 2 sei ein Graph U,, = (G, E,) definiert mit Kantenmenge
E,={{z,y} | 99T (x +y,2n) = 1}.

Zur Erinnerung: Fir m € Ny ist G, = {i | 0 < i < m} und ¢gg7T'(z,y) ist der
grofite gemeinsame Teiler von = und y.

a) Zeichnen Sie die Graphen Us, Uy und Us.

b) Geben Sie fiir Uy und Us jeweils einen Weg an, bei dem der Anfangsknoten
gleich dem Endknoten ist, und jeder andere Knoten des Graphen genau
einmal in dem Weg vorkommt.

c) Geben Sie die Adjazenzmatrix fir Uy an.



Name: Matr.-Nr.:

Weiterer Platz fiir Antworten zu Aufgabe 2:

Losung:

a)
U31 U4:

b) Weg fir Uy: (0,1,2,3,4,5,6,7,0).
Weg fiir Us: (0,1,2,7,6,5,4,3,8,9,0).

)

s

Il
RO, O RO F~O
OO RO RO
RO, OR,ORO
OO RO RO
RO, OR,ORO
OO RO RO~
RO, OR,ORO
OO RO RO




Aufgabe 3 (4 Punkte)
Die Menge M C Nj sei definiert durch:

e 5 und 8 liegen in M.

e Fiir alle m,n gilt:
Wenn n und m in M liegen, dann ist auch n? +m? in M.

e Keine anderen Zahlen liegen in M.

Zeigen Sie durch strukturelle Induktion:

VYneM:nmod3=2.



Name: Matr.-Nr.:

Weiterer Platz fir Antworten zu Aufgabe 3:

Losung:

Induktionsanfang: 5 mod 3 = 8 mod 3 = 2,/.
Induktionsvoraussetzung:

Fiir beliebige aber feste n,m € M gelte: n mod 3 = 2 A'm mod 3 = 2.
Induktionsschritt: Wir zeigen, dass dann auch (n? + m?) mod 3 = 2 gilt.

Da n mod 3 = m mod 3 = 2 ist, gibt es Zahlen £y, ky € Ny, so dass n = 3k; + 2
und m = 3k, + 2 gilt.

Es folgt mit den binomischen Formeln:

n? +m? = 9k} + 12k; + 4 + 9k3 + 12ky + 4 = 3(3k} + 3k2 + 4ky + 4ky) + 8 =
3(3k? + 3k3 + 4ky + 4ky + 2) + 2, und es gilt (n? + m?) mod 3 = 2.

Damit ist die Behauptung bewiesen.

(Alternativ: Aus nmod 3 = 2 folgt n? mod 3 = 2° mod 3 = 4mod 3 = 1;
ebenso gilt m? mod 3 =1, und es folgt (> + m?) mod 3=1+1=2.)



Aufgabe 4 (3+2+2+42 = 9 Punkte)
Gegeben sei das Alphabet A = {a, b}.

Wir betrachten die Sprache L = {a*b™a™ % | m, k € Ny Am > k} iiber A.

a) Geben Sie eine kontextfreie Grammatik G an, so dass gilt: L(G) = L.

b) Geben Sie fiir Ihre Grammatik aus Teilaufgabe a) einen Ableitungsbaum fiir
das Wort aabbba an.

c) Geben Sie alle n € Ny an, fiir die gilt: LN A" # {}

d) Sei n € Ny so gewéhlt, dass L N A™ # { } gilt. Wie viele Elemente enthélt
LN A"



Name: Matr.-Nr.:

Weiterer Platz fiir Antworten zu Aufgabe 4:

Losung:

a) G=({S,X,Y}, {a,b}, S, P} mit
P={S— XY, X 5aXb|e, Y - bYa]|ce}.

b) Der Ableitunsbaum sieht wie folgt aus:

c) Esgilt LN A™ # {} genau dann, wenn n gerade ist.

d) LN A" = {akb/2a/27k | 0 < k < n/2}.
Es folgt |[LN A" =n/2+ 1.



Aufgabe 5 (1+2+2 = 5 Punkte)

Fiir eine Relation R C M x M auf einer Menge M definieren wir die Relation
R~ wie folgt:
R~ ={(z,y) | (y,2) € R} .

Auflerdem hatten wir in der Vorlesung festgelegt:

R ={(z,x) |z € M} .
Widerlegen Sie durch Gegenbeispiel oder beweisen Sie:

a) Wenn RN R~ = R gilt, ist R reflexiv.
b) Wenn RN R~ = RO gilt, ist R symmetrisch.

c) Wenn RN R~ = RO gilt, ist R antisymmetrisch.

10



Name: Matr.-Nr.:

Weiterer Platz fiir Antworten zu Aufgabe 5:

Losung:

a)

Die Aussage ist korrekt:
Wenn RN R~ = R gilt, gilt fiir alle x € M : (z,2) e R®=RNR'CR.

Somit ist R reflexiv.

Die Aussage ist falsch:

Sei M ={1,2} und R = {(1,1),(1,2),(2,2)}.

Dann gilt RN R~ = {(1,1),(2,2)} = R°, aber R ist nicht symmetrisch, da
(1,2) € R aber (2,1) ¢ R gilt.

Die Aussage ist korrekt:

Es gelte RN R~ = RO,

Wir betrachten z,y € M mit (x,y) € R und (y,z) € R. Dann gilt nach
Definition von R™%: (y,z) € R~ und (z,y) € R~

Somit folgt (z,y) € RNR™' = R® = {(2,2) | z € M}, und somit muss = = y
gelten, was die Antisymmetrie beweist.
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Aufgabe 6 (1+2+2 = 5 Punkte)
Die Sprache L C {a,b}* sei definiert als die Menge aller Worter w, die folgende

Bedingungen erfiillen:
e Np(w) > Ny(w) und

e Vuy,v9 € {a,b}*: w # v;bbuy

a) Geben Sie alle Worter aus L an, die genau 4 mal das Zeichen b enthalten.

b) Geben Sie einen regulidren Ausdruck R an, so dass gilt:

(R) = L.

c) Geben sie einen endlichen Akzeptor an, der L erkennt.

Hinweis: Es muss sich um einen vollstdndigen deterministischen endlichen
Akzeptor handeln wie er in der Vorlesung definiert wurde.
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Name: Matr.-Nr.:

Weiterer Platz fiir Antworten zu Aufgabe 6:

Losung:

a) bababab
b) R = (ba)*b.

¢) Der Automat sieht folgendermaflien aus:
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Aufgabe 7 (4+2+1+42 = 9 Punkte)
Gegeben sei die folgende Turingmaschine 7"

Zustandsmenge ist Z = {r, s, u, dy, da}.
Anfangszustand ist r.

Bandalphabet ist X = {0, a,b,0,1}.
Die Arbeitsweise ist wie folgt festgelegt:

r s U dyp da

(r,0,1)  (s,1,—1) (r,0,1) — —

(r,l,l) (r,0,1) (r,1,1)  (dp,0,1) -
)

( 1) N N N (dav 0, 1)

(rbl (s,b,—1) (u,a,—1) (da,0,1) (da,b,1)
(v,0,-1) (dp,0,1) - - -

O o — O

Die Turingmaschine wird im folgenden benutzt fiir Bandbeschriftungen, bei
denen zu Beginn der Berechnung auf dem Band ein Wort v € {0,1}* - {a}*
steht, das von Blanksymbolen umgeben ist.

Der Kopf der Turingmaschine stehe anfangs auf dem ersten Symbol des Einga-
bewortes.

a) Geben Sie fiir die Eingabe 0100aaa folgende Konfigurationen an:

e die Anfangskonfiguration;
e die Endkonfiguration;
e jede Konfiguration, die in einem Zeitschritt vorliegt, nachdem die Tu-

ringmaschine von einem Zustand ungleich r in den Zustand r wechselt.

b) Am Anfang stehe ein Wort wa® mit w € {0,1}* und k € N auf dem Band,
fiir das gelte, dass die Turingmaschine wahrend der Berechnung mindestens
einmal in den Zustand u iibergehen wird.

Welches Wort steht auf dem Band, nachdem 7' zum ersten Mal vom Zustand
u in den Zustand r iibergegangen ist?

¢) Am Anfang stehe ein Wort wa® mit w € {0,1}* und k € N auf dem Band.

Was muss fiir w und k gelten, damit 7" niemals in den Zustand u iibergeht?

d) Am Anfang stehe ein Wort wa® mit w € {0,1}" und k € N auf dem Band.
Welches Wort steht am Ende der Berechnung auf dem Band?
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Name: Matr.-Nr.:

Weiterer Platz fiir Antworten zu Aufgabe 7:

Losung:

a) Wir schreiben den Zustand der Turingmaschine immer vor das Zeichen, auf
dem sich der Kopf befindet.

Anfangskonfiguration: 70100aaa
Zwischenkonfigurationen:

00riilbaa
0010rbba
0007r1bbb
0001raaa
0000rbaa

Endkonfiguration: bOd,O

b) olwl=lfepra(Num2(w)=k)l Repyry (Numsy(w) — k)ak
(Hinweis: Repry(Numsy(w) — k)a” gibt auch noch viele Punkte.)

c) Numg(w) < k.

d) pNuma (w) mod k
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