Grundbegriffe der Informatik
Musterlosung zu Aufgabenblatt 2

Aufgabe 2.1 (3 Punkte)
Gegeben sind folgende Aussagen:

e Jeder Frosch ist gliicklich, wenn alle seiner Kinder quaken konnen.

e Alle griinen Frosche konnen quaken

e FEin Frosch ist griin, wenn er Kind mindestens eines griinen Frosches ist.
Formalisieren Sie diese Aussagen mit Hilfe geeigneter Pradikate in Préadikatenlogik

(4 Préadikate sollten ausreichen).

Losung 2.1
Wir fiihren folgende vier Pradikate ein:

e happy(z): x ist gliicklich
o K(x,y): x ist Kind von y
e green(x): X ist griin

e quak(x): x kann quaken

9

a) Die Aussage “Jeder Frosch ist gliicklich, wenn alle seiner Kinder quaken kénnen.’
ldsst sich pradikatenlogisch folgendermafien schreiben:
Vye F: (Ve e F: K(x,y) = quak(z)) = happy(y)

b) Die Aussage “Alle griinen Frosche konnen quaken.” lisst sich priadikatenlogisch
folgendermaflen schreiben:
Vo € F : green(z) = quak(x)

c¢) Die Aussage “Ein Frosch ist griin, wenn er Kind mindestens eines griinen Fro-
sches ist.” lédsst sich pradikatenlogisch folgendermaflen schreiben:
Ve(Jy € F: K(z,y) A green(y)) = green(x)

Hinweis: Jede korrekte Aussage gibt jeweils einen Punkt. “Kleinigkeiten®, z.B.
Astatt =, geben 0.5 Punkte Abzug.

Aufgabe 2.2 (2 Punkte)
Zeigen oder widerlegen Sie die Aquivalenz der beiden pridikatenlogischen Aussa-
gen A und B.

Aussage A: Vz: (P(x)VQ(x))



Aussage B: Vz: P(z)VVz: Q(x)

Losung 2.2

Gegenbeispiel: Wir wéhlen als Priadikate P(z) : z ist gerade und Q(x) : z ist
ungerade, mit z € N

Dann ist Aussage A wahr, da alle natiirlichen Zahlen gerade oder ungerade sind.
Aussage B ist jedoch falsch. Sowohl Vz : P(x) ist falsch (da nicht alle natiirlichen
Zahlen gerade sind), als auch Vx : Q(z) ist falsch (da nicht alle natiirlichen Zahlen
ungerade sind). Infolge dessen ist auch B falsch, womit keine Aquivalenz der beiden
Aussagen moglich ist.

Hinweis: 0.5 Punkte fiir das Erkennen der Nichtdquivalenz. 1.5 Punkte fiir ein
passendes Gegenbeispiel bzw korrektes Begriinden.

Aufgabe 2.3 (342 Punkte)
Zeigen Sie durch vollsténdige Induktion:

a) Vn € Ny : n® + 5n ist durch 6 teilbar.

b) Vn € Ny : 2273 4+ 2. 5201 ist durch 42 teilbar.
Losung 2.3

a) Induktionsanfang: n = 1: 13 + 5 = 6.ist durch 6 teilbar /

Induktionsvoraussetzung:
Fiir ein festes, aber beliebiges n € N, gelte n3 + 5n ist durch 6 teilbar.

Induktionsschluss: Wir zeigen, dass dann auch gilt: (n + 1)* +5(n + 1) ist

durch 6 teilbar.
(n+1P2+5(n+1)=n*+3n*+3n+1+5n+5=n3+3n>+8n+6=
n3+5n+3n*+3n+6=n>+5n+6+ (3n-(n+1))
Aus der Induktionsvoraussetzung wissen wir, dass n3 4+ 5n durch 6 teilbar
ist. Daher auch n® +5n + 6. Fehlt noch zu zeigen, dass (3n - (n+1)) durch
6 teilbar ist. Hier kann wiederum vollstdndige Induktion anwenden, oder
aber argumentieren:

Da n € N, unterscheiden wir 2 Félle
(a) n ist gerade: = 3n ist Vielfaches von 6 und daher (3n-(n+ 1)) durch
6 teilbar.

(b) n ist ungerade: = (n + 1) ist gerade und daher 3(n + 1) Vielfaches
von 6 = (3n - (n+ 1)) durch 6 teilbar.



Hinweis: TA und IV geben jeweils 0.5 Punkte, der IS gibt 2 Punkte

b) Induktionsanfang: n = 1: 22734+ 2.5271 = 32+ 10 = 42 ist durch 42 teilbar.
V

Induktionsvoraussetzung:
Fiir ein festes, aber beliebiges n € N gelte 2273 4+ 2. 5271 = k. 42 fiir
ein k € Np.

Induktionsschluss:
22(n+1)+3 + 2 . 52(n+1)—1
— 22n+5 + 2 . 52n+1
— 22<22n+3 + 2 A 52n—1) _ 4 A 2 X 52n—1 + 2 X 52n+1
MY 4 (k- 42) + 5% (<8 +2-57)
= 4. (k-42)+ 5142
Da beide Summanden ganzzahlige Vielfache von 42 sind, ist auch die Sum-
me durch 42 teilbar. O
Hinweis: TA und IV geben jeweils 0.5 Punkte, der IS gibt 1 Punkt

Aufgabe 2.4 (243 Punkte)
Gegeben sei folgende induktiv definierte Folge von Zahlen:

ZEOZO
Vn € Ny : 2pp = o + (n+1)°

a) Berechnen Sie xs, x3, 74, x5.

b) Beweisen Sie durch vollstandige Induktion: z,, = w.

Losung 2.4

a) e x9:9
e 13:36
e 1, :100
e 15:225



b) Induktionsanfang: n = 0: Nach Definition gilt zo = 0 = 2./

Induktionsvoraussetzung:
2 2
Fiir ein festes, aber beliebiges n € Ny gelte z,, = %.
Induktionsschluss: Wir zeigen, dass dann auch z, 1 = w

11uss.

gelten

Topr a4 (n+ 1)

Ind.vor. n? . (n + 1)2
B 4
n?-(n+1)>+4(n+1)>3
4
(n+1)2-(n*+4(n+1))
4
(n+1)2-(n?+4n +4)
4
(n+1)%-(n+1+1)
1 O

+(n+1)°

Aufgabe 2.5 (24241 Punkte)

In einem alten Kloster werden drei Stapel aus insgesamt 100 Holzscheiben mit
jeweils unterschiedlichem Durchmesser aufbewahrt. Einst befanden sich alle Schei-
ben so auf einem Stapel, dass jeweils die néchstkleinere auf der vorhergehenden
lag. Seither legen die Ménche am Ende jeder Stunde eine der obersten Scheiben
um. Diese Scheibe legen sie immer auf eine gréfiere, obenliegende Scheibe oder
auf einen freien Platz. Es gibt allerdings nie mehr als drei Stapel. Die Sage geht,
dass die Welt untergeht, sobald an einem anderen Ort der urspriingliche Stapel
wiederersteht.

a) Wie viele elementare Scheibenbewegungen benétigt man, um einen urspriingli-
chen Stapel mit n Scheiben an einem anderen Ort wiedererstehen zu lassen?
Geben Sie eine rekursive und eine geschlossene Formel fiir den allgemeinen Fall
n Scheiben an (n € N, ). Unter einer geschlossenen Formel wollen wir einen
arithmetischen Ausdruck verstehen, in dem nur Zahlen, n und mathematische
Rechenoperationen vorkommen.

b) Beweisen Sie Ihre geschlossene Formel per vollstdndiger Induktion. Sie kénnen
dabei die rekursive Formel benutzen.



c)

Nach wievielen Stunden und (n&herungsweise) Jahrmillionen kénnte demnach
die Welt frithestens untergehen? Nehmen Sie an, dass jedes Jahr 365 Tage hat.

Loésung 2.5

a)

rekursive Formel: m(n +1) =2-m(n) + 1
geschlossene Formel: m(n) = 2" — 1

Erldauterung: Wie kommt man auf die rekursive Formel?

Wir stellen uns vor wir haben den anfianglichen Stapel mit n Schreiben. Dazu
miissen wir insbesondere die unterste, grofite Scheibe bewegen. Dazu miissen
wiederum die auf dieser grofiten Scheibe liegenden n — 1 Scheiben bewegt wer-
den. Zweitens muss auch noch einer der 3 Plétze frei sein, da die grofite Scheibe
nur auf einen freien Platz bewegt werden darf. Wir miissen also alle n — 1
Scheiben auf einen Stapel bewegen (macht m(n — 1) Bewegungen), danach die
unterste Scheibe bewegen, und die n — 1 Scheiben darauf wieder neu errichten.
Das ganze macht zusammen also m(n — 1) + 1 + m(n — 1) Bewegungen.

Hinweis: Fiir volle Punktzahl reicht die Angabe der rekursiven und geschlosse-
nen Formel.
Induktionsanfang: n =1: 2' —1 =1/

Induktionsvoraussetzung:
Fiir ein festes, aber beliebiges n € N, sei m(n) = 2" — 1 die Anzahl der
elementaren Scheibenbewegungen.

Induktionsschluss: m(n+1) et om(n)+152. (2" —1)+1 =21 —241 =
2n+1 -1 O

Hinweis: Jeweils einen halben Punkte fiir [A und IV, 1 Punkt fiir korrekten IS.

Demnach kénnte die Welt in 21°° —1 Stunden untergehen. Das sind ca 1, 45-10%°
Jahrmillionen.



