Grundbegriffe der Informatik
Musterlosung zu Aufgabenblatt 3

Aufgabe 3.1 (141+5 Punkte)

a) Gegeben ist ein Quadrat () mit Seitenldange {. Wie dndert sich die absolute An-
zahl an (nicht iiberlappenden) Quadraten, wenn () in vier kleinere nichtiiber-
lappende Quadrate mit Seitenldnge [/2 aufgeteilt wird?

b) Zeichnen Sie die Teilung eines Quadrates () in 6 kleinere Quadrate, so dass es
keine Uberlappung gibt und die gesamte Fliche von @) mit Quadraten gefiillt
ist. Die kleineren Quadrate diirfen jeweils unterschiedliche Gréfle haben.

¢) Benutzen Sie die vorherigen Teilaufgaben um per vollstindiger Induktion zu
zeigen, dass ein Quadrat Q in n > 5 Quadrate aufgeteilt werden kann, so dass
es keine Uberlappung gibt und die gesamte Fliche von Q mit den n Quadraten
gefiillt ist.

Hinweis: Sie konnen die Aussage benutzen, dass jede ganze Zahl n > 5 ge-
schrieben werden kann in der Form n = a 4+ 3m, mit a € {6,7,8} und m € N,

Loésung 3.1

a) Die Anzahl der Quadrate erhoht sich dadurch um 3.

b)

¢) Induktionsanfang: n = 6,7,8: s.o. die Aufteilung in 6 Quadrate.



7 bzw 8 Quadrate:

Induktionsvoraussetzung:
Fiir ein festes, aber beliebiges n > 8, n € N, gelte: Jedes Quadrat ) kann
(so wie in der Aufgabe gefordert) in n, n — 1 und n — 2 Quadrate zerlegt
werden.

Induktionsschluss: Wir wahlen n > 8 | so dass gilt n — 2 > 6. Da 6 <
n—2 < n, gilt die Annahme fiir n — 2. Das bedeutet wir konnen (nach IV)
ein Quadrat in n — 2 kleinere Quadrate aufteilen. Durch Teilaufgabe a)
weiss man, dass man die Anzahl der Quadrate um 3 erhchen kann, indem
man ein Quadrat viertelt. Da n +1 = n — 2 + 3 gilt, kann man n — 2
Quadrate so aufteilen, um n + 1 Quadrate zu erhalten.

Da die Aussage fiir Zerlegungen in 6,7 und 8 Quadrate gilt und zudem fiir
alle x, 5 < o < n fiir beliebiges n die Aussage fiir n 4 1 impliziert, gilt die
Behauptung fiir alle n > 6.

Hinweis: Fiir den Induktionsanfang gibt es 2.5 Punkte (0.5 Punkte fiir n = 6,
fiir n = {7, 8} gibt es jeweils einen Punkt). Die IV gibt 1.5 Punkte, IS 1 Punkte.
Wichtig ist, dass auch in der IV 3 Félle abgedeckt sind.

Aufgabe 3.2 (2 Punkte)

Es sei A ein beliebiges Alphabet. Fiir alle w € A* ist N,(w) die Anzahl der
Vorkommen des Zeichens z im Wort w.

Geben Sie eine formale, rekursive Definition fiir die Funktion N, (w) an.

Losung 3.2
N.(e) =0



N, (w)+1 fallsz=y

Ywe Ay e A: N, =
v Y (wy) {Nx(w)jt() falls z # y

Aufgabe 3.3 (141 Punkte)

Es sei A = {a,b}. Die Sprache L C A* sei definiert durch L = {ab}*{aa}{b}"*.
Welche der beiden Worter w,, wy, sind in der formalen Sprache L* enthalten?
Falls das zu iiberpriifende Wort w € {w,, w,} in L* liegt, geben Sie eine Zerlegung
in Worter wy, ..., w; aus L an, so dass w = wy - - - wy, gilt.

a) w, = aaabaaab
b) wy, = aaaaabaabb

Loésung 3.3

a) aaabaaab ¢ L*.

b) aaaaabaabb € L*, da aaaaabaabb = (aa)(aa)(abaabb) und aa € L und
abaabb € L.

Aufgabe 3.4 (24+1+2+2 Punkte)
Es sei A = {a,b,c}. Die formalen Sprachen L; C A* und Ly C A* sind wie folgt
definiert:

Ly ={e}U{a} - Lyu{v} - Ly ULy -{c}
Ly ={e}u{a}-Ly-{a}u{b} Ly -{b} ULy Ly
a) Entscheiden Sie, zu welcher(n) Sprache(n) die folgenden Wérter gehoren:
w, = abbabb, wy = abaccb, ws = aabaa, ws = baabaabb
b) Geben Sie die Anzahl der Worter der Lange 4 an, die zur Sprache L; gehoren.
c) Geben Sie alle Worter der Lénge 4 an, die zur Sprache Ly gehoren

d) Geben Sie in eigenen Worten eine moglichst einfache Beschreibung fiir die Spra-
chen L; und L an.

Losung 3.4



a) e wy €Ly ANwy € Ly
’w2¢L1/\’w2¢L2
ow3€L1

o wy € LiNwy € Ly

b) Es gibt 31 Worter der Linge 4 in L.
16 Worter, die kein ¢ enthalten, 8 Worter, mit {a.b}*-c, 4 Worter mit {a.b}*-cc,
2 Worter mit {a.b}* - ccc und cccc}

c) aaaa, bbbb, aabb, bbaa, abba, baab

Hinweis: Pro vergessenem Wort —0.5 Punkte

d) L; beinhaltet Worter, die mit einer beliebigen Anzahl an a’s und b’s (in belie-
biger Reihenfolge) beginnen, gefolgt von einer beliebigen Anzahl an c’s.

Ly beinhaltet alle Konkatenationen von Palindromen gerader Lénge.

Aufgabe 3.5 (3 Punkte)
Es sei L C A* eine formale Sprache. Beweisen oder widerlegen Sie:

LT Lt CcL*t

Loésung 3.5

w € LT - LT beliebig, aber fest gewihlt.

= Jw; € LT : Fws € LT : w = wyws

= dny,ne € Nyt Jwy € L™ 2 Jwy € L™ 1w = wywe

= dny,ne € Ny :w e LMtz

=dneNy:wel”

=we Lt

Daraus folgt Lt - LT C L*.

Hinweis: 1 Punkt fiir die richtige Annahme, 2 Punkte fiir den korrekten Beweis



