Grundbegriffe der Informatik
Musterlosung zu Aufgabenblatt 9

Aufgabe 9.1  (242+2+2+2 Punkte)

Zeigen oder widerlegen Sie:

2) B2 € On?)

2n+1
b) 5" € O(3")
C) (10g2 n)2 c @(25 log, n+log, logy n 10g2 (nB))
)

d) Fiir alle Funktionen f(n) > 0, g(n) > 0 gilt:
f(n) € O(g(n)) = (f(n) + g(n)) € O(g(n))

e) Fiir alle Funktionen f(n) > 0, g(n) > 0, p(n) > 0,
f(n) € O(p(n)) A gln) € O(g(n) = (f(n))?™ €

q(n) > 0 gilt:
O((p(n))4™

Loésung 9.1

a) Zu zeigen: L2 6 O( 2):

n+1
n342n n +2n _ 3,2
nrl = on PH1< P+’ =3gn
. .. . 3
Das heisst fiir ¢ = 2 und ng = 42 gilt: Vn > nq : % < cn?

b) 5" € O(3"):

Angenommen 5" € O(3"), dann existieren ¢ > 0 und ny € Ny, so dass 5" <

c-3",Vn > ng

it <e-3"
< log;(5") < logs ¢+ logs(3")

5
= log3((§)”) < logs ¢

Dies kann allerdings fiir n > logs ¢ nicht erfiillt sein. Somit gilt 57 ¢ O(3").
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c)

Die Behauptung stimmt.

Zu zeigen: n®(log, n)? € O(251082n+lo2logan g0, (5))
951logy ntlog, logy n 10g2<n5) — 95logyn  glogylogyn 10g2 (n5)
= (2°827)5 . log, n - 5logy n

=n’-logyn - 5logyn = n® - 5(log, n)?

= 1 < n5(10g2 ”)2 S

g — 925 logg n+logg logo n 10g2 (17,5)
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Da der Quotient der beiden Funktionen durch eine Konstante beschrinkt wird,
gilt: n®(logyn)? € O(25l82ntlosalogan |50, (1))

Die Behauptung stimmt.

Wir nehmen an f(n) € O(g(n)): d.h. nach Definition J¢ > 0 A Iny € Ny : Vn >
no: f(n) <c-g(n)

Addieren von g(n) auf beiden Seiten, fithrt zu: f(n) 4+ g(n) < c-g(n)+g(n) =
(c+1)-g(n).

Da zudem f(n), g(n) > 0 folgt daraus:

0<g(n) < f(n)+g(n) < (c+1)-g(n),¥n > ng, was bedeutet, dass f(n)+g(n) €
O(g(n)).

Gegenbeispiel: f(n) =p(n) =2, g(n) =2n, g¢(n) =n

Dann gilt zwar f(n) € O(p(n)) A g(n) € O(q(n)), jedoch (f(n))I™ = 22" =
4" ¢ O((p(n))?™) = O(2"), fiir ¢ > 0, mit n > log, ¢, 4" > ¢ - 2"

Aufgabe 9.2 (3+3 Punkte) )
Uberpriifen Sie folgende Relationen R; und R, auf alle Eigenschaften einer Aqui-
valenzrelation:

a)
b)

m,n € R\ {0} :mRin <= IkecRk>0:2 =k

m,n € R:mRyn < 5 <n

Losung 9.2

a)

o Reflexivitiit: R, ist reflexiv. Fiir beliebiges m € R\ {0} gilt: & = k, mit
k=1.

e Symmetrie: R; ist symmetrisch. Fiir beliebige m,n € R ~ {0} gelte:
mRn,also™ =k, mit k > 0. Da gilt: k > 0 Am,n # 0= - = % Da
% > 0 gilt also auch nRym.



e Transitivitidt: R; ist transitiv. Fiir beliebige m,n,p € R ~ {0} gelte:

mRin AnRip, also @ =k A % =7, mit k,7 > 0.

Dagilt:%:m'%:k'jundkwj>OgiltauchmR1p.

= R; ist daher eine Aquivalenzrelation.
b) e Reflexivitiit: R, ist nicht reflexiv. Gegenbeispiel: m = -2 : 32 = —1 &£
—2.
e Symmetrie: R ist nicht symmetrisch. Gegenbeispiel: m = 1,n =2 : % <
2 = mRyn, aber % £ 1.
e Transitivitit: R, ist nicht transitiv. Gegenbeispiel: m =4,n =3,p =2
§<3:>mR2n,%<2:>nR2p, aber%{?.

= R, ist daher keine Aquivalenzrelation.

Aufgabe 9.3 (2 Punkte)
Es sei a ein Array der Linge n.
Gegeben sei folgender Algorithmus:

x 0
for i< 0ton—1do
for j<iton—1do
T+ x + alj]
od
for k « 1 to n* do
x4+ x+k*ali
od
od

Schétzen Sie die Laufzeit moglichst passend im O-Kalkiil ab. Begriinden Sie dabei
Ihre Abschéitzung auf Basis der einzelnen Zeilen des Algorithmus.

Lo6sung 9.3



Folgendes sind die Abschéatzungen der jeweiligen Zeile:

<+ 0: 1
for i< 0ton—1do : n
for j<—iton—1do : n+n—1)4+...+42+1=0,5-n-(n+1)
T+ x+alj]: n+n—1)4...42+1=0,5-n-(n+1)
for k + 1 to n* do : n*+n*+... +n*+nt=n’
r—x+kxall: n?+n’4 ... 4+ n?+n?=n

= Die Laufzeit liegt in O(n?). )
Hinweis: Auf dem zuerst verfiigbaren fehlerhaften Ubungsblatt lief die zweite for-
Schleife bis n—1. Fehler, die auf Annahmen darauf basieren, werden nicht geahndet



