Grundbegriffe der Informatik
Musterlésung zu Aufgabenblatt 12

Aufgabe 12.1 (6 Punkte)
Die Menge M C 72 sei wie folgt definiert:

e {(1,1),(1,2),(2, 1)} C M
e Wenn (m,n) € M, dann ist auch (m +2,n) € M und (m,n +2) € M
e Keine anderen Elemente liegen in M.

Weiter sei die Menge M’ definiert als
M ={(a,b) | a,b € N Aamod 2 =0Abmod 2 =0}
Zeigen Sie: M =N, x N, \ M’

Losung 12.1
Um die Gleichheit zu zeigen, beweisen wir die Existenz der beiden Teilmengenre-
lationen.

[ J MQN+XN+\M/

Induktionsanfang: fiir alle atomaren Elemente (a,b) € {(1,1), (1,2),(2,1)}
ist die Eigenschaft « mod 2 =0 A b mod 2 = 0} nicht erfiillt \/

Induktionsvoraussetzung:
Fiir ein beliebiges, aber festes Element (m,n) aus M gilt: m mod 2 =
1Vnmod2=1.

Induktionsschluss: Es gilt zu zeigen, dass die Eigenschaft auch fiir (m +
2,n) und (m,n + 2) gilt (da dies die einzigen “Produktionen“ weiterer
Elemente aus M ist).

Nach IV ist ausgeschlossen, dass m mod 2 =0 An mod 2 = 0 gilt

= (m+2,n)|(m+2)mod2=1Vnmod2=1

< (m+2,n)|[(mmod2+2mod2)=1Vnmod2=1

< (m+2,n)mmod2=1Vnmod2=1

zweite Moglichkeit der Produktion: = (m,n + 2)jm mod 2 =1V (n +
2)mod2=1

< (m,n+2)|(mmod2+2mod2) =1V (nmod2+2mod2) =1

< (my,n+2)mmod2=1Vnmod2=1

e N, x Ny \ M C M: Wir fithren die Induktion fiir die einzelnen Elemente
(m,n) € Ny x Ny \ M’ iiber deren Summe s = n + m.



Induktionsanfang: (m +n) € {2,3} = (m,n) € {(1,1),(1,2),(2,1)}, was
gerade den atomaren Elementen entspricht. /
Induktionsvoraussetzung:

Fiir ein beliebiges, aber festes s = m+n, mit m mod 2 = 1Vn mod 2 = 1
gilt (m,n) e M

Induktionsschluss: s — s+ 2 3 Moglichkeiten: (m+2,n), (m+1,n+1), (m,
2)
Danach IV (m,n) € Ny xN_\ M’ kann (m+1,n+1) ¢ N. x N\ M,
da sich die Paritdt von m und von n &dndert.
Da nach IV (m’ TL) cM nachKonstruk__t;onsvorschmft (

Da nach IV (m,n) € M

m+2,n) €

M
nachKonstruk__t;onsvorschmft <m7 n+ 2) cM
Aufgabe 12.2 (6 Punkte)

Zu einem gegebenen Wort w sei w = wy - wy, mit |wq| = |we| = |w|/2.

Geben Sie eine Turingmaschine 7' = (Z, 29, X, f, g,m) an, die bei Eingabe eines
Wortes w € {a,b}' genau in die Mitte von w ein Zeichen | einfiigt. Nach Ab-
arbeitung von w steht links von | das Teilwort w; und rechts von | das Teilwort
Ww»o.

Sie konnen davon ausgehen, dass gilt: |w| mod 2 = 0. Was Thre Turingmaschine
fiir Eingabeworter ungerader Lénge tut ist gleichgiiltig.

n-+

Losung 12.2
S R X, C L M Za b
a | (Ra,l) (R,a,1) (C,a,-1) | (Lya,-1) | (L,a,—1) — — —
b | (R,b,1) (R,b,1) (C,b,-1) | (L,b,-1) | (L,b,—1) — — —
a - (X, a,—1) - (M,a,1) | (S,a,1) | (zas|,1) | (2a,a,1) | (24,b,1)
b - (X, b,—1) — (M,b,1) (S,0,1) | (z5],1) | (2p0,1) | (2p,0,1)
o - (X 4, 1) - - - - (er’av 1) (er’b? 1)

Aufgabe 12.3  (2+5 Punkte)
Gegeben sei die Sprache L = {w € {a,b}* | Ju € {a,b}* : www = uu}.

a) Geben Sie alle Worter aus L mit Lénge 4 an.

b) Beschreiben Sie in eigenen Worten das schrittweise Vorgehen einer Turingma-
schine, die bei Eingabe eines Wortes w € {a,b}" genau dann in einem akzep-
tierenden Zustand hilt, falls w € L gilt.

Hinweis: Sie konnen das Verhalten der Turingmaschine aus Aufgabe 12.2 be-
nutzen, ohne dieses im Detail zu beschreiben.



Losung 12.3

a) abab, baba, aaaa, bbbb

b) 1.)

Die TM iiberpriift, ob |w| mod 2 = 0 gilt, indem das erste und letzte un-
markierte Zeichen immer paarweise markiert werden (dhnlich dem Verhal-
ten der TM aus 12.2). Nur bei einer geraden Lénge fithrt die TM ihre
Berechnung fort.

Die TM setzt in die Mitte des Wortes ein Trennzeichen | (in 12.2 beschrie-
ben) und l4uft nach links bis zum Anfang von w

Lese das erste Zeichen 7, markiere es und speichere es im Zustand z;
Laufe weiter nach rechts bis zum ersten unmarkierten Zeichen nach |

”Vergleiche“ dieses Zeichen mit i. Bei Ungleichheit, gilt w ¢ L (Wechsel
zu Fehlerzustand), bei Gleichheit wird das Zeichen markiert und nach links
gelaufen bis |

Laufe weiter nach links bis ein markierten Zeichen auftaucht. Steht rechts
davon |, so wechsle in den akzeptierenden Zustand. Ansonsten beginne von
vorne ab 2.)



