Grundbegriffe der Informatik
Musterlosung zu Aufgabenblatt 13

Aufgabe 13.1  (4+4+2 Punkte)
Fiir £ € N, sei die formale Sprache Ly, iiber dem Alphabet {a,b} folgendermafien
definiert: Das k-letzte Zeichen eines Wortes w € L;, ist ein a.

a) Bestimmen Sie alle Nerode-Aquivalenzklassen zu Ly und geben Sie zu jeder
Klasse einen reguldren Ausdruck an.

b) Geben Sie einen endlichen Akzeptor Aj an, fiir den gilt L(A3) = Ls.

¢) Wie viele Nerode-Aquivalenzklassen hat L;?

Loésung 13.1

a) Es gibt 4 Nerode Aquivalenzklassen.

[bb ]: (((a[b) * bb)[bx) [[ball: {((afb) * ba)|a)
[ab |: ((alb) * ab) [[aa]]: ((a|b) * aa)

b)

c¢) Ly hat 2¥ Nerode-Aquivalenzklassen.



Aufgabe 13.2 (4 Punkte)
Gegeben sei eine Relation R C M x M. R™! ist definiert als {(b,a) | (a,b) € R}.
Zeigen Sie durch vollstindige Induktion: Vi € Ny : (R U R™!)? ist symmetrisch.

Losung 13.2
Wir beweisen die Behauptung durch Induktion nach <.

Induktionsanfang: : = 0 : (RU R™")" ist nach Definition gerade die Identitiit,
welche symmetrisch ist. /

Induktionsvoraussetzung:
Fiir ein beliebiges, aber festes i € Ny gilt: (RU R™1)? ist symmetrisch.

Induktionsschluss: Wir zeigen, dass die Eigenschaft auch fiir (a,b) € (R U
R gilt:
(a,b) € (RUR )™ & (a,b) € (RUR ) o(RUR™))
& 3dce M :(a,c) € (RUR M A(e,b) € (RUR™)

(
IV ay e (RURY) N (be) € (RURY)

= (bya) € (RUR YN o(RUR™)) +— (b a) € (RUR YL | also
(RU R™H™1 ist symmetrisch.

Aufgabe 13.3  (3+1 Punkte)
Die Relation S C N, x N, sei gegeben durch:

nSm <= n ist Primzahl A m ist Primzahl A Repr;,(n) = R(Repry,(m))

a) Uberpriifen Sie S jeweils auf Reflexivitit, Symmetrie und Transitivitéit.
b) Fiir welche nichtleere Grundmenge M ist S € M x M eine Aquivalenzrelation?

Hinweis: Zur Erinnerung: R(¢) = ¢, Vw € A* : Vo € A: R(zw) = R(w)x

Loésung 13.3

a) e Die Relation ist nicht reflexiv, da 3n € N, : (n,n) ¢ S, z.B. (8,8) ¢ S.



e Die Relation ist symmetrisch: (n,m) € S <= n ist PrimzahlAm ist PrimzahlA
Repryo(n) = R(Reprig(m)).
Trivial: Wenn n und m Primzahlen sind, dann sind auch m und n Prim-
zahlen = “Reihenfolge egal

Repryg(n) = R(Repryg(m)) <= R(Repry(n)) = R(R(Repry(m))) <=
Repryo(m) = R(Repry(n))
= (n,m) €S = (m,n) s

e Die Relation ist nicht transitiv: (13,31) € SA(31,13) € S jedoch (13,13) ¢
S, da Repr,,(13) # R(Repr,,(13)

b) S ist z.B. fiir die Grundmenge der einstelligen Primzahlen {2, 3,5, 7} eine Aqui-
valenzrelation.

Aufgabe 13.4 (4 Punkte)
Gegeben sei die folgende Turingmaschine 7"

e Zustandsmenge ist Z = {zo, 21, 22, 23, 24, 25 } -
e Anfangszustand ist z.

e Bandalphabet ist X = {0, a,b}.

e Die Arbeitsweise ist wie folgt festgelegt:

20 21 Z9 Z3 24 25
a|(z,0,1) (z1,a,1) (z3,8,—1) - (z4,2,—1)  (z5,b,1)
b | (25,2,1) (22,b,1) (29,b,1) (z4,2,—1) (24,b,—1) (25,2,1)
O - - (23757_1) - (207D71) (247D7_1)

Der Kopf der Turingmaschine stehe zu Beginn auf dem ersten Symbol von w &€
{a,b}* (sofern w nicht das leere Wort ist).

Geben Sie fiir die Eingabe aabbbb die Anfangskonfiguration, die Endkonfiguration
und jede weitere Konfiguration an, die sich wihrend der Berechnung nach einer
Anderung der Bandbeschriftung ergibt.

Losung 13.4

Anfangskonfiguration: zpaabbbb

Zwischenkonfigurationen:

z1abbbb = abbzyba = z;bbba = bzybaa = azsbaa = aazsaa = aabzsa =
aabbzs;0 = z1abb = azyba = z1ba = z40aa = z1a

Endkonfiguration: az; 0



