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Aufgabe 8.1  (1+1+1+2=5 Punkte)
Es sei U = (V,E) ein ungerichteter Graph. Eine Zusammenhangskomponente von
U ist ein Teilgraph Z’' = (V/, E’) von U, der folgende Eigenschaften hat:

e 7' ist zusammenhingend.

o E'={{x,y} €E|xyeV'}.

e Fiir keinen Knoten v/ € V \ V' gibt es einen zusammenhingenden Teil-
graphen 2" = (V' U {v"},E") von U.

a) Zeichnen Sie einen Graphen mit 5 Knoten, 4 Kanten und 2 Zusammen-
hangskomponenten.

b) Zeichnen Sie einen Graphen mit 5 Knoten, 2 Kanten und 4 Zusammen-
hangskomponenten.

c) Wieviele Zusammenhangskomponenten hat ein ungerichteter Graph U =
(V, E) mindestens und wieviele hat er hochstens?

d) Definieren Sie fiir alle n € N ungerichtete Graphen U™ = (Vmin, Fmin)
und U = (Vrax Emax) dje die von Thnen in Teilaufgabe c) behauptete
minimale bzw. maximale Zahl von Zusammenhangskomponenten haben.

Losung 8.1

a)
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¢) Ein ungerichteter Graph U = (V,E) hat mindestens 1 und hochstens |V|
Zusammenhangskomponenten.
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d) Uit = (Vi ERN) = (G, {{x,y} | X,y € Gu})
U™ = (V"™ Eg®™) = (G, {})

Aufgabe 8.2 (3 Punkte)

Es seien X und Y zwei Mengen und f: X — Y eine Abbildung. Auf X wird eine
Relation R C X x X definiert als R = {(x1,x2) | x1,x2 € X A f(x1) = f(x2)}-
Beweisen Sie, dass R eine Aquivalenzrelation ist.

Losung 8.2

Reflexitvitit: fir alle x € X gilt: f(x) = f(x), also (x,x) € R



Symmetrie: fiir alle x1, x, € X gilt: Wenn (x1, x2) € Rist, dannist f(x1) = f(x2),
also f(xp) = f(x1), also (x2,x1) € R

Transitivitdt: fiir alle x1,x,x3 € X gilt: Wenn (x1,x2) € R und (xp,x3) € R,
dann ist f(x1) = f(x2) und f(x2) = f(x3). Dann ist also auch f(x1) =
f(X3) , also (xl,X3) € R.

Aufgabe 8.3 (1+2+3=6 Punkte)
Es sei G = (V,E) ein gerichteter Graph. Fiir v € V sei 9 C V die Menge aller
Knoten v/, von denen ein Pfad zu v und zu denen ein Pfad von v fiihrt. Der zu
G gehorige Graph G = (V, E) sei definiert durch:
e V={6|veV}
e E={(%9) |29 VAR#gANIxXc2IyeEP: (x,y) €E}
Aufgaben:
a) Zeichnen Sie den Graphen H = (Gy, E) mit E = {(0,1), (1,2), (2,0), (1,3),
(3,4),(3,5), (4,5), (5,6), (6,5)}- .
b) Zeichnen Sie den zugehorigen Graphen H; geben Sie dabei fiir jeden Kno-
ten von H an, welche Knoten von H er enthilt.
c) Beweisen Sie, dass fiir jeden Graphen G der zugehorige Graph G keinen
einfachen Zyklus der Lange 2 enthilt.

Losung 8.3
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¢) Das geht zum Beispiel mit einem Beweis durch Widerspruch:

e Angenommen, G enthielte doch einen einfachen Zyklus der Léange 2.
Dann gébe es in V zwei verschiedene Knoten £ # § und die beiden
Kanten (%£,7) und (9, %) in E.

e Dann gibe es nach Definition von E aber Knoten x € £ und y € # und
die Kante (x,y) € E, sowie Knoten x’ € £ und y’ € § und die Kante
(y/,x") € E.

e Nach Definition von V gibe es in G einen Pfad py von x’ nach x (weil
beide im gleichen # liegen) und einen Pfad p, von y nach y’ (weil
beide im gleichen 7/ liegen).

e Dann gibe es aber auch einen Pfad von y nach x: Man benutzt erst
den Pfad p,, dann die Kante (', x’) und zuletzt den Pfad py.



e Also hitte man sowohl einen Pfad von x nach y als auch einen Pfad
von y nach x und die beiden Knoten miissten in der gleichen Knoten-
menge £ = 1] liegen

e im Widerspruch zur Annahme.

Aufgabe 8.4 (1+2=3 Punkte)
Gegeben sei der Graph H = (G, E) mit E = {(0,1), (1,2), (2,0), (3,4), (3,5),
(4,5), (5,6), (6,3), (6,5)}.

a) Geben Sie die Adjazenzmatrix des Graphen an.

b) Geben Sie die Wegematrix des Graphen an.

Losung 8.4

a) Adjazenzmatrix:
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b) Wegematrix:
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