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Aufgabe 3.1 (1 + 2 + 1 =4 Punkte)
Gegeben seien die zwei Worter u = 10010 und v = 01011 aus Z;.

a) Geben Sie die Dezimaldarstellung der Zahlen an, die u und v als Bindrdar-
stellung haben. Geben Sie die Bindrdarstellung w € Z; der Summe dieser
Zahlen an.

b) Geben Sie die Dezimaldarstellung der Zahlen an, die u, v und w als Zwei-
erkomplementdarstellung haben.

c) Ist w die Zweierkomplementdarstellung der Summe der Zahlen mit den
Zweierkomplementdarstellungen u und v?

Aufgabe 3.2 (5 Punkte)
Wir betrachten Worter tiber der Ziffernmenge Z, = {0,1} und interpretieren
diese wie folgt als ganze Zahlen:
f:Z; = Z,
|w|—1

W — Z numz(w‘w|_1_,')(—2)i.
i=0

Erinnerung: w; bezeichnet das j-te Zeichen von w (von links nach rechts ab 0).
Beweisen Sie durch vollstandige Induktion, dass die Abbildung f surjektiv
ist, das heifst, dass fiir jedes n € Ny gilt:
(e Z3: f(v)=—n)A(Fw e Z;: f(w) =n). (1)

Hinweis: Fur den Induktionsanfang zeigen Sie die Aussage (1) fiir n € {0,1}.
Fiir den Induktionsschritt wihlen Sie ein beliebiges aber festes 1 € Ny derart,
dass fiir jedes n < 7 die Aussage (1) gilt, insbesondere fiir +|7/2|. Dabei ist mit
| x| die grofite ganze Zahl kleiner oder gleich x gemeint (,, Abrunden”).

Aufgabe33 (1+1+1+1+1+1+2+3=11Punkte)
Es sei Z3 die dreielementige Menge {0, 1,2}, es sei D die zweielementige Menge
{L,R} und es seien f und s die Abbildungen

fIZ3><D—>Z3, b s: Z3x D — D,
ZW.
(x,d) = x, (x,d) — d.

a) Geben Sie f((2,L)) und s((1,R)) an.
b) Zeigen Sie, dass die Abbildungen f und s surjektiv aber nicht injektiv sind.
Fiir jedes Wort w € Z3 bezeichne c(w) das Wort

Z|w| — Z3x D,

(w;,R), fallsi gerade ist,
(w;, L), fallsiungerade ist.

Fiir jedes Wort w € (Z3 x D)* bezeichne d(w) das Wort
Z|w| — Z3,



Damit ist ¢ eine Abbildung von Z§ nach (Z3 x D)* und d ist eine Abbildung von
(Z3 x D)* nach Z3.

c) Geben Sie c(€), ¢(02101) und d((0,R)(2,L)(1,R)(0,L), (1,R)) an.

d) Zeigen Sie, dass die Abbildung c injektiv aber nicht surjektiv ist und, dass
die Abbildung d surjektiv aber nicht injektiv ist.

e) Zeigen Sie, dass fiir jedes Wort w € Z3 gilt d(c(w)) = w und, dass es ein
Wort w € (Z3 x D)* gibt so, dass ¢(d(w)) # w gilt.

f) Zeigen Sie, dass die Abbildung d ein e-freier Homomorphismus ist. Frei-
willige Zusatzaufgabe: Zeigen Sie, dass die Abbildung c leider kein e-freier
Homomorphismus ist.

Weiter seien p, t und r die Abbildungen

D D t: Z3 — Z3, r:Zs — Z3,
:D — D,
P 0—0, 0—0,
L — R, bzw. bzw.
R L 1—1, 1—1,
’ 22, 2 2.

Fiir jedes Wort w € (Z3 x D)* bezeichne ®(w) das Wort
Z\w| — Z3 X D

(r(min(t(f (wi)), t(f(wit1)))), p(s(w;))), falls s(w;) =RAD < |w| -2,
i § (r(max(t(f(wi-1)), t(f(w)))), p(s(w;))), falls s(w;) =LAi>1,
(f(wi)/ p(s(wz)))/ sonst.

Somit ist @ eine Abbildung von (Z3 x D)* nach (Z3 x D)*. Ferner sei Ls die
formale Sprache

{0}"-{1}" - {2}".

g) Geben Sie, ®(¢), ®((1,R)), ®((1,R)(0,L)), ®((1,L)(0,R)), ®((0,R)(1,L)),
®((0,L)(1,R)), sowie ®((2,R)(1,L)(0,R)), ®(P((2,R)(1,L)(0,R))) und
O(P(P((2,R)(1,L)(0,R)))) an.

h) Zeigen Sie, dass fiir jedes Wort w € Ls; und jede nicht-negative ganze Zahl
k € Ny gllt

d(D*(c(w))) = w.

Zeigen Sie auflerdem, dass fiir jedes Wort w € Z3 \ Ls gilt

A(@(c(w))) # w0V d(@(c(w))) £ w.

In der Extra-Aufgabe 3.4 auf der nidchsten Seite werden wir sehen, dass wie-
derholtes Anwenden von & auf die Codierung eines Wortes und anschlieflen-
de Decodierung dieses Wort sortiert. Dieser Sortieralgorithmus heifst Odd—Even
Transposition Sort und ist in hohem Grade parallelisierbar.



*Aufgabe 3.4 (2 + 2 + 1 = 5 Extrapunkte)
Fortsetzung von Aufgabe 3.3.
i) Zeigen Sie, dass fiir jedes Wort w € Z3 und jede nicht-negative ganze Zahl
k € Ng gllt
Nums (d(®*(c(w)))) < Nums(d(c(w))).

Zeigen Sie auflerdem, dass fiir jedes Wort w € Z3 \ Ls gilt
Nums (d(P?(c(w)))) < Nums(d(c(w))) — 1.

j) Folgern Sie aus den Teilaufgaben 3.3 h) und 3.4 i), dass es fiir jedes Wort
w € Z3 genau eine nicht-negative ganze Zahl k;, € Ny gibt derart, dass
Vi€ No: (j < ko = d(®(c(w))) ¢ Ls)

A >k = d(DI(c(w))) € L).

k) Zeigen Sie, dass fiir jedes Wort w € Z; gilt
d(CIDkw(c(w))) — ONo(w) . 1N1(w) . 2N2(w).

Moglicherweise ist es hilfreich zuvor zu zeigen, dass fiir jedes Wort w € Z;
gilt
Vi € Z3Vk € No: N;(w) = Nj(d(D*(c(w)))).
Fiir jede positive ganze Zahl n € N kann unsere Variante von Odd-Even Trans-

position Sort auf natiirliche Weise auf Z, anstelle von Z3 verallgemeinert wer-
den.



