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Aufgabe 8.1 ((0.5+0.5+1+1+1+1)+2=7Punkte)
Fiir einen gerichteten Graphen G = (V, E) bezeichnet Aut(G) die Menge aller
Isomorphismen von G nach G, das heifst,

Aut(G) = {f: V — Vbijektiv |Vx e VVy e V: (x,y) € E < (f(x),f(y)) € E}.

Jedes Element von Aut(G) heifst Automorphismus von G und das Tupel (Aut(G), o)
heifst Automorphismengruppe von G.
i) Geben Sie die Automorphismen der folgenden Graphen an:

IR RN ol oo

d) e) f)

ii) Es sei n eine ganze Zahl mit n > 2. Geben Sie vier verschiedene Graphen
G; = (V;,E;),i€{1,2,3,4}, an so, dass fiirjedes i € {1,2,3,4} gilt: |V;| = n
und Aut(G;) = {f: V; — V; | f ist bijektiv}.

Losung 8.1
i) a) Der einzige Automorphismus ist die Identitét:
fiilyp = A1},
U 0.

b) Der einzige Automorphismus ist die Identitit:

f:{1,2} —{1,2},

0= 0.

c) Jede bijektive Abbildung zwischen V und sich selbst ist ein Automor-
phismus:

{flz {1,2} — {1,2},} o fa: {1/21 : ilzz},

V0,
2 1.

d) Die Automorphismen sind die drei ,Drehungen um das Zentrum®:

f:{1,2,3} = {1,2,3}, f3:{1,2,3} = {1,2,3},
{f1: {1,2,3}%{1,2,3},} 12, 13,

VD, 23, 21,
31, 3 2.



e) Der einzige Automorphismus ist die Identitét:

£:{1,2,3} — {1,2,3},
U +— 0.

f) Die Automorphismen sind die zwei Spiegelungen an der vertikalen

Achse:
fa: {1,2,3} — {1,2,3},
fi: {1,2,3} — {1,2,3}, 1—~1,
und
V0, 2+ 3,
3 2.

ii) Fur jedes i € {1,2,3,4} sei V; =V = {v € Z | 1 < v < n}. Die vier
gesuchten Graphen sind gegeben durch die Knotenmengen V;, V,, V3 und
V4, und die Kantenmengen E; = {}, E; = {(v,v) |v € V}, E3 = {(v,w) €
VxV|v#wlund Eg =V x V.

Aufgabe 82 (1+1+1+1=4Punkte)

Fiir einen gerichteten Graphen G = (V, E) heifit ein Teilgraph G’ = (V',E’)

von G genau dann strenge Zusammenhangskomponente von G, wenn G’ streng

zusammenhdngend ist und fiir jeden streng zusammenhangenden Teilgraphen

G" = (V",E") von G entweder V' NV" =@ oder V" C V' ANE" C E’ gilt.
Geben Sie die strengen Zusammenhangskomponenten der folgenden Gra-

phen an:

a) b)
2
S d)
2 ) 4
Losung 8.2
a) Es gibt nur eine strenge Zusammenhangskomponente, ndmlich der Graph
selbst.
b) Es gibt nur eine strenge Zusammenhangskomponente, ndmlich der Graph
selbst.

c) Es gibt genau drei strenge Zusammenhangskomponenten, ndmlich

und @ und @

d) Es gibt genau zwei strenge Zusammenhangskomponenten, namlich



Aufgabe 8.3 (1 + 1 =2 Punkte)

Fiir einen ungerichteten Graphen G = (V, E) heif3t ein Teilgraph G’ = (V', E’)

von G genau dann aufspannender Baum, wenn G’ ein Baum ist und V’ = V gilt.
a) Geben Sie einen aufspannenden Baum des folgenden Graphen an:

2 ) 4
b) Geben Sie fiir jede Zusammenhangskomponente des folgenden Graphen
einen aufspannenden Baum an:

Dabei heifit ein Teilgraph G’ eines ungerichteten Graphen G genau dann
Zusammenhangskomponente von G, wenn der zu G’ gehorige gerichtete Graph

eine strenge Zusammenhangskomponente des zu G gehdrigen gerichteten
Graphen ist.

Losung 8.3
a)

’ und

Achtung: Die angegebenen Baume sind nicht die einzig moglichen!

Aufgabe 84 (1+1+1+2+2=7Punkte)
Fiir jedes n € N sei der gerichtete Graph G, = (V,,, E,) gegeben durch

Vp={iez|1<i<n},
En={()) EVaxVul(i<n—1Aj=i+1)V(i=nAj=1)}

a) Zeichnen Sie G1, G, und Gs.
Fiir jedes n € N und jedes k € N sei E, ; induktiv definiert durch

En,l = Ey,
Vk e N\ {1} : E y =E 0 E, k1,

Ferner sei G, ;. der gerichtete Graph (V;,, E, k).



b) Zeichnen Sie G5, und Gg).

c) Geben Sie E, » in einer Form analog zur Definition von E, an.

d) Beweisen Sie, dass fiir jedes n € N gilt: Der Graph G, ist genau dann
streng zusammenhingend, wenn die Knotenanzahl n ungerade ist.

e) Wie viele strenge Zusammenhangskomponenten hat G, 3 und wie viele
Knoten und Kanten haben diese jeweils?

Losung 8.4
a) Der Graph G; ist (1)

Der Graph G, ist G)C@

Der Graph Gs ist (2)

b) Der Graph Gs; ist

(=)
@A.‘

Der Graph Gg, ist

Y

Eine weitere Darstellung von G ist % (2)

(X )@
& ©
Enp={0,j) e VuxVy|(i<n—-2Aj=i+2)V(i=n—-1Aj=1)V(i=nAj=2)}.

d) Intuition: Ist n ungerade, so ist G, o ein Kreis, also streng zusammenhan-
gend. Ist n gerade, so besteht G, » aus zwei Kreisen, ist also nicht streng
zusammenhdngend.

Beweis: Es sei n € N. Der Graph G, > hat genau n Kanten. Fiir jedes Kno-
tenpaar (x,y) € V,, x V, gilt genau dann (x,y) € E, o, wenn y — x = 2 oder
x=n—1Ay = 1oder x = n Ay = 2. Fiir jedes Knotenpaar (x,y) € V, x V,
gibt es somit einen Pfad von x nach y, wenn y — x nicht-negativ und gerade
ist (im Falle y — x = 0 ist dies der Pfad der Léange 0).
Zunichst sei n = 1. Dann ist G, streng zusammenhéngend.
Jetzt sei n ungerade und n > 2. Weiter seien x und y zwei Knoten von
G2
Fall 1: x ist ungerade und y ist gerade. Da n — x nicht-negativ und gera-
de ist, existiert ein Pfad p = (vg,v1,...,7¢) von x nach n. Dann ist
(vo,v1,...,0,2) ein Pfad von x nach 2. Da y — 2 nicht-negativ und



gerade ist, existiert ein Pfad g = (wp, w1, ..., w;) von 2 nach y. Dann
ist (vg,v1, ..., 0, wo, w1, ..., w;) ein Pfad von x nach y.

Fall 2: x ist gerade und y ist ungerade. Da (n — 1) — x nicht-negativ und

gerade ist, existiert ein Pfad p = (vo, vy, ..., vx) von x nach n — 1. Dann
ist (vg,v1,...,0x, 1) ein Pfad von x nach 1. Da y — 1 nicht-negativ und
gerade ist, existiert ein Pfad g = (wp, w1, ..., w;) von 1 nach y. Dann
ist (vo, v1,..., Uk, Wo, w1, ..., w;) ein Pfad von x nach y.

Fall 3: x < y und x und y sind beide gerade oder beide ungerade. Dann ist

y — x nicht-negativ und gerade. Also gibt es einen Pfad von x nach y.

Fall 4: x > y und x und y sind beide gerade oder beide ungerade.

Fall 4.1: x und y sind gerade. Da (n — 1) — x nicht-negativ und gerade
ist, existiert ein Pfad p = (vg,v1,...,7¢) von x nach n — 1. Dann
ist (vg,v1,...,0, 1) ein Pfad von x nach 1. Da n — 1 nicht-negativ
und gerade ist, existiert ein Pfad g = (wg, wy, ..., w;) von 1 nach n.
Dann ist (wp, w1, ..., w;,2) ein Pfad von x nach 2. Da y — 2 nicht-
negativ und gerade ist, existiert ein Pfad r = (xg,x1,...,X») von
2 nach y. Insgesamt ist (vo, vy, ..., Uk, Wo, W1, ..., W}, X0, X1, -+, Xm)
ein Pfad von x nach y.

Fall 4.2: x und y sind ungerade. Ahnlich zu eben finden wir Pfade (vg, v1, .
(wo, w1, ..., w;,1) und (xg,x1,...,%y) von x nach 2 bzw. 2 nach 1
bzw 1 nach y. Damit ist (v, v1, ..., U, Wo, W1, - ., W}, X0, X1, - -, Xm)
ein Pfad von x nach y.

In jedem Fall finden wir einen Pfad von x nach y. Damit ist G, » streng

zusammenhdngend.

Nun sei n gerade. Dann ist n > 2. Also enthilt V, die Knoten 1 und
2. Angenommen es existiert ein Pfad p = (vg,v1,...,v;) von vg = 1 nach
v = 2. Fur jedes i € Zj ist (v;,v;11) € Eyp, also v;11 —v; = 2 oder
v; = n Avj11 = 2, und somit v; 1 — v; gerade (beachte, dass n gerade ist).
Da vy = 1 ungerade ist, ist fiir jedes i € Z; der Knoten v;1 1 = 2 + v;
ungerade (dies sieht man per vollstindige Induktion ein). Insbesondere ist
v ungerade. Dies steht im Widerspruch zu vy = 2. Somit existiert kein
Pfad von 1 nach 2. Damit ist G, » nicht streng zusammenhéngend.

Insgesamt gilt also die behauptete Aquivalenz.

Falls n ein Vielfaches von 3 ist, so hat G, 3 genau drei strenge Zusammen-

hangskomponenten, jede dieser Komponenten hat /3 Knoten und ebenso

viele Kanten.

Falls n kein Vielfaches von 3 ist, so hat G, 3 genau eine strenge Zusam-
menhangskomponente und diese hat 7 Knoten und ebenso viele Kanten.
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