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Aufgabe 3.1 (2 + 4 = 6 Punkte)
Die Zahlen x,,, n € Ny, seien induktiv definiert durch

xp =0,

firjedesn € Ny: x, =n —x,_1.

a) Geben Sie die Zahlenwerte von x1, xp, x3 und x4 an.
b) Beweisen Sie durch vollstindige Induktion, dass fiir jedes n € Ny gilt:

g, falls n gerade,
m=\n+1

, falls n ungerade.

Losung 3.1
a) X1:1,XQ:1,X3:2,X4:2.
b) Induktionsanfang: xg = 0 = %.
Induktionsschritt: Es sei n € Ny so, dass gilt:

g, falls n gerade, .
Xn =401 (Induktionsvoraussetzung)

, falls n ungerade.

Nach Definition von x,; im ersten Schritt, der Induktionsvoraussetzung
im zweiten Schritt und elementarer Arithmetik in den folgenden Schritten
gilt:

Xpp1=(m+1)—xy,

g, talls n gerade,
=+l -9 +1
> falls n ungerade,
( n+1)— E, falls n gerade,
> g
(n+1)— ! —; 1, falls n ungerade,

(g +1, falls n gerade,

N \ " ; 1, falls n ungerade,
(n+ 2, falls n gerade,
- \ n ;— 1, falls n ungerade,
%, falls n gerade,
T ) n+1

falls n ungerade,

\ 2 /



((n+ ;) + 1, talls n 4+ 1 ungerade,
- \ " —2|_ 1, falls n + 1 gerade,
(" —2’_ 1, falls n 41 gerade,
E \ (m +;) * 1, falls n + 1 ungerade.

Schlussworte: Gemafs des Prinzips der vollstindigen Induktion gilt zu be-
weisende Aussage.

Aufgabe 3.2 (1 +1 + 1 =3 Punkte)
a) Essei w = 10011. Geben Sie # = Num;(w) und v = Numgz(w) an.
b) Geben Sie y = Repr;(285) und v = Repry(285) an.
c) Das Wort u der vorangegangenen Teilaufgabe hat die Lange 6. Geben Sie
& = Repry (Nums (1(0)74(1)) - Repry(Nums (1(2)1(3))) - Repry (Nums (4(4)1(5)))
und ¢ = Numy(¢&) an.
Erinnerung: Fur jedes i € Zg ist (i) das i-te Zeichen des Wortes p.

Losung 3.2
a) u=Nump(w)=1-2041-2'+1.2=1+2+16=19
v=Numz(w) =1-3°4+1-3'+1-3*=1+3+81 =285

b) u = 101120
v = 346

c) { =346 =v
{ =285

Aufgabe 3.3 (2 + 4 + 3 =9 Punkte)
Die Abbildung I sei induktiv definiert durch

I: {o,1}* — {o0,1}",
e—1,
w-0— w-1, wobeiw € {0,1}%,
w-1 I(w) -0, wobei w € {0,1}".

a) Berechnen Sie I(€), I(I(€)), I(I(I(e))) und I(I(I(I(€)))).
b) Beweisen Sie durch vollstindige Induktion iiber die Wortldnge, dass fiir
jedes w € {0,1}* gilt:

Es gibt ein i € Z|j(,)| so, dass (I(w))(i) = 1.

Erinnerung: Fiir jedes w € {0,1}" und jedes i € Z|;(, ist (I(w))(i) das i-te
Zeichen des Wortes I(w).



<)

Es sei E = {u € {0,1}" | esgibteini € Z, so, dass u(i) = 1}. Nach
der vorangegangenen Teilaufgabe gilt I(w) € E fiir jedes w € {0,1}*.
Definieren Sie induktiv eine Abbildung S: E — {0,1}* so, dass fiir jedes
w € {0,1}* gilt: Numy(S(I(w))) = Numgy(w).

Losung 3.3
a) I(e) =
(()) I[(1) =1I(e-1) =I(e)-0=1-0=10
I(I(I(e))) = 1((10)) = I(1-0) = 1-1 =11

b)

I(I(I(I(e)))) = I(11)

I(1-
=1(1-1)=1(1)-0=10-0= 100
Es ist zu zeigen, dass fiir

jedes n € Ny gilt:
Fiir jedes w € {0,1}" gibt es ein i € Z;y(,,)| so, dass (I(w))(i) = 1.

Induktionsanfang: Es sei w € {0,1}. Dann ist w = €. Foglich ist I(w) = 1.
Also ist (I(w))(0) = 1.
Induktionsschritt: Es sei n € Ng so, dass gilt:

Fiir jedes u € {0,1}" gibt es eini € Z;(,,y so, dass (I(u))(i) = 1. (LV)

Weiter sei w € {0,1}"*!. Dann gibt es ein u € {0,1}" und ein x € {0,1}
so, dass u - x = w.

Fall 1: x = 0. Dannist I(w) = I(u-x) = u- 1. Alsoist (I(w))(|w| —1) = 1.

Fall 2: x = 1. Dann ist I(w) = I(u-x) = I(u) - 0. Nach (LV.) gibt es ein
i € Zjj(y) 80, dass (I(u))(i) = 1. Also ist (I(w))(i) = (I(u))(i) = 1.

In jedem Fall gibt es ein i € Z|;(,)| so, dass (I(w))(i) = 1.

Schlussworte: Geméafi des Prinzips der vollstindigen Induktion gilt zu be-
weisende Aussage.

Interpretiert man Worter in {0,1}* als Zahlen in Bindrdarstellung, wobei
man das leere Wort als die Zahl 0 interpretiert, so ist [(w) die Summe von
w und 1. Unter dieser Interpretation bedeutet S(I(w)) = w, dass S(I(w))
die Differenz von I(w) und 1 ist. Die Abbildung S muss die , Transforma-
tionen”, die I vornimmt riickgdngig machen, lax gesagt, miissen wir um
die Definition von S zu erhalten die Pfeile der Form +— in der Definition
von I umdrehen. Eine mogliche induktive Definition von S ist:

S: E—{0,1}%,

l—e¢,
w-1r+ w-0, wobeiw € {0,1}7,
w-0— S(w) -1, wobei w € {0,1}".

Dies ist tatsdchlich wohldefiniert, da der Definitionsbereich von S nur Wor-
ter enthilt in denen mindestens eine 1 vorkommt.



