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Aufgabe 6.1 (2+2+(2+1+1+2)+2+2=14 Punkte)

Es sei A ein Alphabet; es sei £ die Menge aller formalen Sprachen iiber A, das
heiit, L = {L | L C A*}; es sei f: L — L eine Abbildung derart, dass fiir
jede formale Sprache S € £ und jede formale Sprache T € £ mit S C T gilt:
f(S) C f(T); es seien die formalen Sprachen L,, n € Ny, induktiv definiert
durch

Lo ={},
fiir jedes n € No: L1 = f(Lyn);

und es sei Lo die formale Sprache U,,cn, Ln-
a) Beweisen Sie durch vollstandige Induktion, dass fiir jedes n € Ny gilt:
L, C Ln+1‘
b) Beweisen Sie, dass f(Lew) = Lo gilt. Eine formale Sprache mit dieser Ei-
genschaft nennt man Fixpunkt von f.
Hinweis: Fiir jede Menge I und alle formalen Sprachen S; C A%, i € I, gilt

f(Uier Si) = Uier £(Si)-
¢) In dieser Teilaufgabe sei A = {0,1} und es sei
f:L—=L,
L— {0,1}U({0,1}-L).

(i) Geben Sie L1, Ly \ L; und L3 \ L, so explizit wie moglich in der Form
{...} an.

(ii) Geben Sie einen arithmetischen Ausdruck E, in dem das Symbol n
vorkommt und die Sprachen L,, n € Ny, nicht vorkommen, so an,
dass fiir jedes n € Ny gilt: |L,, 1 \ Ln| = E.

(iii) Geben Sie L, ohne Bezug auf die formalen Sprachen L,, n € Ny, an.

(iv) Geben Sie eine kontextfreie Grammatik G so an, dass die von ihr er-
zeugte formale Sprache L(G) gleich L ist.

d) In dieser Teilaufgabe sei A = {0, 1, ; } und es sei

f:L—L,
L~ {0,1}Tu({o,1}*-{;}-L).

Geben Sie eine kontextfreie Grammatik G so an, dass L(G) = L gilt.

e) In dieser Teilaufgabe sei A = {(,)} und es sei G = (N, T,S, P) die Gram-
matik mit den Nichtterminalsymbolen N = {S}, den Terminalsymbolen
T = {(,)} und den Produktionen

P={s—e|s(s}.

Geben Sie eine Abbildung f: £ — £ so an, dass L. = L(G) gilt.



Losung 6.1

Nebenbei: Jede Abbildung g: A* — A" induziert eine Abbildung f: £L — L
vermoge L — ¢(L) mit der gewiinschten Eigenschaft. Und fiir jedes n € Ny gilt
Ly = f"({})- Und Leo = Uyen, f"({}). Und f(Leo) = Upen, £ ({}).

a) Induktionsanfang: Die leere Menge ist Teilmenge jeder Menge. Insbesondere

gilt Lo = {} € f({}) = L.

Induktionsschritt: Es sei n € Ng derart, dass L, C L,,;1. Dann gilt L1 =

f(Ln) - f(Ln+1) = L(n+1)+1-
Schlussworte: Nach dem Prinzip der vollstindigen Induktion gilt die Be-

hauptung.
b) Es gilt
fllo) =f(J L) = U fLn)= U L= U L
n€eNy neNy neNy keN
={u U Lk=Lou |J Li= | Lk = Le.
keN4 keN4 keNg

c¢) (a) L1\Ly=1{0,1}, L\ L; = {00,01,10,11}, L3\ L, = {000,001,010,011,100,101,110,111}.

(b) E =2nF1,

() Lo = {0,1}" oder Lo = {0,1}-{0,1}* oder Lo = {w € {0,1}* |
|w| > 1} oder ...

(d) Die Grammatik G = (N, T, B, P) mit den Nichtterminalsymbolen {B},

den Terminalsymbolen {0, 1} und den Produktionen {B — 0| 1 | OB |
1B} leistet das Gewtinschte.
Nebenbei: Fuir jedes L € L gilt f(L) = {o}u{1}u{o}-Lu{1}-L.
Entfernt man aus diesem Ausdruck die Symbole {, } und -, ersetzt U
durch |, L durch B, = durch — und f(L) durch B, so erhdlt man die
Produktionen in P.

d) Die Grammatik G = (N, T,S,P) mit den Nichtterminalsymbolen {S,B},

den Terminalsymbolen {0, 1, ; } und den Produktionen

{S — B|B;S,
B—0]|1]|0B| 1B}

leistet das Gewtiinschte.
e) Die Abbildung

f:L—=L,
L—{efUL-{(}-L-D},

leistet das Gewtinschte.



Aufgabe 6.2 (2 + 4 = 6 Punkte)
Es sei G = (N, T,8,P) die Grammatik mit den Nichtterminalsymbolen N =
{s,U,X,Q}, den Terminalsymbolen T = {a} und den Produktionen

P = {S — aU | aXa | Qaa,
U — aal | g,
X — Qaaa | a,
Q — aXa | a}

a) Leiten Sie aus dem Startsymbol das Wort a’ ab. Geben Sie dabei jeden
Ableitungsschritt an.
b) Zeichnen Sie den Ableitungsbaum fiir das Wort a'®.

Losung 6.2

Aus dem Nichtterminalsymbol U sind alle Worter iiber T gerader Lange ableit-
bar. Somit sind aus aU alle Worter tiber T ungerader Linge ableitbar. Aus den
Nichtterminalsymbolen X und Q sind alle Worter tiber T der Langen x, bezie-
hungsweise g,, n € Ny, ableitbar, wobei die nicht-negativen ganzen Zahlen x,
und g, n € Ny, wechselseitig induktiv definiert sind durch

Xg = 1,
q0 =1,
Xp+1 = qn + 3,

tiir jedes n € Np:
n+1 = 1+ x, + 1.

Somit sind aus aXa und Qaa alle Worter tiber T der Liangen 1 + x, + 1 bezie-
hungsweise g, + 2, n € Ny, ableitbar. Es gelten xo =1, 90 =1, x; = g0 +3 =4,
g1 =1+x+1=3,x=6,4=6,x3=9,q93 =8, x4 =11, q4 = 11, x5 = 14,
qs = 13.
a) Da das Wort ungerade Lange hat kann es iiber aU aus S wie folgt abgeleitet
werden:

S = aU = aaalU = aaaaaU — aaaaaaaU — aaaaaaa.

b) Da das Wort gerade Léange hat, ist es nicht iiber alU aus S ableitbar. Da
1+ x5 +1 = 16 gilt, ist das Wort {iber aXa aus S ableitbar.
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