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/8| Aufgabe 1 1+1+1+1+2+1+1=8Punkte)
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a) Gilt die folgende Gleichung fiir alle Mengen A, B und C?
AN(BNC)=(ANB)UANC)

Antwort:

b) (i) Geben Sie eine formale Sprache L; an, fiir die € € LT ist.

(ii) Geben Sie eine formale Sprache L, an, fiir die ¢ ¢ L ist.

c) Ist die aussagenlogische Formel (A — (B — C)) — ((A/AB) — C)

eine Tautologie? Antwort:

d) Es sei A ein Alphabet, es sei n eine nicht-negative ganze Zahl und es
seiw € A" ein Wort der Lange n. Ein Wort s € A* heifst genau dann
Suffix von w, wenn ein Wort u € A* existiert so, dass u-s = w. Geben

Sie die Anzahl der Suffixe von w an. Antwort:

e) Ein gerichteter Baum heifst genau dann ternir, wenn jeder innere
Knoten den Ausgangsgrad 3 hat. Die Hohe eines Baumes ist die
grofite Lange eines Pfades von der Wurzel zu einem Blatt. Geben Sie
die minimale und die maximale Anzahl von Blittern eines ternédren
Baums der Hohe k € Ny an.

minimal: maximal:

f) Geben Sie eine Eigenschaft an, die die folgenden drei schlingenfreien
gerichteten Graphen gemeinsam haben (und die in diesem Satz nicht

schon erwahnt wurde): Antwort:
A B F—G P+—Q
LN L/ g
C D—E H R+ S
N
g) Geben Sie die Anzahl der Kanten des ungerichteten Graphen an, der
die folgende Adjazenzmatrix hat: Antwort:
0100
1011
0110
0100



Weiterer Platz fiir Antworten zu Aufgabe 1:



/ 7| Aufgabe 2 (1.5 + 1.5 + 1 + 3 = 7 Punkte)

Es bezeichne Z das Alphabet Z ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

Fiir jedes w € Z" sei It(w) das Wort all jener Symbole in w die echt kleiner
als das erste Symbol von w sind, wenn man die Symbole in naheliegender
Weise als Zahlen interpretiert. Z. B. sei 1¢(4136425) = 132. AufSerdem sei
It(e) = ¢.

Analog sei eq(w) das Wort all jener Symbole in w die gleich dem ersten
Symbol von w sind. Z. B. sei eq(4136425) = 44. Auflerdem sei eq(¢) = ¢.

SchlieSlich sei gt(w) das Wort all jener Symbole in w die echt grofier als das
erste Symbol von w sind, wenn man die Symbole in naheliegender Weise
als Zahlen interpretiert. Z. B. sei gt(4136425) = 65. Aufierdem sei gt(¢) = ¢.

Eine Abbildung F: Z* — Z* sei fiir alle Worter w € Z* wie folgt definiert:

fall <1
Fw) = {w, alls jw| <

F(lt(w)) - eq(w) - F(gt(w)) sonst

/1.5 a) Geben Sie 1t(208319), eq(208319) und gt(208319) an.

/1.5 b) Berechnen Sie F(208319) an.

/1 ¢) Beschreiben Sie mit einem Wort was F bewirkt.

d) Jeder Berechung eines Wertes F(w) entspricht wie folgt einen
knotenmarkierten gerichteten Baum: Die Wurzel des Baumes ist w.
Von einem Knoten u verlduft genau dann eine Kante zu einem
Knoten v, wenn v = It(u) # € oder v = gt(u) # ¢ ist.

Zum Beispiel ergibt sich fiir F(31520) der Baum

31520

/ N\

120 5

O/ \2

/1 (i) Geben Sie ein Wort w der Lange 7 so an, dass der zu F(w)

gehorende Baum die maximale Hohe 6 hat.

4



/2

(ii) Ein gerichteter Baum heifst genau dann balanciert, wenn alle
Pfade von der Wurzel zu den Blittern gleich lang sind. Geben
Sie ein Wort w der Lange 7 so an, dass der zu F(w) gehorende
Baum balanciert ist.



/4 | Aufgabe 3 (4 Punkte)

Es sei N>, die Menge N \ {1}. Beweisen Sie die folgende Aussage durch
vollstandige Induktion:

Yn €N ﬁ(] 1) 1
>2! )=
o, k n

n
Die Schreibweise H ay steht dabei fuir das Produkt aller Ausdriicke ay, es

k=2
ist also

2
H Qg =az ,
k=2

n+1 n
‘v’nEsz:Hak: ( ak>-an+1
k=2 k=2



Weiterer Platz fiir Antworten zu Aufgabe 3:



/7| Aufgabe 4 2+1+1+1+2=7Punkte)

Es sei Gy der Graph mit Knotenmenge V) = {(0,0)} und Kantenmenge
Eo = {}. Fiir jedes n € Ny seien die Graphen G471 = (Vn41, Ent1) induktiv
definiert vermoge der Festlegungen

Vg1 =VaUd{(n+1,1)[0<i<n+1}C NgxNp
ETI—H :ET‘L U{ ((nll)l(n+]/1)) | O S IS Tl}
U{(mi),(n+1,i+1))|0<i<n}

/2 a) Zeichnen Sie Gy, G; and G, und schreiben Sie in jeden Knoten ein

passendes Zahlenpaar (x,y) € V;, firi € {0,1,2}.

/1 b) Ist G, streng zusammenhédngend?
/0.5 c) (i) Wieviele Zeilen hat die Adjazenzmatrix von G3?
/0.5 (ii) Wieviele Spalten hat die Adjazenzmatrix von G3?

/1 d) Es sei n > 2. Enthélt der Graph G, einen Teilgraphen H, = (Vy, By)

mit gleicher Knotenmenge V,, und Kantenmenge B,, C E,, so, dass Hy

ein Baum ist?

/2 e)

(i) Falls Ihre Antwort in Teilaufgabe d) ,ja” ist:
Geben Sie eine induktive Definition fiir die Mengen B, an:
Geben explizit B, an und wie sich fiir n > 2 aus B,, die Menge
B+ ergibt.

(ii) Falls Ihre Antwort in Teilaufgabe d) ,nein” ist:
Beweisen Sie, dass kein solcher Teilgraph existiert.



Weiterer Platz fiir Antworten zu Aufgabe 4:



/5 | Aufgabe5 (3 + 1+ 1=25Punkte)

In dieser Aufgabe bedeutet wie in der Vorlesung Ny(w) die Anzahl der
Vorkommen des Symbols x im Wort w.

/3 a) Ergédnzen Sie die unten stehende Abbildung zum

Zustandsiibergangsdiagramm eines endlichen Akzeptors mit
Eingabealphabet X = {a, b}, der die formale Sprache

Ly = {w e X" | (Na(w) > 3) A (Np(w) > 2)}
akzeptiert. Sie diirfen keine Zustande hinzuftigen.

Geben Sie einen endlichen Akzeptor an, wie in der Vorlesung
,Grundbegriffe der Informatik” eingefiihrt. (Fiir diejenigen, die schon
anderweitig etwas iiber endliche Automaten gelernt haben: Der
Automat muss deterministisch, vollstindig und ohne e-Ubergéinge

00 O C
O 0 O C
O 0 O C

/1 b) Ist die formale Sprache

Ly ={w e X" [ (Na(w) > 2)A(Na(w) <5)A((Np(w) <4)V (Np(w) > 6)) }

reguldr? Antwort:

/1 c) Ist die formale Sprache

L3 ={weX"|Na(w) +Np(w) <4}

reguldr? Antwort:

10



Weiterer Platz fiir Antworten zu Aufgabe 5:

11



/6 | Aufgabe 6 (2 +1 + 3 = 6 Punkte)

/2

/1

/3

Gegeben sei die kontextfreie Grammatik G = ({S, A,B},{a, b}, S, P) mit der
Produktionenmenge
P={S—>ASB|A|B,
A—Aa|e,
B—bB|e¢ }

a) Geben Sie zwei verschiedene Ableitungsbaume der Grammatik fiir
das Wort aab an.

b) Geben Sie einen reguldren Ausdruck an, der die von G erzeugte
Sprache L(G) beschreibt.

c) Geben Sie eine kontextfreie Grammatik G’ an, die die Sprache
(L(G))* erzeugt.

12



Weiterer Platz fiir Antworten zu Aufgabe 6:
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/ 7| Aufgabe 7 (2.5 + (1.5 + 1) + 2 = 7 Punkte)

Die Turingmaschine T sei graphisch gegeben durch

Ol1iN

— 0l1L ° 110R

O|ON

Dabei bedeuten L und R, dass der Kopf nach links bzw. rechts bewegt wird
und N, dass er nicht bewegt wird.

/2.5 a) Geben Sie die ersten elf Konfigurationen an, die die Turingmaschine

T durchlduft, wenn zu Beginn alle Felder mit dem Blanksymbol
beschriftet sind.

Nutzen Sie dazu die Raster auf der Folgeseite. Notieren Sie die
Bandbeschriftung jeweils nur fiir den Teil des Bandes, der keine
Blanksymbole enthilt.

b) Fiir jede nicht-negative ganze Zahl n € Ny sei ¢ (n) die Anzahl der
Schritte, die die Turingmaschine T bei Eingabe ¢ benétigt, bis das
Wort 0*™ auf dem Band steht.

/1.5 (i) Geben Sie ¢(0), @(1) und ¢(2) an.
¢(0): @(1): ¢(2):
/1 (ii) Vervollstindigen Sie die Rekursionsformel

em+1)=¢Mn)+

durch einen arithmetischen Ausdruck, in dem n vorkommt.

/2 c) Geben Sie eine Abbildung {: Ny — Ny so an, dass ¢ € O() gilt.

Dazu diirfen Sie keine trigonometrischen Funktionen (cos, sin, usw.)
verwenden.

14



Platz fiir Antworten zu Aufgabe 7a):

Schreiben Sie jeweils in die untere Zeile eines Kastens die Bandbeschriftung
und in die obere tiber dem aktuell besuchten Feld den Zustand. Fiillen Sie
erst die linke Spalte, danach die rechte. Die Anfangskonfiguration ist
angegeben. Es steht mehr Platz zur Verfiigung als notig.
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Platz fiir Antworten zu Aufgabe 7:
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