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Aufgabe1l (2 + 1+ 2+ 2 =7 Punkte)

a) Fur1i € {1,2,3,4,5} seien Funktionen f;: N, — N, wie folgt definiert:

o f1(n) =2

ef3(n)=mn

(2")

o fo(n) = (2M)"
o fy(n) = (n?)"

o f5(n) = (n")?

Geben Sie die Zahlen in {1, 2, 3,4, 5} in einer Reihenfolge x1, X2, X3, X4, X5
so an, dass fiir alle 1 <1 <5 gilt: fy, € O(fy,, ).

X1 =14

Erlduterungen:

X2 =

5

X3 =12

X4 =13 X5 = 1

e fy vor fi, weil fr(n) = 2("*) einen schwicher wachsenden Expo-

nenten hat als f;.

e f4(n) = f5(n) = n?", also Reihenfolge egal, aber f3(n) danach,
weil der Exponent 2™ starker wiéchst als der Exponent 2n.

o f3(n)=202"logn) =

Z(anloglogn) _ 2(2n+loglogn)

noch vor f; = p(aniosm)

e analog f4(n) = n?" = 22n108" noch vor f(n) = 20
e analog f;(n) = 20" noch vor f3(n) = 22" logn)

b) Gegeben ist die Grammatik G = (N, T,X,P) mit N = {X,Y}, T = {a, b}
und P ={X — aYb,Y — aY, Y — ¢}. Geben Sie Produktionen p; und p;
an, sodass die Grammatik G’ = (N, T,X,P/) mit P’ = P U {py,p,} die
Sprache L(G') ={a}* - {b}* erzeugt:

Pr=X=Y

P2 =

Y — Yb

c) Geben Sie die Adjazenzmatrix A und die Wegematrix W an, die zu
dem folgenden ungerichteten Graphen G mit 4 Knoten gehoren:

>

I
O —_— O —
— O O O

o O o =

o o = O

S - O =

—_ O = O

oS - O =
—_ O —= O

d) Essei A ={a,b}, [ ={a" I n €N }und [, ={b™ |n € N_}.

Geben Sie prézise die beiden folgenden Sprachen an:

3



[ J L]~L2:
o (L7 L) =

Erlduterungen:

e Falsch ist {a™d™ | n € N}, weil a-Block und b-Block nicht gleich

{a™™ | n,m € N, }

alle Worter aus A*, die nicht mit a enden.

lang sein miissen

e Falsch ist ,alle Worter, die mit b enden”, denn da fehlt das leere

Wort. Aber es ginge z.B. (alb)*b|@* oder Ahnliches.




| / 8] Aufgabe2 (2+ 2+ 4 =8 Punkte)

/2 a) Es sei A = {a, b} und die Abbildung f: A* — A* fiir w € A* wie folgt

gegeben:
fw) = bNa(W)+]aNb(w)+1 )

Dabei bezeichne N,(w) bzw. Ny(w) die Anzahl der Vorkommen des
Zeichen a bzw. b in w.

Vervollstandigen Sie folgende induktive Definition fiir g: A* — A* so,
dass fiir jedes w € A* gilt: f(w) = g(w).

g(e) =| ba

b , fallsx =
Vx € A:Vw e A% glxw) = {Q(W) alls x = a

gw)a, fallsx=0b

Hinweis. Sie diirfen dabei keinen Bezug auf f nehmen.

/2 b) Beweisen Sie, dass die Abbildung f aus Teilaufgabe a) kein Homomor-

phismus ist.

f(e)f(e) = baba # ba = f(e) = f(e - ¢€)

/4 c) Zeigen Sie durch vollstindige Induktion, dass fiir alle n € Ny gilt:

n
D (k+1)25=14n2"
k=0

Losung 2

e Induktionsanfang (IA). Fir n = 0 gilt:

n
D (k+128=2"=1=1+n2""
k=0

e Induktionsvoraussetzung (IV). Fiir ein beliebiges n € Ny gelte
S kolk+ 12k =1+mn2nt,

e Induktionsschritt (IS). Dann gilt:

n+1 n
Y (k+1)2=m+2)2""+ ) (k+1)2
k=0 k=0

1=

(n+2)2n+1 —I-TLZTH_] +1
= (2n+2)2™" +1
= (n+1)2"72 41
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Aufgabe3 (1+1+1+1+2=6Punkte)

Die Homomorphismen hy, h;: {0, 1}* — {0, 1}* seien wie folgt eindeutig fest-
gelegt:

10
11

hi(0) = 00 h,(0)
hi(1) = 11 h,(1)

Ferner seien fy,f;: {0,1}* x{0,1}* — {0, 1}* Abbildungen mit

f1(x,y) = hi1(x)ha(y), f2(x,y) = hp(x)00h (y)

fir x,y € {0, 1}*.

a) Nennen Sie zwei Eigenschaften, die in der Vorlesung vorgestellt wur-
den, und die h; und Huffman-Codierungen gemeinsam haben.

Homomorphismus, Codierung (injektiv), e-frei

b) Geben Sie f,(01,01) an: 1011000011

c) Eine der Abbildungen f; und f; ist injektiv, die andere nicht. Welche
ist nicht injektiv? Begriinden Sie Ihre Antwort.

fy ist nicht injektiv. Zum Beispiel ist

£1(0,1) = hy(0) - ha(1) = 0011 = 0011 - ¢ = hy(01) - ha(e) = £; (01, ¢).

d) Geben Sie eine unendliche Relation M C ({0, 1}*)* an so, dass fiir alle
(x1,Y1,%2,Y2) € M gilt: f1(x1,y1) = fa(x2,Y2) -

Zum Beispiel M = {(01",¢,¢,1™) | n € Np}
denn f1(01™, ¢) = hy(01™) = 0012™ = 00h, (1") = f, (¢, 1™)
(Begriindung war nicht verlangt)

e) Essei M = {w | w € {0,1}* und |w| > 3}. Definieren Sie eine injektive
Abbildung f3: M x M — {0, 1}* so, dass fiir alle x € Mundy € M
und fiir i € {1, 2} gilt: [f3(x, y)| < [fi(x,y)l.

Z.B. f3(x,y) = hy(x)00y oder f3(x,y) = x00h;(y).




/7] Aufgabe4 (1+ 2+ 2+ 2=7Punkte)

In dieser Aufgabe geht es um gerichtete Graphen.

a) Unter welchen Bedingungen ist G = (V, E) ein gerichteter Graph?

- U

V ist endliche nichtleere Menge und E C V x V.

/2 b) Geben Sie prizise fiir jedes n € N, einen gerichteten Graphen G, =
(Vn, En) an, der streng zusammenhdngend ist und genauso viele Kan-
ten wie Knoten hat.

V, = {i€N0|"L<TL}

En=[{(L,i+1)[{i+1 € Vy}U{(n—-1,0)}

/2 c) Begriinden Sie, warum ein Graph mit mindestens zwei Knoten und
weniger Kanten als Knoten nicht streng zusammenhangend sein kann.

/2 d) Fiir einen gerichteten Graphen G = (V,E) sei sg: E — V die Abbil-
dung, die jeder Kante ihren Startknoten zuordnet. Beweisen oder wi-
derlegen Sie:

Fiir jeden gerichteten Graphen G gilt: Wenn sg surjektiv ist,
dann ist G streng zusammenhdngend.

Losung 4

c¢) Es sei n > 2 die Zahl der Knoten, k < n die Zahl der Kanten und
zg: E — V mit zg((a,b)) = b die Abbildung, die jeder Kante Ihren
Zielknoten zuordnet.

Da k < n ist, ist zg nicht surjektiv. Es gibt also einen Knoten y, zu
dem keine Kante hinfiihrt. Folglich fiihrt tiberhaupt kein Weg in G
von irgendwelchen Knoten # y zu y hin. Und da n > 2 ist, gibt es
einen Knoten x # y. Von x fiihrt also kein Weg zu y.

Also ist G nicht zusammenhéngend.

d) Die Aussage ist falsch; Gegenbeispiel: @ @



Aufgabe 5 (2 + 2 + 2 = 6 Punkte)

Gegeben ist folgender Algorithmus A. Er bekommt als Eingabe ein Wort
x € {a,b}* und liefert ein Wort w € {a,b,c}* als Ausgabe. y,z € {a,b,c}*
und i € Ny werden von A als weitere Variablen benutzt. Es wird davon
ausgegangen, dass die Symbole eines Wortes von links nach rechts ab 0
durchnummeriert sind; also ist z. B. w(0) das erste Symbol eines nichtleeren
Wortes w.

// x ist das Eingabewort

// - bedeutet immer Konkatenation

Yy e

ZcC

1 x|

while i > 0 do
ifx(i—1)=atheny+y-bbfi

zZcCc-z

1e—i—1
od
We—y-z

// w ist das Ausgabewort

a) Gegeben sei das Eingabewort x = ab. Geben Sie folgende Werte an:

e Wert von z vor dem ersten Schleifendurchlauf: z =

2
1<

e Anzahl r der Durchldufe durch den Schleifenrumpf: T

IN

e Wert z; von z am Ende des i-ten Schleifendurchlaufs fiir 1

Z1 =| CcC Zp) = | CCcC 3 =| — Zy =| —| Zjs

Hinweis: Nutzen Sie so viele Késtchen wie notig und streichen Sie
die restlichen durch.

e Wert von y am Ende des Algorithmus: y=|bb

b) Geben Sie eine kontextfreie Grammatik G = (N, T, S, P) an, sodass L(G)
gleich der Menge aller moglichen Ausgaben w von A ist (fiir Eingaben
x € {a,b}"). Ihre Grammatik darf hochstens 3 Nichtterminalsymbole
haben (also [N| < 3).

c) Geben Sie eine préizise Beschreibung der Ausgabe w von A in Abhén-
gigkeit der Eingabe x € {a,b}" an.

Hinweis. Sie diirfen dabei die Notation Ng(w) verwenden, welche fiir
die Anzahl Vorkommen des Zeichens s im Wort w steht.



Losung 5

b) N={S,A}, T ={b,c} und
P={S — bbSc| Acg,
A — Acle}
oder
N ={S}, T={b,c}und P ={S — bbSc | Sc | c}

c) z = (bb)Nal¥) i+
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Aufgabe 6 (2+ 1+ 1+ 2= 6 Punkte)

Es sei das Alphabet X = {a, b} und die formale Sprache
L = {w € X* | w enthilt nicht bab als Teilwort}

gegeben.

a) Geben Sie einen endlichen Akzeptor an, der L erkennt.

b) Geben Sie einen reguldren Ausdruck R an, sodass LU (R) = X* gilt
und LN (R) endlich aber nicht leer ist:

R = (alb)*bab(alb)*|@*

c) Angenommen, R ist ein reguldrer Ausdruck mit (R;) = L, wobei L das
Komplement von L bezeichne.

Gibt es einen reguldren Ausdruck R;, der Ry als Teilwort enthélt, und
so, dass (R;) = L gilt? Falls ja, geben Sie einen solchen reguldren Aus-
druck an; andernfalls begriinden Sie, warum das nicht sein kann.

Ja, z.B. Ry = BRy |a*x(b|baaax) *ax*.

d) Betrachten Sie jetzt fiir die oben angegebene Sprache L die Relation
~ € X* x X* mit
W)~ Wy &= w; €ELVw-w, §EL
fur alle wy, wy € X*.

Zeigen Sie, dass ~| eine Aquivalenzrelation ist, und geben Sie die An-
zahl der Aquivalenzklassen an.

Losung 6
a b
a

d) Die Bedingung wy € LV w; - w, € L ist dquivalent zu folgender Aus-
sage: , w1 enthélt bab als Teilwort — wy - w; enthilt bab als Teilwort.”
Diese Aussage ist wahr fiir alle wi, w; € X*, also ist ~ = X* x X* (tri-
vialerweise) eine Aquivalenzrelation mit nur einer Aquivalenzklasse.
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| / 5] Aufgabe7 (1+ 1+ 3=>5Punkte)

Betrachten Sie folgende Turing-Maschine T mit Eingabealphabet {a, b, c}:

o|go

OruOwr:

a|gao

/1 a) Halt T halt fiir jede Eingabe an? Falls ja, begriinden Sie, warum das so
ist. Falls nicht, geben Sie eine Eingabe an, fiir die T nicht halt.

/1 b) Ist die folgende Aussage wahr oder falsch?

,Jede Turingmaschine, deren Zustandsgraph schlingenfrei und azy-
klisch ist, muss eine endliche Sprache akzeptieren.”

Beweisen Sie die Aussage oder widerlegen Sie sie anhand eines Ge-
genbeispiels.

/3 c) Die Zustandsiibergdnge von T seien wie folgt durchnummeriert:

1. 4
oK SORRIo= 0
e

Geben Sie fiir jedes i € {1, ..., 6} die Sprache L(T;) an, wobei T; die Tu-
ringmaschine ist, die entsteht, wenn man den i-ten Zustandsiibergang
von T entfernt:

1. L(Ty) =| {e} 4. L(Ty) =| {}
2. L(Th) =] {¢} 5. L(Ts) =| L(T)
3. L(T3) = {¢} 6. L(Tg) =| L(T)

wobei L(T) = {(abc)™ | n € Ny}
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Losung 7

a) Der Zustandsgraph von T enthilt einen einzigen Zyklus, den T hochs-
tens so viele Schritte entlanglduft, wie Eingabesymbole auf dem Band
stehen. Da das nur endlich viele sind, kommt T nach endlich vielen
Schritten aus dem Zyklus heraus, und hélt hochstens einen Schritt spa-
ter.

b) Die Aussage ist falsch. Z.B. hat folgende Turingmaschine keine Schlin-
gen und keinen Zyklus, akzeptiert aber die Sprache X*, wobei X das

Eingabealphabet ist:
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