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Aufgabe 3.1 (2+1+1+1=05Punkte)
Es seien P, Q, und R aussagenlogische Variablen.
a) Stellen Sie eine Wahrheitstabelle fiir folgende aussagenlogische Formel auf:

G=(((P-QPvP-=R)N—=@Q—=R)

Hinweis. Fithren Sie bei Ihre Wahrheitstabelle fiir jedes aussagenlogische Konnektiv
von G eine dazu zugehorige Spalte auf.

b) Geben Sie eine aussagenlogische Formel G’ an, die zu =G &dquivalent ist (d.h., es
gilt G’ = = G) und die hochstens zwei aussagenlogische Konnektive (d.h. also A, v,
—, oder <) enthalt.
Hinweis. Die Negation (—) diirfen Sie als Konnektiv beliebig oft verwenden.

c) Geben Sie eine Tautologie G” an, die sich von G um hochstens ein Zeichen unter-
scheidet.

d) Gibt es eine Formel F, sodass G — F unerfiillbar ist? Falls ja, geben Sie eine solche
Formel an; andernfalls begriinden Sie, warum dies nicht der Fall sein kann.

Losung 3.1
a) Wahrheitstabelle:
P Q@ R|P—=Q P=-R (P-Qv(P—-R) Q—R| G
f £ f w w w w w
f f w w w w w w
f w f w w w f f
f w w w w w w w
w f f f f f w w
w f w f w w w w
w w f w f w f f
W W W w w w w w

b) QAR

A G=((P->Qv®P->R)HvQ—-R)

d) Nein, das kann nicht sein, weil es eine Interpretation I gibt, sodass val;(G) = f.
Damit ist val;(G - F) = b—(f,val;(F)) = w, also ist G — F stets erfiillbar.

Aufgabe 3.2 (1 +1+3+1+2+3=11Punkte)

Es sei Vara, C {P; | i € No} ein Alphabet aussagenlogischer Variablen. Fiir eine Menge
M C For4y, von aussagenlogischen Formeln sowie i € No moge V(M) wie folgt induktiv
definiert sein:

Vo(M) =M und  Via(M) ={frg|f€ViM)ge M}

AuBlerdem sei V(M) = Uien, Vi(M).
a) Geben Sie V3(M) fiir M = {P} explizit an.
b) Es sei m € Ng und M = {P; | j € Z,}. Geben Sie einen arithmetischen Ausdruck
fiir |V;(M)| in Abhéngigkeit von i € Ng und m an.
Erinnerung. Z,, = {j € No | j < m}
c) Beweisen Sie Ihre Behauptung aus |b)| mittels vollstandiger Induktion {iber i € No.



Es sei jetzt Vara, = {P,Q,R, S}. Ferner bezeichne L die unerfiillbare Formel P A =P sowie
T die Tautologie P v —P. Eine Horn-Klausel ist ein Element der Menge

K={T—=v|veVara }U{f—=g|feV(Varar),g € Varar U{L}}

und eine Horn-Formel ein Element der Menge V (K).

d) Geben Sie eine Horn-Formel F € V(K) mit mindestens 6 Horn-Klauseln an und
so, dass diese Klauseln alle paarweise nicht dquivalent sind (d. h., sind k; und k;
Klauseln von F und k; # ky, so gilt k1 # ky). Kennzeichen Sie anschliefSend, was
die Horn-Klauseln von F sind.

e) Gibt es eine unerfiillbare Horn-Formel G € V(K), in der L als Teilwort nicht
vorkommt? Wenn ja, geben Sie eine solche Formel an; andernfalls begriinden Sie,
warum dies nicht der Fall sein kann.

f) Betrachten Sie folgende Horn-Formel:

H=CFAR=>QDA(T =2QDAPAQAS = 1)A(Q—19)

Geben Sie eine Interpretation I: Var,; — B an, die Modell von H ist und so, dass
die Anzahl Variablen, die von I mit f belegt werden (d.h. [{v € Varay | I(v) = £}),
minimal ist. Begriinden Sie anschlieffend, warum Ihre Interpretation I tatsachlich
minimal ist.

Hinweis. Thre Begriindung soll moglichst pragnant sein. Insbesondere sollen Sie
keine Wahrheitstabelle o. A. angeben.

Losung 3.2
a) Va(M) = {PAPAPAP}
b) [Vi(M)| = m'™*!
c) Zu beweisen: Fiir jedes i € Ny gilt: |V;(M)| = m'*1.
o Induktionsanfang (i = 0): |Vo(M)| = |[M| = m = m®+1
* Induktionsschritt (i — i+ 1): Es sei i € Ng beliebig
Induktionsvoraussetzung (IV): |V;(M)| = m'*1
Zu zeigen ist die
Induktionsbehauptung: |Vi,1(M)| = mi+?
Esist Vis1(M) = {fag | f € Vi(M),g € M}. Fiir jedes f € V;(M) gibt
es daher |M| unterschiedliche Formeln fA ¢ mit ¢ € M in V;;1(M) (und
fur f/, f" € Vi(M) mit f" # f" sind f'Ag' und f" A" fiir ¢',¢" € M stets
unterschiedlich).
Also ist | Vi 1(M)| = |V;(M)| - |M|. Das ist nach IV = m'*! . m = mi+2,
d) ZB.(T=P)A(T=QDAP-=>QPA@AR—= LIAPAQR—=PI)A(S— 1)
Die Klauselnsind T =P, T = Q,P—>Q, QAR— 1,PAQ—=Pund S— L.
e) Nein, weil dann die Interpretation I mit I(v) = w fiir jedes v € Vary stets Modell
von G ist.
f) I(P) = f und fiir alle anderen v € Vara: I(v) = w
Das ist minimal, denn werden in einer Interpretation I alle Variablen mit w inter-
pretiert, dann ist val;(PAQA S — L) = f und folglich auch val;(H) = f; I wére also
gar kein Modell von H wie gefordert.

Aufgabe 3.3 (3 Punkte)



Betrachten Sie die Abbildung f: Ng — Ny, die wie folgt festgelegt ist:
f(0)=0 und VneNy:f(n+1)=2f(n)+n+5

Beweisen Sie durch vollstandige Induktion, dass fiir jedes n € Ny gilt:

f(n)=6(2"—-1)—n

Losung 3.3
¢ Induktionsanfang. Fir n = 0 gilt:
F0)=0=6-0-0=6-(20—1)—0
* Induktonsschritt n — n + 1: Es sei n € Ny beliebig.
Induktionsvoraussetzung (IV). Es gelte f(n) = 6(2" —1) —n
Zu zeigen: Induktionsbehauptung (IB) f(n +1) = 6(2"*1 —1) — (n + 1).
Man rechnet:

f(n+1)=2f(n)+n+5
Yo" —1)—n)+n+5

=6(2" —2)—2n+n+5
=6(2" —1)—6-n—-1+6
=6(2"1 —1)— (n+1)



