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Hinweis: Auf den Aufgabenblittern 7 bis 12 wird man insgesamt genau 120 Punkte
erreichen konnen. Wer den Ubungsschein erwerben will, kann dies also nur dann sicher
schaffen, wenn in diesem zweiten Teil mindestens 60 Punkte erreicht werden. Es kann
sein (muss aber nicht), dass am Ende die Punktegrenze etwas gesenkt wird.

Aufgabe 11.1 (1.5 + 1.5 = 3 Punkte)

Es seien beliebige Funktionen f,g: No — N gegeben. Zeigen oder widerlegen Sie:
a) Wenn log f(n) =< g(n), dann f(n) =< 28(").
b) Wenn f(n) < 28(") und g(n) < 1, dann log f(n) < g(n).

Hinweis. Mit ,log” ist der Logarithmus zur Basis 2 gemeint.

Losung 11.1

a) Die Behauptung ist falsch. Z.B. fiir f(n) = 2" und g(n) = 2n istlog f(n) = n <
2n = g(n) aber f(n) = 2" % 4" = 22" = 28(n),

b) Die Behauptung ist falsch. Ist z.B. f(n) = g(n) = 1, dann auch f(n) < 28(*) =2,
Es gilt aber log f(n) = 0 % 1.
Hinweis fiir Interessierte:
Die Behautpung ist iibrigens richtig, falls g(n) % 1 ist:
Weil f(n) < 28(1) g0 gibt es ¢,¢’ € R} und np € Ny mit c28(n) < f(n) < c'28(n)
fiir jedes n > ny. Logarithmieren ergibt g(n) + logc < log f(n) < g(n) + log¢’ fur
n > ngp.
Ferner gilt g(n) € Ny fiir jedes n € Ny, also g(n) > 1 und damit g € O (1). Weil
aber g(n)  ® (1) = Q(1)NO (1), so folgt g(n) ¢ O (1). Damit gibt es insbesondere
ny € No mit g(n) > —2logc fiir n > n. (Der interessante Fall ist dabei 0 < ¢ < 1.)
Fiir n > nj = max{ng, n;} gilt dann

log f(n) > g(n) +loge > g(n) — 18(n) = 75(n)

sowie (nochmals wegen g(n) > 1)

log f(n) < g(n) +1logc’ < g(n) +g(n)logc’ = (1+logc’)g(n)

und es folgt also log f(n) =< g(n).

Aufgabe 11.2 (2 + 2 + 2 = 6 Punkte)
Fiir Funktionen f,g: Ng — R{ sei f(n)°€(") die Menge der Abbildungen h: Ny — R{
mit h(n) = f(n)K" fiir ein k € O (g). Gehen Sie fiir diese Aufgabe davon aus, dass 0° = 1
ist.

Geben Sie fiir jede der folgenden Aussagen an, ob sie immer gelten oder nicht.
Begriinden Sie Ihre Antwort.

a) n+0(n)=0(m+n) b)O(n')=nW c) O(2") =20

Losung 11.2
a) Die Aussage ist falsch, weil z.B. fiir f(n) = lnist f € O (n+n) = O (n) aber
f(n) < n+ g(n) (und insbesondere f(n) # n+ g(n)) fiir jedes g € O (n), das heifit,
fén+0n).
b) Die Aussage ist falsch, weil z.B. fiir f(n) = n?ist f € n°() aber f ¢ O (n').



¢) Die Aussage ist falsch, weil z.B. ist f(n) = 22" € 2°(") (da 2n € O (n)) aber
f(n) =4"¢0(2").

Aufgabe 11.3 (1 +1 + 2 = 4 Punkte)
In dieser Aufgabe haben alle Funktionen als Zielbereich (nur) die Menge R der positiven
reellen Zahlen. Eine Funktion f: Ng — R heifst monoton wachsend, wenn f(n) > f(n')
fiir n > n' ist. Zudem heift f streng monoton wachsend, wenn f(n) > f(n') fir n > n' ist.
a) Zeigen Sie: Wenn f monoton wachsend ist, dann gilt f € Q) (1).
b) Geben Sie eine Funktion g: Ng — R4 mit ¢ € Q) (1) an, die nicht monoton wachsend
ist. Begriinden Sie Thre Antwort.
c) Zeigen Sie: Wenn f streng monoton wachsend und f(n) € Ny fiir jedes n € Ny ist,
dann gilt f € Q) (n).
Tipp. Zeigen Sie mittels vollstindiger Induktion, dass f(n) > n fiir jedes n € N ist.

Losung 11.3
a) Wenn f monoton wachsend ist, dann gilt f(n) > f(0) fiir alle n > 0 und f(0) > 0
nach Voraussetzung. Also ist f(n) > c¢- 1 fiir c = f(0).
b) Z.B. g(0) =2 und fiir n > 1: g(n) = 1. Das ist nicht streng monoton wachsend, da
¢(0) > g(1) ist. Es gilt aber g € Q(1), weil g(n) > 1 fiir alle n € Ny ist.
c) IA: f(0) > 0 nach Voraussetzung. IS: Sei f(n) > n. Dann

f(n+1) > f(n) wegen strikter Monotonie
>n nach IV
also f(n+1)>n
also f(n+1)>n+1 daf(n+1) €Ny

Alsogilt firc=1und Vn > 0: f(n) > c-n.

Aufgabe 114 (0.5 + 0.5 + 1.5 + 1.5 = 4 Punkte)
Es sei A = {0,1}. Ferner sei fiir jedes n € Ny der gerichtete Graph T, = (V,, E,) mit
Vo = {w € A* | [w| < n} gegeben, wobei E, wie folgt rekursiv festgelegt ist:

Ey=9 und E,p1 =E,U{(w,wx)|we A", x € A}

Geben Sie fiir jede der folgenden Funktionen f;: No — Ny jeweils ein gi: No — Np
an, das dazu asymptotisch gleich schnell wiachst (d.h., fir i € {1,2,3,4} gilt jeweils
fi < gi). Fur die g; diirfen Sie nur Konstanten, die Grundrechenarten, Logarithmen, und
Exponentialfunktionen und deren Kompositionen verwenden. Die Variable soll n heiflen.

a) fi:n— min{d(v) |v € V,;}

b) fo: n— max{d(v) |veV,}

c) fanr |[{veV,|d(v) =0} '

d) farn—max{i € Ng | 3Ix,y € V,,: (x,y) € E},}

Losung 11.4
Hinweis. Die Graphen T}, sind die vollstindigen balancierten bindren Baume der Hohe n.
Gefragt waren in den Teilaufgaben:

a) minimaler Knotengrad b) maximaler Knotengrad

c) Anzahl Blatter d) Lange langster Pfade



Aufgabe 11.5 (4 Punkte)
Esseia=2,b=8,c>0und T: Ny — Rar rekursiv wie folgt fiir jedes n € N definiert:

— _ n c
T(0) =0, T(n)_aTquJrn
Geben Sie die asymptotische Abschitzung, die das Master-Theorem fiir T(n) liefert,
in Abhéangigkeit von c an. Begriinden Sie Ihre Antwort. Rechtfertigen Sie, warum ge-
gebenenfalls die zusédtzlichen Voraussetzungen im 3. Fall des Master-Theorems erfiillt
sind.

Losung 11.5
Sei r = log, a = 1. Es gibt drei Falle:

e ¢ < r.Dannist n® € O(n"¢) fir ¢ = r —c > 0. Es trifft also der 1. Fall des
Master-Theorems zu: T(n) € © (n").

e ¢ =r.Dannist n° = n" € ©(n"), also trifft der 2. Fall des Master-Theorems zu:
T(n) € © (n"logn).

e ¢ > r. Es gilt dann n° € Q) (n"") fiir ¢ = ¢ — r > 0. Die zusétzliche Bedingung fiir
den 3. Fall des Master-Theorems ist auch erfiillt: Wegen 8° > 8" = 2 gilt fiir d = Z :
0<d<1.Und2(n/8)°=2/(8) n° <dn‘.

Nach dem 3. Fall des Master-Theorems erhilt man: T(n) € © (n°).



