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Aufgabe 2.1 (2 + 1 = 3 Punkte)
Es sei M eine Menge. In dieser Aufgabe geht es um binédre Operationen ¢: M x M — M
auf M.
a) Zeigen Sie: Wenn |M| = 1 ist, dann ist ¢ sowohl kommutativ als auch assoziativ.
b) Es sei |[M| = 2. Wie viele solche binidre Operationen sind kommutativ? Erkldren Sie
kurz, wie Sie zu Threm Ergebnis gekommen sind.
Tipp. Damit Sie nicht alle Moglichkeiten durchprobieren miissen: Stellen Sie ¢
tabellenartig dar und iiberlegen Sie sich, welche Zusammenhinge zwischen den
Eintrdgen in der Tabelle bestehen miissen.

Aufgabe 2.2 (1 +1+1+1=4Punkte)
Auf Z x Z sei eine bindre Operation ¢: (Z x Z)? — Z x Z wie folgt fiir alle Paare
(x1,y1), (x2,y2) € Z x Z definiert:

(xl,yl) <& (xzfyz) = (xlyz, xzy1).

a) Zeigen Sie, dass ¢ nicht kommutativ ist.

b) Zeigen Sie, dass ¢ nicht assoziativ ist.

c) Geben Sie eine unendliche Menge K C Z x Z an, fiir die Folgendes gilt: Wenn
ki, k> € K sind, dann gﬂt kioky = kyoky.

d) Beweisen Sie, dass Ihr K die in Teilaufgabe |c) verlangte Eigenschaft hat.

Aufgabe 2.3 (1 +1+1+2=>5Punkte)
Essei A = {0,1} und n € Ny. Wir definieren eine Relation < auf A" x A" fiir jede
x,y € A" wie folgt:

VieZ,: wennx(i)# y(i), dann x(i) = 0und y(i) = 1

a) Geben Sie fiir n = 4 und y = 0110 alle x € A" explizit an, fiir die x < y gilt.
b) Es sei n beliebig und m € Ny sei die Anzahl Einsen in y. Wie viele x € A" gibt es,
sodass x =< y ist? Begriinden Sie Ihre Antwort.
Die Relation = ist eine sogenannte Halbordnung. In diesem Zusammenhang sagt man,
x € A" ist ein kleinstes Element, wenn fiir jedes y € A" gilt: x < y. Analog ist z € A" ein
grofites Element, wenn fiir jedes y € A" gilt: y < z.
c) Geben Sie alle kleinsten und grofiten Elemente von A" beziiglich < an.
d) Essein > 2. Zeigen Sie: Ist x € A" weder ein kleinstes noch ein grofites Element,
so gibt es y € A" mit der Eigenschaft: Es gilt weder x < y noch y < x. (Man sagt
dann, x und y sind unvergleichbar.)

Aufgabe 24 (1 +2+ 1+ 3 =7 Punkte)
In dieser Aufgabe werden wir sehen, wie Worter tiber dem bindren Alphabet A = {0,1}
alternativ definiert werden kénnen.

Es sei n € No. Wir definieren eine Abbildung (I: 2%» — A", sodass fiir M € 2% das
Wort w = U(M) € A" eindeutig durch folgende Eigenschaft gegeben ist: Fiir jedes i € Z,,
ist w(i) = 1 genau dann, wenn i € M ist.

(Dabei steht ,,U“ fiir ,,Ubersetzung”. Wir werden spéter in Kapitel 8 der Vorlesung
mehr {iber Ubersetzungen reden.)

a) Es sei n = 4. Geben Sie U (M) fiir jedes M € {{1,2,3},{0,3}, @} explizit an.



b) Es sei n wieder beliebig. Zeigen Sie, dass U bijektiv ist.

Tipp. Nachdem Sie gezeigt haben, dass U injektiv ist, kénnen Sie fiir die Surjektivitat
von U einfach anhand der Kardinalititen der Definitions- und Bildbereich von U
argumentieren.

c) Es sei w € A". Geben Sie eine (hinreichende und notwendige) Bedingung fiir
M € 2% an, sodass U(M) = w ist. In Threr Formulierung darf U dabei nirgends
vorkommen.

d) Es sei < C A" x A" die Relation aus Aufgabe 2 Zeigen Sie, dass fiir jede
M, M, € 2% Folgendes gilt: Es ist M; C M, genau dann, wenn U(M;) < U(M,).



