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Aufgabe 12.1 (0,5 + 1,5 + 2 = 4 Punkte)

a) Geben Sie eine Turingmaschine Tj,. (als Zeichnung) an, welche die Eingabe w €
{0,1}" als Bindrzahl auffasst und um 1 inkrementiert. Verwenden Sie hichstens 3
Zustande.

b) Geben Sie eine Turingmaschine Tc,py (als Zeichnung) an, welche die Eingabe w €
{0,1}* hinter ein besonderes Trennsymbol ,—* kopiert. Am Ende der Berechnung
soll das Band (ausschliefSlich) ,,w — w” beinhalten. Verwenden Sie hochstens 7
Zustande. Achten Sie auf eine tibersichtliche Losung!

Anmerkung: Teilpunkte bei Verwendung von mehr als 7 Zustinden.

c) Beschreiben Sie textuell, wie eine Turingmaschine Ty, vorgehen kann, um Ny
(gegebenenfalls in irgend einer Codierung) aufzuzihlen, d.h. alle n € Ng (ggf. codiert),
durch das Trennzeichen ,—" getrennt, auf das Band zu schreiben. Dabei soll
die Bandbeschriftung nicht durch ,[1” unterbrochen werden. Beschreiben die
Arbeitsweise der Turingmaschine prazise.

Aufgabe 12.2 (1 + 1,5 + 1,5 = 4 Punkte)
Gegeben folgender Algorithmus S, bei dem z € N eine beliebige Eingabe darstellt.

k< z
i+ 0
while k > 1 do
if k mod 3 = 0 then
k < k div 3
i+ i+1
fi
if k mod 2 = 0 then
k < k div 2
i+ i+1
fi
od
a) Welche Werte kann z haben, damit nach Ausfithrung des Algorithmus i = 4 gilt?
b) Welche Bedingung muss z (abhédngig von n) erfiillen, damit fiir ein beliebiges aber
festes n € Ng nach Ausfiihrung des Algorithmus gilt: i = n?
c) Gibt ein giiltiges Hoare Tripel {P}S{Q}, mit dem sich zeigen ldsst, dass nach der
Ausfiihrung von S mit Eingabe z = 325, i = 6 gilt?
¢ Falls ja: Geben Sie P und Q an. (Beweis nicht gefordert!)
¢ Falls nein: Begriinden Sie wieso nicht.

Aufgabe 12.3 (1 + 2 + 3 = 6 Punkte)
Entwerfen Sie fiir jede Teilaufgabe einen Algorithmus A; der die erforderliche Ausgabe
berechnet und geben Sie diesen in der Syntax der einfachen Programmiersprache aus der
Vorlesung (Kapitel 17, Folie 16) an.
Betrachten Sie hierbei stets n € N, als Eingabe und weisen sie die gesuchten Werte der
Variable c zu.
a) Aj soll % berechnen und dabei keine anderen arithmetischen Operationen als
Addition verwenden.
b) Aj soll berechnen, wie oft n maximal durch beliebige t € N, > 2 ohne Rest geteilt
werden kann.

c) Beweisen Sie die Korrektheit von A; mittels einem geeigneten Hoare-Tripel.


https://ilias.studium.kit.edu/goto.php?target=file_1741965_download&client_id=produktiv

Aufgabe 124 (0,5 + 3 + 0,5 [+1] = 4 [+1] Punkte)

Dr. Meta mag das Hoare-Kalkiil nicht. Seit er den Ubungsbetrieb nutzt, um giistig
,Freiwillige” fiir seine Organisation zu rekrutieren plagt es ihn jahrlich. Sobald er die
Weltherrschaft {ibernimmt, plant er es sofort abzuschaffen und seinem Erfinder aus
Protest den Adelstitel abzuerkennen.

Viel besser gefillt ihm seine eigene, ,revolutiondre” Idee zum Beweis der Korrektheit
von iterativen Algorithmen:

Hinreichend starke Schleifeninvarianten I aufstellen und deren Giiltigkeit induktiv be-
weisen. Dabei wird die Anzahl bisheriger Schleifendurchlaufe n als Induktionsvariable
verwendet. Als Induktionsanfang wird stets (mindestens) n = 0 gewéhlt, um die Giil-
tigkeit vor der Schleife zu beweisen. Im Induktionsschritt wird gezeigt, dass sofern I
nach dem n-ten Durchlauf gilt, die Giiltigkeit fiir kiinftige Durchldufe erhalten bleibt.
Hierzu anhand des Programmcodes stichhaltig argumentiert, wieso die Verdnderungen
innerhalb von Schleifendurchldufen die Invariante unberiihrt lassen.

Um das Beweisverfahren zu demonstrieren, haben sie folgenden Algorithmus:

z+0

i< 0

while i < n do
// Invariante: z > i —5
if i mod 2 = 0 then

z+—2z—1
else
z4—z+3
fi
i+—i+1
od

Dr. Meta will wissen, welche Bedingungen fiir Eingaben n € Ny gelten miissen, damit
z > 8 gilt. B. Scheuert hat hierfiir direkt die starke Invariante z > i — 5 aufgestellt. Leider
ist es ihm nicht gelungen, diese mit dem Hoare-Kalkiil zu beweisen.

a) Beim Versuch, die Giiltigkeit der Schleifeninvariante mittels Hoare-Kalkiil zu be-
weisen, wiirden Sie auf ein Problem stofien. Welche Information benétigt ein
Korrektheitsbeweis, die bei Betrachtung eines einzelnen Schleifendurchlaufs nicht
berticksichtigt wird?

b) Beweisen Sie die Schleifeninvariante induktiv.

c) Fiir welche n € Ny gilt: z > 8?

d) Ist Dr. Metas Beweisprinzip fiir den Beweis der Korrektheit eines iterativen Algo-
rithmus A ausreichend? Begriinden Sie. Gehen Sie der Einfachheit halber davon
aus, dass A nach der Schleife keine weiteren Programmzeilen hat.

Diese Aufgabe gibt 1 Bonuspunkt!

Mit dieser absolut revolutionédren Idee fiir Algorithmenkorrektheitsbeweise gewappnet
macht sich Dr. Meta auf um seine Welteroberungsalgorithmen griindlich zu priifen. Da
Welteroberungsalgorithmen naturgemafs unglaublich kompliziert sind, ldsst er Sie vorerst
hier zur Weiterbildung zurtick.

Wen der Abschied schmerzt, sei versichert:

Der Bosewicht den Sie nicht brauchen, aber verdienen, ist gewiss irgendwann wieder zur
Stelle!



