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Aufgabe 1.1 (2 + 2+ 1+ 1= 6 Punkte)
Seien A, B und C beliebige Mengen. Zeigen oder widerlegen Sie:
a) AUB = A genau dann, wenn B C A.
b) Wenn C € (24 N2B), dann C C A.
¢) Wenn |B| > 2, dann |A x B| > |B|.
d) Fir digitalen Signale bildet die Menge {0,1} ein Alphabet und fiir analoge Signale
ist die Menge aller moglichen Spannungen zwischen 0V und 5V ein Alphabet.

Losung 1.1
a) Die Aussage ist wahr. Der Beweis erfolgt getrennt fiir die beiden Implikationsrich-
tungen von ,genau dann wenn”:
¢ Wir beginnen mit der , = “-Richtung:
Sei AU B = A. Fiir ein beliebiges x € B gilt auch x € (A U B) per Definition
von U. Aus AU B = A folgt dann direkt x € A. Da x € B beliebig gewdhlt
wurde, folgt daraus B C A.
¢ Nun die ,<"-Richtung:
Sei (*) B C A. Fiir ein beliebiges x € AU B gilt, dass x € A oder x € B.
Letzteres impliziert wegen der Teilmengenbeziehung (*) auch, dass x € A
ist. Es ist also AUB C A. Die Aussage A C A U B folgt direkt aus der
Definition von U. Die beiden Teilmengenbeziehungen zeigen insgesamt also,
dass AUB = A.
b) Die Aussage ist wahr.

C e (24n2B)
gdw. C €24 und C ¢ 28
= Ce2d
gdw. C C A (Def. der Potenzmenge)

(*) Wenn C € 24 und C € 28, dann C € 24. Die Gegenrichtung wird nicht impliziert.
Es gibt keine ,genau dann, wenn”-Beziehung.

c) Die Aussage ist falsch. Gegenbeispiel: Seien A = @ und B = {1,2,3}, dann gilt
|AXx B|=1|0| =0<3=|B|.

d) Die Aussage ist falsch, denn die Menge {v € R | 0 < v < 5} ist nicht endlich. Jedes
Alphabet muss aber endlich sein.

Aufgabe 1.2 (1 +1+1+1=4Punkte)
Sei R = {(a,B) € (N1 \ {1})? | a # Bund 3n € Ny : n = a} eine Relation. Welche der
folgenden Eigenschaften hat R? Zeigen oder widerlegen Sie:

a) linkstotal

b) linkseindeutig

¢) rechtstotal

d) rechtseindeutig

Losung 1.2
a) R ist nicht linkstotal. Fiir jede Primzahl p € N \ {1} gilt fiir alle b € Ny \ {1}, die
von p verschieden sind, dass nb # p fiir alle n € N4. (p hat keine Teiler aufler 1
und p.) Daraus folgt fiir alle b € N : (p,b) ¢ R.



(Als Antwort auf diese Frage gentigt es natiirlich auch, dies fiir eine konkrete
Primzahl zu zeigen.)

b) R ist nicht linkseindeutig, denn {(4,2),(8,2)} C R.
c) Rist rechtstotal, denn VB € N1\ {1} : (28,8) € R.
d) R ist nicht rechtseindeutig, denn {(8,4), (8,2)} C R.

Aufgabe 1.3 (2 + 1 + 1 = 4 Punkte)
Seien n,m € Ny und N, = {x € No | x < a} fiir & € N...
a) Konstruieren Sie eine Funktion f: N, — N,, mit allen folgenden Eigenschaften:
e Wenn |N,| < [N,,|, dann ist f injektiv.
e Wenn |N,| > |N,,|, dann ist f surjektiv.
e Wenn |N,| = [Ny, dann ist f bijektiv.
b) Beweisen Sie, dass f injektiv ist, wenn n < m.
c) Geben Sie eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir n und m an, bei der f
surjektiv ist.

Losung 1.3
a)

X, wennx < m

fiNp = Ny, x —
0, sonst

b) Wenn n < m, dann gilt fiir alle x € N,, : f(x) = x, da immer x < m gilt. Es gilt also
f={(x,x) | x € N,} und diese Relation ist linkseindeutig und f damit injektiv.
Qn>m

Aufgabe 1.4 (2 + 2 = 4 Punkte)
Anmerkung: Fiir diese Aufgabe werden keine formalen Beweise verlangt!
Sei R C A x B eine Relation. Ziel in dieser Aufgabe ist es, R als eine Funktion fr in einen
anderen Zielbereich zu interpretieren, in dem Sinne dass (4,b) € R genau dann, wenn
b € fr(a) gilt (fur allea € A, b € B).
a) Geben Sie den Zielwertbereich Cr der Funktion fr : A — Cgr an und geben Sie eine
Definition von fg an.
b) Geben Sie eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir R an, dass f injektiv
ist.

Losung 1.4
a) C=28und f: A — 28,0 {b]| (a,b) € R}
Anmerkung: Eine Funktion, die auf Mengen im Zielbereich abbildet, nennt man
auch mengenwertige Funktion. f ist also die Relation R interpretiert als mengenwerti-
ge Funktion mit Funktionswerten in 25.
b) Fiir alle Paare a;,a; aus A, muss es ein b € B geben, sodass (a1,b) € R und
(a2,b) ¢ R oder umgekehrt.

Aufgabe 1.5 (1 +1 + 1 =3 Punkte)

Sei B = {(a,b) € NxN |1 <a<8undl < b < 8} die Formalisierung eines
Schachbrettes. Das schwarze Feld ,,al” hat die Koordinaten (1,1) und das weif3e Feld
,b1” die Koordinaten (2,1).



a) Geben Sie die Menge R C B x B an, die genau alle moglichen Springerziige enthilt,
ohne diese erschopfend aufzuzahlen.

b) Geben Sie die Menge S C B aller schwarzen Felder an, ohne diese erschépfend
aufzuzihlen.

c) Geben Sie die Menge alle Springerziige, die auf einem schwarzen Feld starten,
als Mengenausdruck an, ohne Klassentermschreibweise (“set comprehension”) zu
verwenden.
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Abbildung 1: Die erlaubten Ziige des Springers auf a2 sind mit einem Kreuz, und die
des Springers auf {6 mit einem Kreis markiert (Bildquelle: Wikipedia)

Losung 1.5
a) Die Menge R = {((a1,b1), (a2,b2)) € Bx B | |a1 —aa| 4+ |by —b2| =3 A (|ay —az]) €
{1,2}} erfiillt die Bedingung.
b) S={(a,b) € B|a+ b ist gerade}
c) Die Menge aller validen Ziige, geschnitten mit der Menge aller Ziige, die von einem
schwarzen Feld aus starten, also RN (S x B), bildet die gewiinschte Menge.



