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Allgemeine Anderung: Zur besseren Unterscheidung der Symbole Z, = {0,1} der
Bitfolgen von den Zahlen Z, = {0,1} als die wir sie interpretieren, wurde die Schreib-
weise Z; im Unterschied zu Z; eingefiihrt.

Aufgabe 2.1 (2+1+1+2=6 Punkte)
Gegeben ist die zweistellige Funktion

BIN+XN+—>N+, (e,d)»—>ed—i—1

auf den natiirlichen Zahlen, die Sie als Operator in Infix-Notation (also e [ d statt (e, d))
schreiben konnen.

a) Zeigen Sie oder widerlegen Sie fiir-alle#-cN+
I ) @ ist kommutativ.

IT ) @ ist assoziativ.

Bezeichne im Folgenden Z, = {0,1}. Die Menge Z," ist demnach die Menge der Bitfolgen
der Liange n € N,. Fiir jedes n € N, ist der Operator ®, (wieder in Infixnotation
notierbar) folgendermafien definiert:

n:ZanZQn — Zzn,
(v,w) — z

mit z(i) =1 gdw. w(i) =1und v(i) =1 fir 0 <i < n.

b) Zihlen Sie alle Worter w € Z,% auf, bei denen in w ®3 001 genau eine 1 vorkommt.

c) Geben Sie die Machtigkeit der Menge {x € Z," | x ®,, 0”11 # 0"} in Abhingigkeit
vonn > 1 an.

d) Zeigen Sie oder widerlegen Sie fiir alle n € N.:

I ®, ist kommutativ.

II ®,, ist assoziativ.

Aufgabe 2.2 (0,5+1+25+1+1=6Punkte)

Sei Z," wieder die Menge der Bitfolgen der Lange n € N,. Aulerdem bezeichne im
Folgenden Z,, = {k € Ny | k < n} die Menge der natiirlichen Zahlen (echt) kleiner als
n € Np. Sei C eine nichtleere endliche Menge mit |C| = n € N... Eine bijektive Funktion
a: Z, — C zahlt die Elemente in C auf. Fiir eine gegebene solche Aufzdhlfunktion a
tibersetzt die Funktion 7, die Elemente aus C auf Bitfolgen der Lange n vermittels

T,:C—= 272", x—z
mit z(i) =1 gdw. a(i) = x fur 0 < i < n.

a) Seien C = {0,1,2} und die Aufzédhlfunktion a : Z3 — C mit a(x) = x gegeben.
Geben Sie 1,(0), 7,(1), und 7,(2) an.

b) 7, ordnet jedem Element aus C eine Bitfolge zu. Verallgemeinern Sie dieses Prinzip
zu einer Funktion T, : 2€ — Z,", die jeder Teilmenge X von C die Bitfolge T,(X)
zuordnet, in dem genau die Indizes i zu 1 auswerten, deren iiber a erreichte
Elemente in X enthalten sind. Das Wort T,(X) représentiert also gewissermafien X
als (charakteristische) Bitfolge.

Geben Sie eine Funktionsdefinition von T, an. (Hinweis: Sie konnen sich an der
Definition von T, orientieren.)



c) Zeigen Sie: T, ist bijektiv.
d) Seien a und a’ zwei verschiedene Aufzihlungen von C und n > 2 (Elemente in
andere Reihenfolge). Zeigen oder widerlegen Sie:

X=0oder X=C gdw. T,(X)=Ty(X) (1)
e) Geben Sie einen Operator ©: Z," x Z," — Z," an mit folgenden Eigenschaften:
T.(A) @ T,(B) = T,(AUB) fiiralle A,BCC

Hinweis: Der Operator @ soll also das Prinzip der Mengenvereinigung auf die
Bitfolgen, die endliche Mengen charakterisieren, verallgemeinern. Welche sind nun
die Indizes, an denen eine 1 stehen muss?

Aufgabe 2.3 (3 + 3 = 6 Punkte)
Seien a,b,c € M beliebig und F : 2M — B eine injektive Funktion mit folgenden
Eigenschaften:

(XUY) @

F(X)mF(Y)=F
oF F(XNY). (©)

(Y)

Wir wollen Beziehungen der Form aldb O aldc betrachten, wobei [0 € {=,#}, O €
{und, oder}. Welche dieser Beziehungen fiir a,b,c folgen aus den Gleichungen und
Ungleichungen tiber F? Beweisen Sie Ihre Behauptungen.

a) 1) F({a}) # F({b}) B F({c})

II') F({a}) = F({b}) @ F({c})
b) 1) F({a}) = (F({b}) B F({c})) o F({a})
({a})

1) F({a}) # (F({b}) @ F({c})) o F({a})

Aufgabe 2.4 (1 + 2 = 3 Punkte)
Sei M eine endliche Menge mit |[M| = m > 2. Wir wollen einen Blick auf die Menge By

der bindren Operationen auf M werfen, also By = MM*M,
a) Geben Sie die Zahl der bindren Operationen auf M an, also |By|. Eine Begriindung
ist nicht notwendig.
b) Geben Sie die Zahl der kommutativen Operationen auf M an, also

{f:MxM— M| fist kommutativ.}| .

Hier reicht eine informelle Begriindung.



