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Aufgabe 10.1 2+1+1+1+2=7Punkte)
In dieser Aufgabe beschéftigen wir uns mit Zusammenhéngen zwischen verschiedenen
Eigenschaften eines Graphen und seiner Darstellung als Adjazenzmatrix.

a) Betrachten Sie den folgenden Graphen:

! (2) © 5

i) Geben Sie die Adjazenzmatrix des abgebildeten Graphen an.
ii) Geben Sie die Wegematrix des abgebildeten Graphen an.

Wir betrachten nun einen beliebigen gerichteten Graphen G = (V, E) und seine Darstel-
lung als Adjazenzmatrix A.

b) Sei L C Ny eine Menge von Pfadldngen. Geben Sie in Abhidngigkeit von A und L
eine Formel zur Berechnung einer Matrix P an, sodass Pi]- die Anzahl aller Pfade
mit einer erlaubter Lange (d.h. mit einer Lange die in L liegt) von Knoten i zu
Knoten j in G ist.

c) Geben Sie eine Formel an, mit der sich der Ausgangsgrad d* (v;) eines Knotens
v; € V aus A berechnen lasst.

d) Geben Sie eine Formel an, mit der sich der Eingangsgrad 4~ (v;) eines Knotens
v; € V aus A berechnen lisst.

e) Eine Matrix M € R"*" heifst strikte obere Dreiecksmatrix genau dann, wenn fiir alle
i,j € Zy gilt: mj; =0, falls i > j.

Zeigen Sie: Wenn die Adjazenzmatrix A eine strikte obere Dreiecksmatrix ist, dann
besitzt der zugehorige Graph G keinen Zyklus (man sagt, er ist zyklenfrei).

Losung 10.1
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b) Wir wissen: (A* )ij ist die Anzahl an Pfaden der Lange k von Knoten i zu Knoten j
in G. Daher gilt:

P=Y A
leL
c) dt(v;) = Y. aij (Man bildet die Summe tiber die i-te Zeile der Adjazenzmatrix)
d) d(v;) = Y. aji (Man bildet die Summe tiber die i-te Spalte der Adjazenzmatrix)
e) Wir wollen beweisen, dass ein Graph G mit einer strikten oberen Dreiecksmatrix A
als Adjazenzmatrix zyklenfrei ist.
Wir miissen also zeigen, dass in G kein Zyklus Z = (UZ(O), Vz(1)r- -+ vz(n),vz(n+1)),
wobei Z(n + 1) = Z(0) existieren kann. Dabei bezeichne Z(i),i € Ny den Index des
i-ten Knotens im Zyklus Z in der Adjazenzmatrix.
Wir fiithren einen Widerspruchsbeweis: Angenommen es gibt doch einen Zyklus Z.
Da A eine strikte obere Dreiecksmatrix ist, gilt ajj = 0, falls i > j und damit folgt,
dass es nur Kanten (v;, v;) mit i < j geben kann.
Es gilt also auch fiir die Kanten (v(;), vz(i11)) im Zyklus Z: Z(i) < Z(i + 1) mit
ieNoundi < n.
Z beginnt mit einer Kante (vz(g), vz(1)) und endet mit einer Kante (v, vz())- Da
es nur Kanten von Knoten mit kleinerem Index zu Knoten mit groflerem Index gibt,
muss gelten Z(0) < Z(1) < Z(n) < Z(0). Offensichtlich kann aber nicht gelten,
dass Z(0) < Z(0).

Aufgabe 10.2 (1 +2 + 1 + 2 = 6 Punkte)

Sei A, : Z§ x Z — No, (w,w’) — |[{i € No | w(i) # @'(i)}| die Funktion, die fiir zwei
Bitfolgen der Lange n angibt, an wie vielen Stellen sie sich unterscheiden. Mithilfe von
A, definieren wir eine Familie von Graphen G, = (V,, E,,) fiir n € Ny mit

V, =78
E,={(v,w) € V, x Vyy | Ay(v,w) =1 und Ny(v) < Ny(w)} .

Weiter sei die Familie von Graphen G, = (V,, E},) fiir n € Ny gegeben durch die induktive
Definition

Vo = {1}

Ey =0

Vin =V u{o+|V/|[veV}

i =EU{(u+Vl,o+|Vi]) | (u0) € E}U{(v,0+|V]]) |0 € Vi}.

a) Zeichnen Sie den Graphen Gs.

b) Zeichnen Sie die Graphen Gj, G} und Gj.

¢) Sind die Graphen G3 und G} isomorph zueinander? Wenn ja, geben Sie einen
geeigneten Isomorphismus an. Wenn nein, begriinden Sie!

d) Sind die Graphen G, und G, isomorph fiir beliebige n € N,? Wenn ja, geben Sie in
Abhéngigkeit von 1 einen geeigneten Isomorphismus an. Wenn nein, begriinden
Sie!

Losung 10.2
a) Zeichnung fiir G3
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b) Zeichnung fiir G}, G}, G}. Dabei ist G| der Graph, der durch V] = {1,2}, G} der
Graph, der durch V; = {1,2,3,4} und G} der Graph, der durch V; = {1,2,3,4,5,6,7,8}
induziert wird.

c) Ja, die Graphen G3 und G} sind isomorph. Die Isomorphie wird belegt durch die
Bijektion f : V3 — Vj definiert durch

als Beleg fiir die Isomorphie angeben.
d) Ja, G, und G}, sind fiir n € N ismorph mittels der folgenden Isomorphieabbildung:
f:Vy,— V), 0+ Numy(v) + 1 mit Inverser f 1 : V) — V,, v’ — Bin, (v — 1).



Aufgabe 10.3 (1 + 2 + 4 = 7 Punkte)

Ahnlich wie auf Blatt 1 sei B, = {(a,b) € Ny x N} | 1 < a,b < n} die Formalisierung
eines Schachbrettes mit n x n Feldern. Damals haben Sie herausgefunden, dass sich
die Menge aller moglichen Springerziige auf einem traditionellen Schachbrett Bg als
Relation beschreiben lédsst. Verallgemeinert auf ein Schachbrett mit n x n Feldern lautet
die Relation:

R, = {((a1,b1), (a2,b2)) € By X By | |a1 — az| + |by — bp| =3 A|ay —az] € {1,2}} .

In der Vorlesung haben Sie gesehen, dass sich Relationen mithilfe von Graphen aus-
driicken lassen. Falls die Relation R, symmetrisch ist, reicht es im Folgenden dann
ungerichtete Graphen zu betrachten.

a) Zeigen Sie: R, ist symmetrisch fiir alle n € N_.

b) Zeichnen Sie die ungerichteten Graphen Graphen Us = (B3, R3) und Uy = (Ba, Ra),
die die moglichen Springerziige auf Schachbrettern mit 3 x 3 beziehungsweise 4 x 4
Feldern représentieren.

Verwenden Sie dazu die vorgedruckten Knoten fiir B3 und By:



c) Die Formalisierung als Graph ist hilfreich, um einige interessante Eigenschaften
des Schachspiels zu analysieren. In dieser Aufgabe wollen wir folgende Aussage
beweisen:

Jedes Feld kann von einem Springer erreicht werden, egal auf welchem
Feld der Springer startet.

Um die Giiltigkeit dieser Aussage zu zeigen, sollen Sie beweisen, dass Us = (Bs, Rg)
zusammenhdngend ist.

Zeigen Sie, dass Ug zusammenhangend ist, indem Sie durch vollstindige Induktion
zeigen, dass U, fiir alle n > ng (fiir ein sinnvoll von Ihnen gewdhltes ny € No)
zusammenhdngend ist.

Hilfreiche Beobachtung: Betrachten Sie zusammenhingende Teilgraphen von Uj,.
Hinweis: Sie konnen die obenstehende Beobachtung, das Induktionsprinzip und
Ergebnisse voranstehender Teilaufgaben verwenden.

Losung 10.3
a) Wir wollen zeigen, dass R, symmetrisch ist fiir alle n € N_.
Sei also n € N beliebig.
Die Relation R, ist genau dann symmetrisch, wenn V(a,b), (a’,b') € B, X B, :
(a,b)R,(a’, V) < (a',U')Ry(a,b)
Betrachte beliebige (a,b), (a’,b’) € B, x By,. Es gilt:

(a, )Ry (', V) & la—d|+|b—-V|=3A|a—d|e{1,2} (Def. Ry)
o= (@-d)+] - (b-b) =3A| - (@—d)| € (12} (|- x| = x])
& |d —a|+ b —b|=3A]d"—a|l € {1,2} (Klammer aufldsen )
& (a',V')R,(a,b) (Def.Ry,)

b) Us

Uy



c) Wir zeigen die Behauptung fiir alle n € Ny mit n > 4 durch vollstindige Induktion

iber n.

Induktionsanfang : Sein = 4.
Der Graph Uy ist zusammenhidngend, wie aus der Zeichnung in Teilaufgabe b)
ersichtlich ist.

Induktionsschritt : Sein € N, mit n > 4 beliebig aber fest.
Es gelte die Induktionsvoraussetzung: U, ist zusammenhdngend.
Wir betrachten nun U, 11 = (By41, Ryt1)-

Um zu zeigen, dass U,;1 zusammenhdngend ist, miissen wir beweisen, dass es fiir
beliebige Knoten u,v € B, 11 einen Weg von u nach v gibt.
Wir betrachten zuerst einen Knoten (4,b) € B, 11 \ B, und nutzen eine Fallunter-
scheidung tiber die Koordinaten a, b:
e Falll:a=n+1und b >3
Nach Definition von R, gilt

(a,D)Ry1(d V) & n+1-d|+|b-b|=3AN|n+1-4d| € {1,2}

Wéhle a’ = n,b' = b —2, dann gilt (a/,b’) € By, dabl =b—2> 1.
e Fall2:a=n+1und b <2
Nach Definition von R, gilt

(a,D)Ryp1(a V) & n+1—d |+ b-V|=3AN|n+1-4d] € {1,2}

Wihle a’ = n, 0 =b+2,dann gilt (a/,b') € B,,dabl =b+2 <4 <n.
e Fall3:b=n+1unda >3
Analog zu Fall 1 kénnen wir a’ = a — 2 und b’ = n wihlen, damit (a/,b’) € B,,.
e Fall4:b=n+1unda <2
Analog zu Fall 2 konnen wir ' = a + 2 und b’ = n wihlen, damit (a’,b") € B,,.
Wir haben gezeigt, dass es von jedem Knoten (a,b) € B,,11 \ B, einen Weg zu einem
Knoten in B, gibt.
Damit folgt auch, dass U,,+1 zusammenhéngend ist: Wahle beliebige Knoten u,v €
B,4+1. Dann gibt es einen Weg von u zu einem Knoten u’ € B, (falls u € B, 41 \ By
iiber eine Kante wie in der Fallunterscheidung bewiesen oder, falls u € B, aufgrund
von IV) und von v einen Weg zu einem Knoten v’ € B, (wieder falls v € B, ;1 \ By



iiber eine Kante wie in der Fallunterscheidung bewiesen oder, falls v € B, aufgrund
von IV). Da U,, = (By, R,;) nach IV zusammenhéngend ist, gibt es auch einen Weg
von u' nach v’ in U, und damit auch einen Weg von u nach v.



