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VorwortThema der ArbeitThema dieser Diplomarbeit ist die Erweiterung des Tableakalk�uls mit freien Vari-ablen und universellen Formeln um die Behandlung von Gleichheit. Dabei war dasZiel nicht nur der theoretische Entwurf eines Verfahrens, sondern es sollte auch |als Teil des tableaubasierten Theorembeweisers 3TAP | implementiert werden.Dabei konnte von dem in [Beckert, 1991] entwickelten und als e�zient nachgewie-senen Konzept ausgegangen werden, die Anwendung von Gleichungen nur zum Ab-schlu� eines Tableaus einzusetzen und nicht zu seinem Aufbau. Das erlaubt es,die Gleichheitsbehandlung im Tableaukalk�ul auf ein allgemeineres, im folgenden als"gemischte E{Uni�kation\ bezeichnetes Problem zu reduzieren, dessen L�osung |vor allem mit vervollst�andigungsbasierten Methoden | auch unabh�angig von derGleichheitsbehandlung im Tableaukalk�ul von Interesse ist.Die Aufgabenstellung dieser Arbeit und erste Ergebnisse sind in [Beckert, 1993]zusammengefa�t.Aufbau der ArbeitDurch diese Arbeit ziehen sich zwei rote F�aden: die L�osung gemischter E{Uni�ka-tionsprobleme und die Konstruktion eines e�zienten Verfahrens zur Gleichheitsbe-handlung im Tableaukalk�ul. Diese roten F�aden laufen in Kapitel 5 zusammen. Aberauch beim Lesen der Kapitel 1 bis 4 sollte man stets beide Ziele vor Augen haben.Nach einer kurzen Einf�uhrung in Kapitel 1 werden in Kapitel 2 einige grundlegendeDe�nitonen gegeben und Schreibweisen eingef�uhrt. Kapitel 3 enth�alt eine Beschrei-bung der gemischten E{Uni�kation, die Unterschiede zu in der Literatur �ublichenDe�nitionen werden aufgezeigt, und die bekannten Verfahren f�ur E{Uni�kation dar-gestellt. In Kapitel 4 ist das neue vervollst�andigungbasierte Verfahren f�ur gemischteE{Uni�kation beschrieben; seine Eigenschaften, Vor{ und Nachteile werden dis-kutiert. Kapitel 5 gibt zun�achst eine kurze Einf�uhrung in den Tableaukalk�ul mitfreien Variablen und universellen Formeln; anschlie�end wird beschrieben, wie dieserKalk�ul mit Hilfe der gemischten E{Uni�kation um die Behandlung von Gleichheiterweitert werden kann. Die Implementierung des Verfahrens ist in Kapitel 6 be-schrieben. In Kapitel 7 sind Experimente mit dieser Implementierung dargestellt,und die Implementierung wird mit anderen Systemen verglichen. Kapitel 8 enth�alteine Zusammenfassung der Ergebnisse dieser Arbeit, ein Fazit und einen Ausblickauf m�ogliche Erweiterungen und Verbesserungen. Die Arbeit schlie�t mit dem Lite-raturverzeichnis und einer Liste der verwendeten Symbole und Schreibweisen.iv



Vorwort vDanksagungViele haben mich w�ahrend der Entstehung dieser Arbeit unterst�utzt und ermutigt.Ihnen allen m�ochte ich von Herzen danken. Mein ganz besonderer Dank gilt{ Prof. Peter Schmitt, der der verantwortliche Betreuer dieser Arbeit ist, undmir manch wertvollen Hinweis und Ratschlag gab.{ Dr. Reiner H�ahnle, meinem Betreuer, der es mir erm�oglicht hat, dieses Themaf�ur meine Diplomarbeit zu w�ahlen. Seine T�ur stand mir | und meinen Fragenund Problemen | jederzeit o�en; zugleich lie� er mir immer den n�otigenFreiraum.{ Wilfred Chen, Jean Goubault, Eric de Kogel, Prof. Paliath Narendran undDr. Uwe Petermann f�ur Hinweise und interessante Diskussionen.Erkl�arungIch erkl�are hiermit, diese Arbeit selbst�andig verfa�t und keine anderen als die ange-gebenen Quellen und Hilfsmittel verwendet zu haben.Karlsruhe, den 10. Juli 1993Bernhard Beckert�Uberarbeitete VersionDies ist eine leicht �uberarbeitete Version der Arbeit, die nicht mit der ersten, "o�-ziellen\ Version �ubereinstimmt. Eine Reihe kleinerer Fehler | auf die meisten hatmich mein Betreuer, Reiner H�ahnle, aufmerksam gemacht | sind korrigiert. Imwesentlichen ist die Arbeit aber unver�andert geblieben.Karlsruhe, den 31. Juli 1993Bernhard Beckert



1 Einf�uhrung Logicians have but ill de�nedAs rational the human kind.Logic, they say, belongs to man,But let them prove it if they can.| OLIVER GOLDSMITHEines der Hauptziele des automatischen Beweisens ist die e�ziente Behandlung derPr�adikatenlogik mit Gleichheit. Aber seit die ersten Versuche auf diesem Gebiet un-ternommen wurden, ist bekannt, da� es fast unausweichlich zu einem viel zu gro�enSuchraum f�uhrt, die Axiomatisierung der Gleichheit zur Datenbasis hinzuzuf�ugen.1Selbst einfachste Theoreme der Pr�adikatenlogik k�onnen nur mit solchen Verfahrenbewiesen werden, bei denen die Gleichheitsbehandlung in irgendeiner Form Teil derInferenzregeln ist. Aber auch dann bleibt die typische Eigenschaft der Gleichheit,viele verschiedene Ableitungen zu erm�oglichen, problematisch; und es ist unerl�a�lich,Methoden zu �nden, den entstehenden Suchraum einzuschr�anken.F�ur resolutionsbasierte Theorembeweiser sind solche Verfahren | das wichtigsteist die Paramodulation | schon seit Ende der sechziger Jahre bekannt und �ndenbreiten Einsatz (obwohl auch hier das Problem einer e�zienten Kontrolle, die dieAbleitung reduntanter Formeln verhindert, noch lange nicht gel�ost ist).Genauso lange gibt es auch Methoden zur Gleichheitsbehandlung f�ur Gentzen{artige Kalk�ule, wie den Tableaukalk�ul und die Konnektionsmethode [Je�rey, 1967,Popplestone, 1967]. Diese sind aber wenig angewendet worden und im Vergleichzur Resolution mit Paramodulation ine�zient. In den letzten Jahren jedoch hatdie Behandlung von Gleichheit in der Konnektionsmethode [Gallier et al., 1992,Petermann, 1993] und im Tableaukalk�ul [Reeves, 1987, Fitting, 1990, Beckert &H�ahnle, 1992] wieder verst�arkt Beachtung gefunden.Es hat sich dabei gezeigt, da� die Gleichheitsbehandlung auf ein abstrakteres Pro-blem, die E{Uni�kation zur�uckgef�uhrt werden kann. Allerdings gen�ugt es nicht, dasklassische E{Uni�kationsproblem2, das im folgenden als universelle E{Uni�kationbezeichnet wird, zu l�osen, sondern zur Gleichheitsbehandlung im Tableaukalk�ul mitfreien Variablen und in der Konnektionsmethode mu� ein als starre E{Uni�kationbezeichnetes Problem gel�ost werden. F�ur den Tableaukalk�ul mit universellen For-meln [Beckert & H�ahnle, 1992] gen�ugt jedoch auch das nicht, sondern es mu� eine1 Eine Diskussion der Problematik und eine �Ubersicht �uber verschiedene Verfahren enth�alt [Fit-ting, 1990].2 Zu diesem existiert eine umfangreiche Literatur. Eine �Ubersicht gibt [Siekmann, 1989].1



2 Kapitel 1: Einf�uhrungKombination beider Versionen der E{Uni�kation, die im folgenden als gemischt E{Uni�kation bezeichnet wird, betrachtet werden.Die Symmetrie der Gleichheit ist ein wesentlicher Grund f�ur die Gr�o�e des Such-raums. Er kann deutlich eingeschr�ankt werden, wenn man die Gleichungen orien-tiert. In ihrem ber�uhmten Artikel haben D. Knuth und P. Bendix [1970] gezeigt, da�es m�oglich ist, die Menge der entstehenden Regeln so zu vervollst�andigen, da� auchmit ihrer Hilfe alle jeweils g�ultigen Gleichungen bewiesen werden k�onnen. Weiterent-wicklungen dieser Methode haben sich �uberall da, wo Gleichheit eine Rolle spielt,| nicht nur beim automatischen Beweisen | als die erfolgreichsten erwiesen.Es ist darum w�unschenswert, auch f�ur die L�osung gemischter E{Uni�kationspro-bleme ein vervollst�andigungsbasiertes Verfahren zur Verf�ugung zu haben | unddamit f�ur die Gleichheitsbehandlung im Tableaukalk�ul mit freien Variablen unduniversellen Formeln. Ein solches Verfahren wird in Kapitel 4 vorgestellt.



2 Pr�aliminarien I hate de�nitions.| BENJAMIN DISRAELI, Vivian Grey (1826)2.1 Algebraische Begri�eIn diesem Abschnitt sind die wichtigsten der im weiteren verwendeten algebraischenStrukturen de�niert. Wie diese werden auch alle anderen algebraischen Begri�e(wie "�Aquivalenzrelation\, "Komposition von Relationen\ und "Verband\) in der�ublichen Weise verwendet.1De�nition 2.1.1 (Ordnungsrelation, wohlfundierte Relation)Eine bin�are Relation ! auf einer Menge B hei�t� (partielle) Ordnungsrelation (auf B), wenn sie reexiv, transitiv und antisym-metrisch ist,� strikte (partielle) Ordnungsrelation (auf B), wenn sie irreexiv und transitivist,� total, wenn f�ur b1; b2 2 B, b1 6= b2 stets b1! b2 oder b2! b1 gilt,� wohlfundiert (noethersch, terminierend), wenn es keine unendlich absteigendeFolge (bn)n>0 � B gibt mit b1! b2! b3! � � �De�nition 2.1.2 (Schreibweise f�ur die Abschl�usse einer Relation)Sei ! eine bin�are Relation. Dann bezeichnet +! ihren transitiven, �! ihren ree-xiven und transitiven, $ ihren symmetrischen, �$ ihren transitiven, reexiven undsymmetrischen Abschlu� und  ihre Inverse.De�nition 2.1.3 (Church{Rosser{Eigenschaft, [lokale] Konuenz)Sei !� B �B eine bin�are Relation.! hat die Church{Rosser{Eigenschaft, wenn f�ur beliebige b1; b2 2 B ausb1 �$ b21 Im Zweifel seien sie wie in [Lipson, 1981] de�niert.3



4 Kapitel 2: Pr�aliminarienfolgt, da� es ein b0 2 B gibt mitb1 �! b0 und b2 �! b0 :! hei�t konuent, wenn f�ur beliebige b; b1; b2 2 B ausb �! b1 und b �! b2folgt, da� es ein b0 2 B gibt mitb1 �! b0 und b2 �! b0 :Folgt das gleiche zumindest ausb! b1 und b! b2 ;so hei�t ! lokal konuent.Diese De�nition der Begri�e "Church{Rosser{Eigenschaft\ und "konuent\ ent-spricht ihrer intuitiven Bedeutung. K�urzer und eleganter lassen sie sich de�nierendurch:� Die Relation ! hat die Curch{Rosser{Eigenschaft, wenn �$ Teilrelation von�! � � ist.� Die Relation ! ist konuent, wenn � � �! Teilrelation von �! � � ist.� Die Relation ! ist lokal konuent, wenn  � ! Teilrelation von �! � � ist.Dabei bezeichnet � die Komposition von Relationen.Die folgenden beiden Lemmata enthalten die wichtigsten Eigenschaften konuenterRelationen.2Lemma 2.1.4Eine bin�are Relation hat genau dann die Church{Rosser{Eigenschaft, wenn sie kon-uent ist.Die �Aquivalenz der Begri�e Church{Rosser{Eigenschaft und Konuenz ist wesent-lich f�ur die vervollst�andigungsbasierte Gleichheitsbehandlung (siehe Abschnitt 3.6).Sie ist aber auch der Grund daf�ur, da� im folgenden (fast) nur noch von Konuenzdie Rede sein wird.Lemma 2.1.5Ist eine bin�are Relation lokal konuent und wohlfundiert, dann ist sie konuent.Beispiel 2.1.6Abbildung 2.1 zeigt ein Beispiel f�ur eine Relation, die zwar | wie man leicht nach-vollzieht | lokal konuent ist, nicht aber konuent: Es gilt a �! c und a �! d, aberes gibt keinen Term t mit c �! t und d �! t.Da die Relation einen Zyklus enth�alt, ist sie nicht wohlfundiert, und Lemma 2.1.5auf sie nicht anwendbar. 22 Eine ausf�uhrliche Darstellung der Eigenschaften konuenter Relationen und Angaben zum Be-weis der Lemmata �ndet sich in [Dershowitz & Jouannaud, 1990].



2.2 Syntax und Semantik der Pr�adikatenlogik 5a bc dAbbildung 2.1: Relation, die zwar lokal konuent nicht aber konuent ist(Beispiel 2.1.6).2.2 Syntax und Semantik der Pr�adikatenlogikEine ausf�uhrliche Darstellung der Syntax und der Semantik der Pr�adikatenlogik, ins-besondere auch der mit Gleichheit, �ndet sich in [Fitting, 1990]. Wie dort seien mitden logischen Operatoren :, ^, _, �, den Quantoren 8 und 9 und einer Menge V vonVariablen �uber einer Signatur S | bestehend aus einer Menge P von Pr�adikaten{,F von Funktions{ und K von Konstantensymbolen | die Mengen der Terme Termund der Formeln Form der Pr�adikatenlogik (mit und ohne Gleichheit) in der �ubli-chen Weise de�niert. Das gleiche gelte f�ur die aus einer Grundmenge D und einerInterpretation I bestehenden ModelleM der Pr�adikatenlogik.Auf syntaktischer Ebene wird die Gleichheit durch das Pr�adikatensymbol � darge-stellt, um Verwechselungen mit der Meta{Gleichheit = zu vermeiden.3De�nition 2.2.1 (Mengen Var(G), Free(G), Bound(G))Sei G ein Term, eine Formel, eine Menge von Formeln oder ein anderes syntakti-sches Objekt. Dann bezeichne� Var(G) die Menge der in G auftretenden Variablen,� Free(G) die Menge der in G frei auftretenden Variablen,� Bound(G) die Menge der in G gebunden auftretenden Variablen.Im folgenden wird o. B. d. A. davon ausgegangen, da� stetsFree(G) \ Bound(G) = ; ;was ggf. durch Umbenennung der gebundenen Variablen erreicht wird.De�nition 2.2.2 (Normales Modell)Ein ModellM = hD;Ii hei�e normal, wenn die Interpretation des Pr�adikatensym-bols I(�) die Gleichheitsrelation auf der Grundmenge D ist.De�nition 2.2.3 (Kanonisches Modell)Ein normales ModellM = hD;Ii hei�e kanonisch, wenn f�ur jedes d 2 D ein Term texistiert, so da� I(t) = d ist.3 t = s bedeutet also, da� die Terme t und s identisch (d. h. syntaktisch gleich) sind, w�ahrendt � s eine Formel der Objektebene ist.



6 Kapitel 2: Pr�aliminarienDe�nition 2.2.4 (Erf�ullbarkeit, Folgerbarkeit, Tautologie)Ist eine Formel F 2 Form wahr in einem Modell M, so hei�e F erf�ullbar undMein Modell von F . M hei�e Modell einer Formelmenge � � Form und die Menge �erf�ullbar, wenn M Modell aller Formeln in � ist.Ist F wahr in allen [normalen] Modellen einer Formelmenge �, so hei�e F logischfolgerbar aus � [in der Pr�adikatenlogik mit Gleichheit].Ist F wahr in allen [normalen] Modellen, hei�e F Tautologie [der Pr�adikatenlogikmit Gleichheit].Schreibweise f�ur� M ein Modell von F : M j= F ,� M ein Modell von F ,M zudem normal: M j�= F ,� F folgerbar aus �: � j= F ,� F folgerbar aus � in der Pr�adikatenlogik mit Gleichheit: � j�= F ,� F eine Tautologie: j= F ,� F eine Tautologie der Pr�adikatenlogik mit Gleichheit: j�= F .Treten in � und F freie Variablen auf, so k�onnen bei der Fragestellung, ob � j= F(bzw. � j�= F ) gilt, diese freien Variablen als implizit all{quanti�ziert angesehenund zum Beweis beliebig instantiiert werden. Es wird aber im weiteren h�au�g vonInteresse sein, ob F auch dann noch aus � folgerbar ist, wenn die freien Variablennicht instantiiert werden d�urfen, sondern "starr\ sind.4 Es ist darum sinnvoll, eineSchreibweise f�ur diesen Sachverhalt zu de�nieren:De�nition 2.2.5 (Starre Folgerbarkeit)Seien F eine Formel und � eine Formelmenge �uber der Signatur S. S und dieMenge der Variablen5 V werden in der Weise ver�andert, da� die in F und � freiauftretenden Variablen zu Konstanten werden, d. h., es seiV 0 = V n (Free(F ) [ Free(�))die neue Menge der Variablen, und ist K die Menge der Konstanten von S, dannsei K0 = K [ Free(F ) [ Free(�)die Menge der Konstanten der neuen Signatur S 0; ansonsten stimme S 0 mit S �ube-rein.Es gelte � j� F4 Dieser Folgerbarkeitsbegri� wurde zuerst in [Gallier et al., 1987] de�niert (allerdings einge-schr�ankt auf Gleichungen): \: : : E j= s � t where the Variables in the problem are held rigid."Die Bezeichnung "starre Folgerbarkeit\ ist an diese Formulierung angelehnt.5 Die Menge der Variablen ist nicht Teil der Signatur.



2.3 Substitutionen, Ersetzungen in Termen 7in der Pr�adikatenlogik �uber der Signatur S und der Menge der Variablen V genaudann, wenn � j= F in der Pr�adikatenlogik �uber der Signatur S 0 und der Menge derVariablen V 0 gilt, und es gelte � j�� Fin der Pr�adikatenlogik mit Gleichheit �uber der Signatur S und der Menge der Va-riablen V genau dann, wenn � j�= F in der Pr�adikatenlogik mit Gleichheit �uber derSignatur S 0 und der Menge der Variablen V 0 gilt.j� und j�� sind nur als Relationen zwischen Formelmengen und Formeln de�niertund nicht wie j= auch als Relationen zwischen Modellen und Formeln.Wie man leicht nachvollzieht, besteht folgende Beziehung zwischen j= und j� (bzw.j�= und j��):Lemma 2.2.6Seien F eine Formel und � eine Formelmenge. F8 und �8 bezeichnen deren All{Abschlu�. Dann gilt: � j= F gdw. �8 j� F8 ;und � j�= F gdw. �8 j�� F8 :Wie der folgende Satz zeigt, bilden die kanonische Modelle das Analogon zu denHerbrand{Modellen der Pr�adikatenlogik ohne Gleichheit.Satz 2.2.7Gibt es ein normales Modell, in dem die Menge geschlossener Formeln � erf�ullt ist,dann es gibt auch ein kanonisches Modell, in dem � erf�ullt ist.Beweis:Beweis zu Theorem 8.6.3 in [Fitting, 1990].Aus diesem Satz folgt, da� es gen�ugt, sich bei der Betrachtung der Erf�ullbarkeitoder Allgemeing�ultigkeit einer Formel auf kanonische Modelle zu beschr�anken.2.3 Substitutionen, Ersetzungen in TermenDa Substitutionen und Ersetzungen in Termen in den folgenden Kapiteln eine wich-tige Rolle spielen, ist ihrer De�nition und den Formalismen f�ur ihre Handhabungein eigener Abschnitt gewidmet.De�nition 2.3.1 (Substitution, De�nitions{ und Wertebereich, Einschr�ankung ei-ner Substitution, Grundsubstitution, Komposition von Substitutionen)Subst sei die Menge der Substitutionen, d. h. der Abbildungen � : V ! Term derVariablen auf die Terme.Es seien Dom(�) = fx 2 V : �(x) 6= xg



8 Kapitel 2: Pr�aliminarienund Range(�) = f�(x) : x 2 Dom(�)g :Ist Dom(�) = fx1; : : : ; xng endlich, so kann � auch in der Form� = fx1=t1; : : : ; xn=tngdargestellt werden. Dabei bezeichnet ti (1 � i � n) das Bild der Variablen xi unter �.Eine Substitution �, so da� Dom(�) = V, und alle Terme in Range(�) Grundtermesind, hei�e Grundsubstitution.Die Einschr�ankung �jV einer Substitution � auf eine Menge V � V von Variablenist die Substitution, die f�ur x 2 V de�niert ist durch�jV (x) = ( �(x) falls x 2 Vx sonstDie Komposition � � � zweier Substitutionen � und � ist die Substitution, die f�urx 2 V de�niert ist durch (� � � )(x) = �(� (x)) :Im folgenden werden auch solche Substitutionen als Grundsubstitutionen bezeichnet,die zwar nicht alle, aber doch alle in einem betrachteteten Problem auftretendenVariablen mit Grundtermen belegen.Die leere Substitution wird mit id bezeichnet. F�ur sie gilt Dom(id) = ;.De�nition 2.3.2 (Idempotente Substitution)Eine Substitution � hei�e idempotent, wenn � = � � �.Subst� � Subst sei die Menge der idempotenten Substitutionen.Bei der Anwendung einer idempotenten Substitution m�ussen die Einzelsubstitutio-nen nicht parallel sondern k�onnen auch nacheinander ausgef�uhrt werden.Beispiel 2.3.3Idempotent sind beispielsweise die Substitutionen� fx=y; z=yg� fx=a; y=f(b)g.Nicht idempotent sind� fx=y; y=ag.� fx=f(x)g. 2



2.3 Substitutionen, Ersetzungen in Termen 9De�nition 2.3.4 (Anwendung einer Substitution, Instanz)Die Anwendung t� einer Substitution � auf einen Term t erh�alt man, indem manalle in t frei auftretenden Variablen x (simultan) durch �(x) ersetzt.t� hei�t eine Instanz von t.Die Anwendung einer Substitution wird entsprechend auf aus Termen aufgebautenObjekten de�niert.6W�urden durch die Ersetzung zus�atzliche Variablenbindungen entstehen, bleibt dieAnwendung der Substitution unde�niert.Beispiel 2.3.5Sei �1 = fx=f(x; y); y=h(a); z=ag. Dann isth(g(x); y)�1 = h(g(f(x; y)); h(a)):Sei �2 = fx=ag. Dann ist, da x in der Formel gebunden ist, und also nicht ersetztwird, ((8x)p(x; y))�2 = (8x)p(x; y) :Die Anwendung der Substitution fy=xg auf die gleiche Formel ist unzul�assig (bzw.unde�niert), weil eine zus�atzliche Variablenbindung auftreten w�urde. 2De�nition 2.3.6 (Spezialisierungsrelation �)� sei die Spezialisierungsrelationen auf den Substitutionen, d. h.,� � �genau dann, wenn � eine Spezialisierung von � ist (� allgemeiner ist als �), wennes also eine Substitution �0 gibt mit� = �0 � � :Beispiel 2.3.7Es gilt fx=f(y)g � fx=f(a); y=ag, aber fx=f(y)g 6� fx=f(a)g. 2Die leere Substitution id ist die allgemeinste Substitution, es gilt also id � � f�ur alle� 2 Subst.Die Relation � ist eine Halbordnung. Durch �Ubergang zu �Aquivalenzklassen kannman sie zur Ordnungsrelation machen:De�nition 2.3.8 (�Aquivalenzrelation von Substitutionen)Die �Aquivalenzrelation � � Subst� Subst sei gegeben durch� � �genau dann, wenn � � � und � � � :6 Dabei ist jedoch stets zu beachten, da� nur frei auftretende Variablen ersetzt werden.



10 Kapitel 2: Pr�aliminarienEine �aquivalente De�nition der Relation � ist, da� � � � genau dann gelte, wenn �aus � durch Variablenumbenennung hervorgeht.Beispiel 2.3.9Es gilt fx=y; z=yg � fy=x; z=xg, aber fx=ag 6� fy=ag. 2�Ubertr�agt man die Ordnungsrelation � in naheliegender Weise auf die �Aquivalenz-klassen bez�uglich �, und nimmt man ein zus�atzliches Element > hinzu, so wird dieMenge der Substitutionen mit endlichem De�nitionsbereich modulo� zum Verband:De�nition 2.3.10 (Substitutionen modulo �)[�] bezeichne die �Aquivalenzklasse einer Substitution � 2 Subst bez�uglich der Rela-tion � (Def. 2.3.8).Auf der MengeSubst� = f[�] : � 2 Subst, Dom(�) endlichg [ f>gsei die Ordnungsrelation <� 2 Subst� � Subst� de�niert durch� [�] <� [� ] gdw. � � � , [�] 6= [� ],� > 6<� [�], [�] <� >f�ur alle �; � 2 Subst mit Dom(�) und Dom(� ) endlich.Satz 2.3.11Die Menge Subst� ist mit der auf ihr de�nierten Ordnungsrelation <� ein Vereini-gungshalbverband.7Beweis:Substitutionen � und � , die �uberhaupt eine gemeinsame Spezialisierung besitzen,besitzen eine bis auf Variablenumbenennung eindeutig bestimmte allgemeinste ge-meinsame Spezialisierung [Martelli & Montanari, 1982],8 und also besitzen in diesemFall [�] und [� ] ein Supremum. Besitzen � und � keine Spezialisierung, so ist > dieeinzige obere Schranke von [�] und [� ] und also auch ein Supremum.Dieser Satz ist von Interesse, weil er die Handhabung von Substitutionen und dieNotation sehr vereinfacht. Inbesondere wird das Supremum [�] t [� ] im folgendeneine wichtige Rolle spielen, denn es bezeichnet die allgemeinste gemeinsame Speziali-sierung von � und � (modulo Variablenumbenennung) | sofern eine solche existiert.Besitzen � und � keine gemeinsame Spezialisierung, so ist [�] t [� ] = >.Aus der Tatsache, da� Subst� ein Verband ist, lassen sich sofort wichtige Eigen-schaften des Operators t ableiten, so etwa seine Kommutativit�at, Assoziativit�at7 Subst� ist sogar ein Verband (mit dem kleinsten Element [id]); und die Ordnung <� ist wohl-fundiert. Das ist aber nicht ganz einfach zu beweisen und spielt f�ur alles weitere keine Rolle.8 N�amlich den allgemeinsten Uni�kator der als simultanes Uni�kationsproblem aufgefa�ten Ver-einigung der Substitutionen.



2.3 Substitutionen, Ersetzungen in Termen 11und Idempotenz und, was besonders wichtig ist, da� [�] t [� ] stets eindeutig be-stimmt ist.Die folgende De�nition dient nur der Vereinfachung der Notation. Sie erm�oglichtes, die allgemeinste gemeinsame Spezialisierung von Substitutionen zu bilden, ohneexplizit den Umweg �uber die �Aquivalenzklassen zu nehmen:De�nition 2.3.12 (Vereinigung von Substitutionen)Seien �, � Substitutionen. Dann hei�e� t � = ( ein Repr�asentant aus [�] t [� ] falls [�] t [� ] 6= >> falls [�] t [� ] = >die Vereinigung von � und � .Dabei sei eine idempotente Substitution aus [�]t [� ] gew�ahlt, falls eine solche exi-stiert.9Beispiel 2.3.13In Tabelle 2.1 sind einige Beispiele f�ur die Vereinigung von Substitutionen angege-ben. 2� � � t �fx=ag fy=bg fx=a; y=bgfx=ag fx=ag fx=agfx=f(y)g fy=ag fx=f(a); y=agfx=f(y)g fx=f(a)g fx=f(a); y=agfx=ag fx=bg >fx=f(y)g fx=f(a); y=bg >Tabelle 2.1: Beispiele f�ur die Vereinigung von Substitutionen.De�nition 2.3.14 (Syntaktische Uni�kation)Terme s und t hei�en syntaktisch10 uni�zierbar, wenn es eine Substitution � mits� = t� gibt. In diesem Fall hei�t � ein (syntaktischer) Uni�kator von s und t.Gilt zudem f�ur jeden syntaktischen Uni�kator � von s und t� � � ;dann hei�t � ein allgemeinster (syntaktische) Uni�kator (syntaktischer MGU) vons und t.9 Das ist insbesondere immer dann der Fall, wenn � und � idempotent sind, und eine Vereinigungbesitzen. Abgesehen von der Bedingung, da� eine idempotente Substitution zu w�ahlen ist, kannein beliebiger aber eindeutig bestimmter Repr�asentant gew�ahlt werden. Die einzige Anforderungan eine Implementierung ist, da� die Auswahl deterministisch erfolgt.10 Der Zusatz "syntaktisch\ wird verwendet, um die gew�ohnliche Uni�kation von der E{Uni�kationzu unterscheiden.



12 Kapitel 2: Pr�aliminarienBekanntlich (beispielweise [Gallier et al., 1992]) gilt das folgende Lemma:Lemma 2.3.15Uni�zierbare Terme s und t besitzen stets einen idempotenten allgemeinsten Uni�-kator.De�nition 2.3.16 (Position, Ersetzung an einer Position)Eine Position (in einem Term) ist eine endliche Folge nat�urlicher Zahlen hp1; : : : ; pni(n � 0). Die leere Position wird mit hi bezeichnet.Sei t ein Term und p = hp1; : : : ; pni eine Position. Dann bezeichnet tjp einen Un-terterm von t nach folgender Vorschrift:tjp = 8><>: t wenn p = hi(tp1)jhp2;:::;pni wenn t = f(t1; : : : ; tk) und p1 � kunde�niert sonstIst tjp de�niert, und p0 = hp1; : : : ; pmi (m � n) ein Anfangsst�uck von p, dann hei�ep eine Position "im\ Unterterm r = tjp0 von t.Insbesondere hei�e p eine Position in t, wenn tjp de�niert ist. In diesem Fall be-zeichnet t[p=s] denjenigen Term,11 der dadurch entsteht, da� tjp in t (an der einendurch p bezeichneten Stelle) durch den Term s ersetzt wird.p � p0 bezeichnet die Verkettung der Positionen p und p0, d. h., falls p0 = hp01; : : : ; p0mi,dann ist p � p0 = hp1; : : : ; pn; p01; : : : ; p0mi:Beispiel 2.3.17Sei t = f(a; g(c; d)). Dann ist tjhi = f(a; g(c; d)), tjh2i = g(c; d), tjh2;1i = c, tjh2;1;1i un-de�niert. 2De�nition 2.3.18 (Die Relation >)F�ur Terme s und t gelte s > tgenau dann, wenn1. ein Untertem von s Instanz von t ist, d. h., wenn es eine Position p in s undeine Substitution � gibt, so da� sjp = t�,2. das Umgekehrte aber nicht gilt.Beispiel 2.3.19Es gilt f(a) > x und f(a) > f(x), aber nicht a > a und nicht f(x) > f(y). 211 Im folgenden wird auch t[s] als Kurzschreibweise f�ur t[p=s] verwendet, wenn aus dem Kontexthervorgeht, welche Position gemeint ist.



3 E{Uni�kation P = NP = 6568yes| QUINTUS PROLOG, VERSION 3.1.3auf die Anfrage| ?- P = NP3.1 Begri�sbestimmungEine gute und ausf�uhrliche �Ubersicht �uber die verschiedenen Aspekte der klassischenE{Uni�kation (die im folgenden als rein universelle E{Uni�kation bezeichnet wird),�uber Probleme und L�osungsm�oglichkeiten gibt [Siekmann, 1989].1Folgenderma�en beschreibt J. Siekmann das Problem "Uni�kation\ in seiner allge-meinen Form:Gegeben seien zwei Terme s und t, die in einer festgelegten Weise Struk-turen darstellen und freie Variablen enthalten. Man sagt, s und t seienuni�zierbar, genau dann, wenn es Substitutionen (d. h. Terme, die diefreien Variablen in s und t ersetzen) gibt, so da� die beiden Terme ineinem bestimmten wohlde�nierten Sinne gleich werden.Bei der E{Uni�kation ist die dargestellte Struktur durch eine Menge E pr�adikaten-logischer Gleichungen festgelegt; und Terme sind gleich, wenn ihre Gleichheit aus Elogisch folgerbar ist. Formal l�a�t sich das E{Uni�kationsproblem folgenderma�enfassen:De�nition 3.1.1 (Gleichung)Eine pr�adikatenlogische Formel der Form(8x1) : : : (8xn)(l � r) ;die all{quanti�ziert sein kann bez�uglich einiger oder aller der Variablen, die sieenth�alt, hei�e Gleichung.Im folgenden wird auch die Kurzschreibweise(8�x)(l � r)verwendet.1 [Siekmann, 1989] enth�alt auch eine ausf�uhrliche Bibliographie. Dieser und andere Artikel ausdem Journal of Symbolic Computation zu verschiedenen Bereichen der Uni�kationstheorie sindin [Kirchner, 1990] zusammengefa�t. 13



14 Kapitel 3: E{Uni�kationDe�nition 3.1.2 (Gemischte E{Uni�kation)Ein gemischtes E{Uni�kationsproblem hE; s; ti besteht aus einer endlichen2 Men-ge E von Gleichungen und zwei Termen s und t.3Eine Substitution � hei�t L�osung des Problems (ein Uni�kator), wennE� j�� (s� � t�) :Ist � eine Grundsubstitution, hei�e sie ein Grund{Uni�kator.Diese Formulierung des Problems unterscheidet sich in einigen wesentlichen Punktenvon der in der | sehr umfangreichen | Literatur zur E{Uni�kation �ublichen.41. Dort werden die Gleichungen in E nicht mit Quantoren versehen; statt dessenwerden alle Variablen in E als implizit all{quanti�ziert aufgefa�t.2. Dementsprechend wird die "normale\ logische Folgerbarkeit j�= verwendet stattder starren Folgerbarkeit j��.3. Die Substitutition � wird, anders als in De�nition 3.1.2, nicht auf die Menge Eerstreckt, sondern nur auf die Terme s und t.Der Vorteil der | zugegebenerma�en komplizierteren | Formulierung des Problemsin De�nition 3.1.2 ist, da� sie das E{Uni�kationsproblem verallgemeinert. Es hatsich erwiesen, da� neben der �ublichen, in verschiedenen Gebieten eingesetzten E{Uni�kation auch ein etwas anderer Uni�kationsbegri� von Interesse ist. Um n�amlichGentzen{artige Kalk�ule, wie den Tableaukalk�ul und die Konnektionsmethode, umdie Behandlung von Gleichheit zu erweitern, ben�otigt man auch solche Uni�katoren,die1. Terme bez�uglich der starren Folgerbarkeit gleich machen, d. h., es erm�oglichen,deren Gleichheit zu beweisen, ohne freie Variablen zu instantiieren, und2. Terme unter der Voraussetzung gleich machen, da� der Uni�kator auch auf dieMenge der Gleichungen angewendet wird.Der Uni�kationsbegri� aus De�nition 3.1.2 stellt nun eine Verkn�upfung dieser, vonGallier et al. [1992] als "starre E{Uni�kation\5 bezeichneten, und der in der Lite-ratur �ublichen nicht{starren Version der E{Uni�kation dar. Beide | sie sind imfolgenden "rein starre\ und "rein universelle\ E{Uni�kation genannt | k�onnen alsSpezialf�alle der gemischten E{Uni�kation angesehen werden:De�nition 3.1.3 (Rein universelle, rein starre E{Uni�kation)Ein E{Uni�kationsproblem hE; s; ti hei�e2 Die meisten im folgenden gemachten Aussagen gelten schon, wenn die Menge E zumindestaufz�ahlbar ist, was jedoch im Einzelfall zu beweisen w�are.3 Es gelte (ohne Beschr�ankung der Allgemeinheit) Bound(hE; s; ti) \ Free(hE; s; ti) = ;.4 Wie beispielsweise in [Siekmann, 1989].5 \Rigid E{uni�cation".



3.2 Die Ableitbarkeitsrelation 15� rein universell, wenn E keine freien Variablen enth�alt.� rein starr, wenn E keine gebundenen Variablen enth�alt.In diesem Fall hei�e auch die Menge E rein universell bzw. rein starr.Beispiel 3.1.4Tabelle 3.1 zeigt einfache Beispiele f�ur gemischte, rein universelle und rein starreE{Uni�kationsprobleme hE; s; ti und ihre L�osungen. Es sind jeweils vollst�andigeMengen allgemeinster Uni�katoren angegeben. 2E s t Uni�katoren Typff(x) � xg f(a) a fx=ag rein starrff(a) � ag f(x) a fx=aga rein starr/fx=f(a)g universellbfx=f(f(a))g: : :f(8x)(f(x) � x)g g(f(a); f(b)) g(a; b) id rein universellff(x) � xg g(f(a); f(b)) g(a; b) |c rein starrf(8x)(f(x; y) � f(y; x))g f(a; b) f(b; a) fy=bg gemischta Bez�uglich der Subsumtionsrelation �E ist schon ffx=agg eine vollst�andige Menge allgemein-ster Uni�katoren. Bez�uglich � ist die vollst�andige Menge allgemeinster Uni�katoren dagegenunendlich.b Da E keine Variablen enth�alt, ist das Problem sowohl rein universell als auch rein starr.c Nicht uni�zierbar.Tabelle 3.1: Beispiele f�ur gemischte, rein starre und rein universelle E{Uni-�kationsprobleme (Bsp. 3.1.4)Abbildung 3.1 zeigt, welche Versionen der E{Uni�kation Spezialf�alle anderer Versio-nen sind. Da der Uni�kationsbegri� aus De�nition 3.1.2 in dieser Hierarchie der all-gemeinste ist, ist die Bezeichnung als "gemischte\ E{Uni�kation eigentlich unn�otig.Weil die De�nition aber un�ublich ist, und um Verwechselungen zu vermeiden, wirdder Zusatz doch beibehalten.Im folgenden wird es auch von gro�em Interesse sein, solche Substitutionen zu �nden,die mehrere Uni�kationsprobleme simultan l�osen:De�nition 3.1.5 (Simultanes E{Uni�kationsproblem)Ein simultanes E{Uni�kationsproblem ist eine endliche MengefhE1; s1; t1i; : : : ; hEn; sn; tnig (n � 1)gemischter E{Uni�kationsprobleme.Eine Substitution � hei�t L�osung dieses simultanen Problems, wenn sie L�osung allereinfachen Probleme hEk; sk; tki (1 � k � n) ist.



16 Kapitel 3: E{Uni�kationgemischtrein universell rein starrsyntaktisch mit GrundtermenAbbildung 3.1: Dieses Diagramm zeigt die Hierarchie der verschiedenen Ver-sionen der E{Uni�kation. Die Pfeile k�onnen als "beinhaltet als Spezialfall\gelesen werden; die Einschr�ankungen nehmen also nach unten zu.3.2 Die AbleitbarkeitsrelationNahezu alle Verfahren zur L�osung von E{Uni�kationsproblemen beruhen auf die einoder andere Weise auf der folgenden Ableitbarkeitsrelation. Sie ist auf den Termende�niert, also auf syntaktischer Ebene, und eignet sich darum f�ur Implementierun-gen.De�nition 3.2.1 (Ableitbarkeitsrelation$E, Rechtfertigung, Beweis f�ur s �$E t)Sei E eine Menge von Gleichungen. Die Relation $E ist auf der Menge der Termede�niert durch:F�ur zwei Terme s; t 2 Term gilt s$E tgenau dann, wenn es eine Gleichung G 2 E,G = (8x1) : : : (8xn)(l � r) oder G = (8x1) : : : (8xn)(r � l) ;eine Position p in s und eine Substitution � gibt, so da�1. sjp = l�,2. t = (s[p=r])�,3. Dom(�) \ Free(G; s) = ;, d. h., � belegt keine freien Variablen in der Glei-chung G oder in s.6In diesem Fall hei�t das Tripel hG; p; �i eine Rechtfertigung f�ur s$E t.Eine endliche Folge ht0; : : : ; tni (n � 0) von Termen mitt0$E t1$E t2$E � � � $E tnhei�t ein E{Beweis f�ur t0 �$E tn :6 Hieraus folgt t = (s[p=r])� = s[p=r�].



3.2 Die Ableitbarkeitsrelation 17Die Relation $E ist o�enbar symmetrisch.G. Birkho� zeigte schon in den drei�iger Jahren, da� man auf die Ableitbarkeits-relation aus De�nition 3.2.1 ein korrektes und vollst�andiges Verfahren f�ur die reinuniverselle E{Uni�kation st�utzen kann. Wie der folgende Satz zeigt, beh�alt die-ses Ergebnis | die Relation �$E ist gerade so de�niert | auch f�ur die gemischteE{Uni�kation G�ultigkeit:Satz 3.2.2Seien E eine Menge von Gleichungen, s und t Terme und � eine Substitution. Esgilt E j�� (s � t) gdw. s �$E t :Beweis:Es gilt E j�� (s � t) �uber einer Signatur S genau dann, wenn E j�= (s � t) �uber derSignatur S 0 gilt, in der die in hE; s; ti frei auftretenden Variablen Konstanten sind(Def. 2.2.5). G. Birkho� zeigte, da� dies genau dann gilt, wenn s aus t (bzw. t aus s)ableitbar ist bez�uglich der in der Literatur �ublichen (beispielsweise in [Dershowitz,1989]) Ableitbarkeitsrelation f�ur rein universelle Gleichungsmengen E. Diese unter-scheidet sich von der Ableitbarkeitsrelation �$E (Def. 3.2.1) nur dadurch, da� dieEinschr�ankung entf�allt, da� die Substitution � keine freien Variablen belegen darf.Diese Einschr�ankung wird aber in der Pr�adikatenlogik �uber S 0 genau dadurch simu-liert, da� die in E freien Variablen als Konstanten aufgefa�t werden (die Variablenin s und t werden ohnehin nicht belegt). Also ist s aus t bez�uglich dieser Relation�uber der Signatur S 0 genau dann ableitbar, wenn s �$E t �uber S gilt.Korollar 3.2.3Seien hE; s; ti ein gemischtes E{Uni�kationsproblem und � eine Substitution. � istgenau dann eine L�osung des Problems, wenns� �$E� t�gilt.Beweis:Die Behauptung folgt mit De�nition 3.1.2 sofort aus Satz 3.2.2.Ein E{Uni�kationsproblem hE; s; ti kann also dadurch gel�ost werden, da� man nachSubstitutionen � sucht, so da� es einen E�{Beweis f�ur s� �$E� t� gibt. Der Such-raum nach einer L�osung ist jedoch ungeheuer gro�, denn:1. Die Suche nach einem E�{Beweis f�ur s� �$E� t� ist, insbesondere wegen derSymmetrie von �$E�, ein �au�erst indeterministischer Proze�.2. Korollar 3.2.3 liefert nur einen Test. Wie eine Substitution �, die eine L�osungsein k�onnte, zu �nden ist, bleibt zun�achst unklar.



18 Kapitel 3: E{Uni�kationDiese beiden Probleme zu l�osen, den Suchraum einzuschr�anken und so eine e�zi-ente Implementierung zu erm�oglichen, ist das Ziel aller im weiteren beschriebenenVerfahren.Die Intention bei der Unterscheidung rein universeller, rein starrer und gemisch-ter E{Uni�kationsprobleme ist, wie schon in Abschnitt 3.1 kurz angedeutet, da� dieGleichungen in E in verschiedener Weise in einemE�{Beweis f�ur s� �$E� t� verwen-det werden k�onnen, d. h. in einem Beweis daf�ur, da� � ein (gemischter)E{Uni�katorvon s und t ist:1. Im rein universellen Fall mehrfach, mit verschiedenen Instantiierungen f�ur dieVariablen, die sie enthalten.2. Im rein starren Fall zwar auch mehrfach aber mit nur jeweils einer Instantiie-rung einer Variablen, die f�ur alle Gleichungen und alle Anwendungen dieselbeist.3. Im gemischten Fall soll es beide M�oglichkeiten geben.Tats�achlich kommen diese Forderungen in der De�nition der Ableitbarkeitsrela-tion �$E� zum Ausdruck, denn:1. Enth�alt E eine rein universelle Gleichung G, so ist diese auch in E� enthal-ten, denn alle Variablen in G sind gebunden, und daher durch die Substitu-tion nicht belegt worden. Da in der De�nition der Ableitbarkeitsrelation$E(Def. 3.2.1, Punkt 3) nur die Belegung freier Variablen eingesch�ankt ist, kanndie Gleichung G in einem E�{Beweis mit beliebigen Instantiierungen verwen-det werden.2. Ist G dagegen eine rein starre Gleichung, enth�alt E� die Gleichung G�. Siekann bei jedem Beweisschritt nur in genau dieser Form, mit den durch �bestimmten Variablenbelegungen verwendet werden, denn auch die von �nicht belegten, in G� noch frei auftretenden Variablen d�urfen wegen der Ein-schr�ankung in der De�nition von $E (Def. 3.2.1, Punkt 3) nicht instantiiertwerden.3. Der Absicht, beide M�oglichkeiten zugleich zur Verf�ugung zu haben, entspricht,da� nicht nur rein universelle und rein starre Gleichungen in einer (gemischten)Menge E liegen k�onnen, sondern da� sogar einzelne Gleichung G sowohl freieals auch universell gebundene Variablen enthalten und damit teilweise starrund teilweise universell sein k�onnen.Daraus folgt mit Korollar 3.2.3 auch, da� die De�nition der gemischten E{Uni�ka-tion der Intention entspricht.Da die Gleichungen nicht beliebig instantiiert werden k�onnen, sind bei der gemisch-ten E{Uni�kation die Ressourcen, die zum Beweis zur Verf�ugung stehen, gegen�uberder rein universellen E{Uni�kation eingeschr�ankt, was in dem folgenden Satz zumAusdruck kommt:



3.2 Die Ableitbarkeitsrelation 19Satz 3.2.4Sei hE; s; ti ein gemischtes E{Uni�kationsproblem. Enth�alt E8 den All{Abschlu�aller Gleichungen in E, dann ist jede Substitution �, die L�osung ist von hE; s; ti,auch L�osung des rein universellen Problems hE8; s; ti.Beweis:Es gilt $E �$E8, denn wie man anhand von De�nition 3.2.1 leicht nachvollzieht,ist hG8; p; �i eine Rechtfertigung f�ur s$E8 t, wenn hG; p; �i eine Rechtfertigung f�urs$E t ist und G8 2 E8 der All{Abschlu� der Gleichung G 2 E.Sei nun � ein beliebiger Uni�kator von hE; s; ti. Dann folgt aus Korollar 3.2.3s� �$E� t� und also s� �$E8� t� und daraus (wiederum mit Korollar 3.2.3), da� �auch E{Uni�kator von hE8; s; ti ist.Zum Abschlu� wird bewiesen, da� einige einfache, f�ur rein universelle und rein starreE{Uni�kationsprobleme bekannterma�en geltende Aussagen7 auf die gemischte E{Uni�kation �ubertragen werden k�onnen.Lemma 3.2.5Sei hE; s; ti ein gemischtes E{Uni�kationsproblem mits �$E t :Dann gilt f�ur jede Substitution � s� �$E� t� :Beweis:Gelte zun�achst s �$E t mit einer Rechtfertigung hG; p; �i, wobei G = (8�x)(l � r).Sei � 0 = �jFree(G) die Einschr�ankung von � auf die in G frei auftretenden Variablen.Dann gilt s� �$E� t� mit der Rechtfertigung hG�; p; � � � 0i, denn:1. G� = (8�x)(l� 0 � r� 0);2. da s keine der in G gebunden auftretenden Variablen enth�alt (siehe Fu�notezu De�nition 3.1.2), und � keine in G frei auftretenden Variablen belegt, folgtaus sjp = l�, da� s� jp = s� 0jp = l�� 0 = l� 0� gilt.3. In gleicher Weise folgt aus t = (s[p=r])�, da� t� = s[p=r�] = (s[p=r])� 0�.4. Schlie�lich gilt auch Dom(� � � 0) \ Free(G� ) = ;.Sei nun s = t0$E t1$E � � � $E tn = tein Beweis f�ur s �$E t. Aus dem bisher bewiesenen folgt, da� danns� = t0� $E� t1� � � � $E� tn� = t�ein Beweis f�ur s� �$E� t� ist.7 F�ur die rein universellen E{Uni�kationsprobleme sind sie in [Siekmann, 1989], f�ur die reinstarren Probleme in [Gallier et al., 1992] enthalten.



20 Kapitel 3: E{Uni�kationAus dem Lemma folgt sofort:Satz 3.2.6Die Substitution � sei L�osung eines gemischten E{Uni�kationspronlems hE; s; ti.Dann ist jede Spezialisierung � von � (d. h. � � �) ebenfalls L�osung von hE; s; ti.Beweis:Sei � = �0 � �. Auch hE�; s�; t�i ist ein gemischtes E{Uni�kationsproblem underf�ullt gem�a� Korollar 3.2.3 die Voraussetzungen von Satz 3.2.5, und es folgts��0 �$E��0 t��0und also s� �$E� t� :Daraus folgt (wieder mit Korollar 3.2.3), da� � eine L�osung des Problems hE; s; tiist.Satz 3.2.7Sei E eine Menge von Gleichungen, t; l; r seien Terme und p sei eine Position in t.Gilt l �$E r ;dann auch s[p=l] �$E s[p=r] ;d. h., �$E ist monoton bez�uglich der Termstruktur.Beweis:Sei S die verwendete Signatur, und S 0 | wie in De�nition 2.2.5 | die Signatur, inder die auftretenden freien Variablen Konstantensymbole sind.Aus l �$E r folgt zun�achst E j�� (l � r) und also M j�= (l � r) f�ur jedes kanonischeModellM von E �uber der Signatur S 0. Wegen der Monotonie der Gleichheit bez�ugli-cher der Termstruktur, und weil M ein kanonisches Modell ist, gilt dann auchM j�= (s[l] � s[r]). Nun kann man die Schlu�kette umkehren: Da M beliebig ge-w�ahlt werden kann, folgt E j�� (s[l] � s[r]), und daraus s[l] �$E s[r].3.3 Vollst�andige Mengen allgemeinster Uni�katorenOft reicht es nicht aus, nur (irgend{)einen Uni�kator f�ur ein gegebenes Problem zubestimmen. Alle L�osungen ben�otigt man in der Regel aber auch nicht, sondern esgen�ugt eine in gewissem | im folgenden pr�azisierten | Sinne vollst�andige Mengevon Uni�katoren.Eine naheliegende und h�au�g angewendete M�oglichkeit, die Zahl der Uni�katoren,die in einer solch vollst�andigen Menge von Uni�katoren liegen m�ussen, und damitauch den Suchraum einzuschr�anken, ist, nur allgemeinste Uni�katoren8 zu berech-nen. Allgemeinste Uni�katoren sind solche L�osungen eines Uni�kationsproblems,8 Sie werden im folgenden auch als MGUs (most general uni�ers) bezeichnet.



3.3 Vollst�andige Mengen allgemeinster Uni�katoren 21die minimal sind bez�uglich einer auf den Substitutionen de�nierten Subsumtionsrela-tion �.9 Diese Relation mu� sinnvoller Weise zumindest die folgenden Eigenschaftenhaben:(S1) Sie mu� eine Halbordnung sein, d. h. transitiv und reexiv.(S2) Sie mu� abgeschlossen sein bez�uglich der Menge der Uni�katoren. Ist also �L�osung eines gegebenen Problems, und gilt � � � , so mu� auch � L�osung sein.F�ur eine Implementierung sind au�erdem folgende Eigenschaften wichtig:(S3) Die Relation selbst sollte einfach berechenbar, d. h. � � � f�ur gegebene Sub-stitutionen � und � schnell zu �uberpr�ufen sein.(S4) Es sollte entscheidbar sein, ob zwei gegebene Substitutionen �1; �2 eine ge-meinsame Spezialisierung, d. h. eine Substitution � mit�1 � � und �2 � � ;besitzen, und eine solche sollte ggf. m�oglichst einfach zu berechnen sein.Unter Verwendung einer Relation � mit diesen Eigenschaften ist nun eine vollst�an-dige Menge allgemeinster Uni�katoren in folgender Weise de�niert (beispielsweise[Siekmann, 1989]):De�nition 3.3.1 (Vollst�andige Menge allgemeinster Uni�katoren)Ist L die Menge aller L�osungen eines E{Uni�kationsproblems, dann hei�e eineMenge U � Subst, die die Bedingung(1) U � L (Korrektheit)erf�ullt, eine vollst�andige Menge allgemeinster Uni�katoren des Problems, falls:(2a) F�ur jedes � 2 L gibt es ein � 2 U mit � � � (Vollst�andigkeit).Sie hei�e grund{vollst�andige Menge allgemeinster Uni�katoren, falls:(2b) F�ur jede Grundsubstitution � 2 L gibt es ein � 2 U mit � � � (Grund{Voll-st�andigkeit).U hei�t eine minimale vollst�andige (bzw. grund{vollst�andige) Menge allgemeinsterUni�katoren, falls au�erdem gilt:(3) Es gibt keine Uni�katoren �1; �2 2 U , �1 6= �2, mit �1 � �2 (Minimalit�at).9 Die Orientierung des Symbols � widerspricht der Intuition: � � � bedeutet, da� die "kleinere\Substitution � die "gr�o�ere\ Substitution � subsumiert.



22 Kapitel 3: E{Uni�kationEine zu der in De�nition 3.3.1 �aquivalente Formulierung der Minimalit�at ist die,da� eine Menge allgemeinster Uni�katoren unvollst�andig wird, wenn man auch nureinen Uni�kator aus ihr entfernt. Die Forderung nach Minimalit�at kann u. U. ein-geschr�ankt werden, wenn das Entfernen �uber�ussiger Uni�katoren einen zu gro�enAufwand bedeutet.F�ur praktisch alle Anwendungen, insbesondere auch f�ur das automatische Beweisen,ist es v�ollig ausreichend, statt der Menge L aller L�osungen eines Uni�kationspro-blems, eine vollst�andige Menge U allgemeinster Uni�katoren zu berechnen. Auchgen�ugt es f�ur viele Fragestellungen, nur eine grund{vollst�andige Menge von Uni-�katoren anzugeben, beispielsweise, wenn es darum geht, die Uni�zierbarkeit vonTermen zu �uberpr�ufen.Normalerweise wird f�ur die De�nition allgemeinster Uni�katoren die gew�ohnlicheSpezialisierungsrelation � (Def. 2.3.6) verwendet. Sie hat die Eigenschaften (S1)bis (S4). Bei der gemischten E{Uni�kation ist aber auch die folgende Subsumtions-relation �E sinnvoll:10De�nition 3.3.2 (Die Relationen vE und �E)Sei E eine Menge von Gleichungen. Dann sind die RelationenvE;�E 2 Subst � Substauf den Substitutionen de�niert durch:� vE �genau dann, wenn E� j�� �(x) � � (x) f�ur alle x 2 V ;und � �E �genau dann, wenn es eine Substitution �0 gibt, so da�(�0 � �) vE � :Die intuitive Bedeutung von � �E � ist, da� es eine Spezialisierung von � gibt,die mit Hilfe von E� aus � abgeleitet werden kann. Damit h�angt die Relation �E| anders als die Spezialisierungsrelation � | von der jeweiligen Menge E vonGleichungen ab.Beispiel 3.3.3Sei E1 = ff(a) � ag. Dann gilt fx=f(a)g vE fx=ag und fx=f(y)g �E fx=ag.Mit E2 = fx � ag gilt fx=ag vE fx=bg, aber nicht fx=bg vE fx=ag. Die RelationenvE und �E sind also nicht symmetrisch. 210 Sie ist in �ahnlicher Weise in [Gallier et al., 1992] de�niert | dort allerdings nur f�ur die rein starreE{Uni�kation. Auch ihre Einschr�ankung auf rein universelle Mengen E wird in der Literaturverwendet. F�ur diese, insbesondere f�ur E = ;, hat �E die Eigenschaften (S1) und (S2), was esrechtfertigt, | wie in der Literatur zur rein universellen E{Uni�kation �ublich | die notwendigenEigenschaften von � nicht explizit aufzuz�ahlen, sondern als gegeben hinzunehmen.



3.3 Vollst�andige Mengen allgemeinster Uni�katoren 23F�ur E = ; stimmt �E mit � �uberein:Lemma 3.3.4Es gilt �; = � :Beweis:Seien � und � beliebige Substitutionen. Wie aus De�nition 3.3.2 folgt, gilt � v; �genau dann, wenn � = � , also � �; � genau dann, wenn es eine Substitution �0 gibt,so da� (�0 � �) = � . Dies wiederum ist gleichbedeutend mit � � � .Die Relation �E hat die f�ur eine Subsumtionsrelation auf den Substitutionen not-wendigen Eigenschaften (S1) und (S2):Lemma 3.3.5Sei hE; s; ti ein gemischtes E{Uni�kationsproblem. Dann gilt:(S1) �E ist eine Halbordnung.(S2) Ist � ein Uni�kator, und gilt � �E � , dann ist auch � ein Uni�kator.Beweis:(S1): Die Reexitivit�at der Relation �E folgt direkt aus ihrer De�nition. Zu zeigenbleibt, da� �E auch transitiv ist. Seien also �,� ,� beliebige Substitutionen mit� �E � �E � :Es gibt also Spezialisierungen �0 = (�00 � �) und � 0 = (� 00 � � ), so da��0 vE � und � 0 vE �und also E� j�� (�0(x) � � (x)) und E� j�� (� 0(x) � �(x))f�ur jede Variable x. Daraus kann man wegen der Monotonie der Gleichheit bez�uglichder Termstruktur E� 0 j�� ((� 00 � �0)(x) � � 0(x))und f�ur alle G 2 E� 0 E� j�� Gfolgern, und daraus wiederumE� j�� (� 00 � �0)(x) � �(x) :Dann gilt aber, da dies f�ur jede Variable x gilt, und (� 00 � �0) eine Spezialisierungvon � ist, auch � �E �.(S2): Seien � und � Substitutionen mit � vE � , und � sei ein Uni�kator von hE; s; ti.Es gilt also E� j�� (s� � t�) und E� j�� (�(x) � � (x)) f�ur alle Variablen x. Wegender Monotonie der Gleichheit folgt E� j�� G f�ur alleG 2 E�, daraus E� j�� (s� � t�)und wieder wegen der Monotonie der Gleichheit E� j�� (s� � t� ).Gelte � �E � . Dann gibt es eine Spezialisierung �0 von � mit �0 vE � . �0 ist ebenfallsein Uni�kator (Satz 3.2.6) und also, wie aus der schon bewiesenen Abgeschlossenheitvon vE folgt, auch � .



24 Kapitel 3: E{Uni�kationDie Eigenschaft (S3) hat die Relation vE jedoch nicht, denn f�ur beliebige E ist beigegebenen � und � die zu �uberpr�ufende BedingungE� j�� �(x) � � (x)nicht entscheidbar (wohl aber f�ur rein starre E). Ein noch gr�o�eres Problem stelltdie | eigentlich w�unschenswerte | Eigenschaft (S4) dar. Da die Relation vE nichtsymmetrisch ist (Beispiel 3.3.3), ist es schwierig, bei gebener Substitution � solcheSubstitutionen � zu bestimmen, f�ur die � vE � gilt. Das ist aber notwendig, umeine Vereinigung zweier Substitutionen �1 und �2 zu berechnen.Trotzdem �uberwiegen die Vorteile, wenn man die Relation �E statt der Spezialisie-rungsrelation � als Subsumtionsrelation verwendet, da vollst�andige Mengen allge-meinster Uni�katoren mit ihr sehr viel weniger Elemente haben.3.4 EntscheidbarkeitBevor im n�achsten Abschnitt auf verschiedene Verfahren zur E{Uni�kation n�ahereingegangen wird, soll hier zun�achst gekl�art werden, in welchen F�allen die Exi-stenz einer L�osung �uberhaupt entscheidbar ist, und welche Eigenschaften (endlich,entscheidbar oder aufz�ahlbar) die Mengen allgemeinster Uni�katoren haben. Ta-belle 3.2 gibt eine �Ubersicht.Problem Entscheid- MGUs, Simultanes Verfahrenbarkeit vollst�andiga ProblemSyntaktische Unif., entscheid- einelementig entscheid- Robinson,E = ; bar (bzw. leer) bar Martelli{MontanariGrundterme u. entscheid- einelementig entscheid- [Shostak, 1978],{gleichungen, bar (bzw. leer) bar [Nelson & Oppen, 1980]Var(hE; s; ti) = ;Rein universell, unentscheid- aufz�ahlbar unentscheid- Knuth{Bendix{Verf.,Free(E) = ; bar bar Unfailing KBARein starr, entscheid- endlich/ entscheid- [Gallier et al., 1992],Bound(E) = ; bar aufz�ahlbarb bar (?)c [Goubault, 1993]Gemischt, unentscheid- aufz�ahlbar unentscheid- [Beckert, 1991],E beliebig bar bar Verfahren in Kapitel 4a Vollst�andige Menge allgemeinster Uni�katoren.b Endlich bez�uglich der Relation �E auf den Substitutionen, aufz�ahlbar bez�uglich �.c [Gallier et al., 1992] enth�alt zwar ein entsprechendes Theorem; an dessen Korrektheit bestehenjedoch gewisse Zweifel (siehe Abschnitt 3.6.5).Tabelle 3.2: Entscheidbarkeit der verschiedenen Versionen der E{Uni�kation.Gemischte E{Uni�kationDie gemischte E{Uni�kation ist, wie schon ihr rein universeller Spezialfall (s. u.),unentscheidbar. Eine vollst�andige Menge allgemeinster Uni�katoren ist jedoch |gest�utzt auf Satz 3.2.2 und sein Korollar | in jedem Falle aufz�ahlbar.1111 Wie dies in e�zienter Weise geschehen kann, ist, neben der Anwendung auf den Tableaukalk�ul,die wesentliche Fragestellung dieser Arbeit.



3.4 Entscheidbarkeit 25Syntaktische Uni�kationDie syntaktische Uni�kation, d. h. die E{Uni�kation f�ur E = ;, | ohne sie kommtpraktisch kein Kalk�ul f�ur die Pr�adikatenlogik aus | ist bekanntlich entscheidbar.Mengen allgemeinster Uni�katoren sind einelementig (vorausgesetzt es existiert einUni�kator).Neben dem Standardverfahren von J. A. Robinson gibt es eine Reihe sehr e�zien-ter Methoden, insbesondere auch f�ur simultane Probleme (beispielsweise das vonMartelli und Montanari [1982]).E{Uni�kation mit Grundtermen und {gleichungenUni�kationsprobleme, die ausschlie�lich aus Grundtermen bestehen, sind entscheid-bar. Entsprechende Verfahren bilden dazu einen Kongruenzabschlu� bez�uglicher derAbleitbarkeitsrelation (siehe Abschnitt 3.5).Da f�ur ein solches Problem stets entweder alle Substitutionen L�osungen sind oderkeine, besteht eine vollst�andige Menge allgemeinster Uni�katoren nur aus der be-z�uglich der verwendeten Subsumtionsrelationen allgemeinsten Substitution id.Rein universelle E{Uni�kationEs ist bekannt, da� schon die rein universelle E{Uni�kation | und damit erst rechtauch die gemischte | im allgemeinen unentscheidbar ist. Eine gro�e Rolle spieltdarum die Frage, f�ur welche speziellen GleichungsmengenE sie dennoch entscheidbarist. Diese Frage ist f�ur eine gro�e Zahl von E untersucht worden ([Siekmann, 1989]gibt eine �Ubersicht).Beispiel 3.4.1Unentscheidbar ist die rein universelleE{Uni�kation beispielsweise f�ur jede Menge Evon Gleichungen, die das Assoziativit�atsaxiomAs = (8x)(8y)(8z)(f(f(x; y); z)� f(x; f(y; z)))und die Distributivit�atsaxiomeDisR = (8x)(8y)(8z)(f(x; f(y; z))� f(f(x; y); f(x; z)))DisL = (8x)(8y)(8z)(f(f(x; y); z)� f(f(x; y); f(x; z)))f�ur auch nur ein Funktionssymbol f enth�alt. 2Entscheidbar ist die rein universelle E{Uni�kation inbesondere immer dann, wennein zu E �aquivalentes vollst�andiges Reduktionssystem (siehe Abschnitt 3.6) exi-stiert. Auf die Konstruktion und Anwendung solcher Reduktionssysteme st�utzensich die vervollst�andigungsbasierten Verfahren zur rein universellen E{Uni�kation,insbesondere der Knuth{Bendix{Algorithmus (siehe Abschnitt 3.6.4).



26 Kapitel 3: E{Uni�kationRein starre E{Uni�kationDie rein starre E{Uni�kation ist NP{vollst�andig und also entscheidbar [Gallier etal., 1992]. Dieses Ergebnis beruht ganz wesentlich darauf, da� Mengen allgemein-ster Uni�katoren f�ur rein starre Probleme als endlich und berechenbar bewiesenwerden, und zwar bez�uglich der Subsumtionsrelation �E. Bez�uglich der Relation �sind allgemeinste Uni�katoren auch f�ur rein starre Probleme nur aufz�ahlbar (sieheAbschnitt 3.6.5).Simultane ProblemeDa schon die einfache gemischteE{Uni�kation unentscheidbar ist, gilt das erst rechtf�ur simultane Probleme. In wie weit die | f�ur die verschiedenen Spezialf�alle der ge-mischten E{Uni�kation unterschiedlichen | Eigenschaften (Endlichkeit, Entscheid-barkeit) vollst�andiger Mengen allgemeinster Uni�katoren erhalten bleiben, h�angtganz wesentlich von der verwendeten Subsumtionselation auf den Substitutionenab; insbesondere davon, ob diese Relation neben den notwendigen Eigenschaften(S1) und (S2) auch die Eigenschaft (S4) hat. Denn um die L�osungen eines simulta-nen Problems aus den L�osungen der Einzelprobleme zu berechnen, ist es notwendig,die Vereinigung von L�osungen, d. h. gemeinsame Spezialisierungen von Uni�katoren,zu bilden.Im Gegensatz zu � hat die Relation �E die Eigenschaft (S4) | zumindest f�urbeliebige Mengen E | nicht. Ob sie sie f�ur rein starre E hat, ist zumindest fraglich(siehe Abschnitt 3.6.5).Die Aufz�ahlbarkeit der L�osungen eines gemischtenE{Uni�kationsproblems, wie auchvollst�andiger Mengen allgemeinster Uni�katoren, bleibt in jedem Fall erhalten, weildie Schnittmenge endlich vieler aufz�ahlbarer Mengen wieder aufz�ahlbar ist.Sind bei einem simultanen Problem die Mengen der Gleichungen identisch, hat esalso die Form fhE; s1; t1i; : : : ; hE; sn; tnig ;so ist es �aquivalent zu dem einfachen ProblemhE; f(s1; : : : ; sn); f(t1; : : : ; tn)i(dabei ist f ein beliebiges, im urspr�unglichen Problem nicht auftretendes Funkti-onssymbol). Solche simultanen Probleme haben also die gleichen Eigenschaften wieeinfache Probleme und k�onnen mit entsprechenden Verfahren gel�ost werden.3.5 Berechnung von �AquivalenzklassenEine M�oglichkeit, E{Uni�kationsprobleme zu l�osen, besteht darin, die �Aquivalenz-klassen der zu uni�zierenden Terme bez�uglich der Ableitbarkeitsrelation �$E zu be-rechnen.De�nition 3.5.1 (�Aquivalenzklasse [t]E)Sei t ein Term und E eine Menge von Gleichungen. Dann bezeichnet [t]E die �Aqui-valenzklasse von t bez�uglich �$E.



3.5 Berechnung von �Aquivalenzklassen 27Aus Korollar 3.2.3 folgt sofort:Satz 3.5.2Eine Substitution � ist genau dann eine L�osung des E{Uni�kationsproblems hE; s; ti,wenn [s�]E� = [t�]E� ;d. h. genau dann, wenn es einen Termt0 2 [s�]E� \ [t�]E�gibt.Es bleiben jedoch zwei Schwierigkeiten zu l�osen: Zum einen liefert Satz 3.5.2 nureinen Test und macht keine Aussage dar�uber, wie ein Uni�kator � zu bestimmen ist;und zum zweiten ist unklar, wie man bei der Berechnung der �Aquivalenzklassen vons und t Redundanzen vermeiden und m�oglichst schnell einen Term t0 �nden kann,der beweist, da� die Klassen gleich sind.Beide Probleme spielen keine Rolle, wenn ein E{Uni�kationsproblem nur Grund-terme enth�alt. Bei einem solchen sind entweder alle Substitutionen Uni�katorenoder aber keine. Es ist also nur von Interesse, ob es l�osbar ist. Diese Frage ist, wieaus dem folgenden Satz [Shostak, 1978] folgt, entscheidbar:Satz 3.5.3Sei hE; s; ti ein E{Uni�kationsproblem mit Var(hE; s; ti) = ;.Ist das Problem l�osbar, dann gibt es einen Beweishs; t1; : : : ; tn; ti (n � 0)f�ur s �$E t, so da� die Terme t1; : : : ; tn s�amtlich Terme in oder Unterterme vonTermen in hE; s; ti sind.Um ein nur aus Grundgleichungen und {termen bestehendes E{Uni�kationsproblemzu l�osen, gen�ugt es also, den Kongruenzabschlu�12 derjenigen Terme und Untertermezu berechnen, die in hE; s; ti auftreten. Verfahren, die auf diesem Kongruenzab-schlu� beruhen, sind darum sehr e�zient.13Auch bei rein universellen E{Uni�kationsproblemen kann man das Problem, da�Satz 3.5.2 nur einen Test liefert umgehen: F�ur rein universelle Gleichungsmengen Eh�angt die �Aquivalenzklasse [t]E� eines Terms t wegen E� = E nicht von der Sub-stitution � ab. Mit Hilfe des folgenden Satzes kann man es au�erdem vermeiden,[t�]E f�ur verschiedene � berechnen zu m�ussen, indem man ein rein universelles Pro-blem hE; s; ti auf ein anderes rein universelles Problem hE 0; s0; t0i reduziert, bei dems0 und t0 Grundterme sind:12 [Goubault, 1993] enth�alt eine elegante Fixpunktde�nition des Kongruenzabschlusses (wobei dieMenge der Klasseneinteilungen als Verband aufgefa�t wird), aus der sofort die Berechenbarkeitdes Abschlusses (und sogar ein Verfahren daf�ur) ableitbar ist.13 Ein sehr e�zientes und ausgefeiltes Verfahren ist beispielsweise in [Nelson & Oppen, 1980]angeben; es verwendet u. a. Hashing und Methoden der Graphentheorie.



28 Kapitel 3: E{Uni�kationSatz 3.5.4Ein rein universelles E{Uni�kationsproblem hE; s; ti besitzt genau dann eine L�o-sung, wenn das rein universelle ProblemhE [ f(8x)(eq(x;x)� true; (8y1) : : : (8yn)(eq(s; t) � false)g; true; falseieine L�osung besitzt. Dabei sind y1; : : : ; yn die in s und t auftretenden Variablen,true und false sind neue Konstanten, eq ist ein neues Pr�adikatensymbol und x eineneue Variable.Allerdings erlaubt es dieser Satz nicht | zumindest nicht ohne weiteres | Uni�ka-toren f�ur das urspr�ungliche Problem hE; s; ti zu bestimmen, wenn man festgestellthat, da� solche existieren m�ussen, weil hE 0; s0; t0i l�osbar ist.Auch gilt Satz 3.5.3 f�ur rein universelle Probleme nicht | das w�urde ihrer Unent-scheidbarkeit widersprechen. Darum bleibt das Problem, die �Aquivalenzklassen derTerme true und false in e�zienter Weise zu bestimmen, schwierig. Als L�osungbieten sich vervollst�andigungsbasierte Verfahren an (siehe Abschnitt 3.6).Bei allen E{Uni�kationsproblemen, die nicht rein universell sind, also bei der all-gemeinen gemischten E{Uni�kation, aber auch schon bei rein starren Problemen,kommt das Problem voll zum Tragen, da� man eigentlich einen m�oglichen Uni�ka-tor � schon kennen mu�, bevor man daran gehen kann, die �Aquivalenzklassen zuberechnen; denn f�ur nicht rein universelle E h�angt die Relation �$E� und damit die�Aquivalenzklasse [t]E� eines Termes von � ab.Es ist viel zu aufwendig, alle Substitutionen der Reihe nach auszuprobieren. Selbstwenn man dabei Heuristiken anwendet, um Redundanzen zu vermeiden, und nurm�oglichst allgemeine Substitutionen verwendet und nur solche, die zu unterschied-lichen �Aquivalenzklassen f�uhren, wird doch viel zu viel redundante Information er-zeugt; der Suchraum ist f�ur eine Implementierung viel zu gro�.Allerdings mu� man ber�ucksichtigen, da� in der Regel auch f�ur verschiedene � sichunterscheidende �Aquivalenzklassen [t]E� zumindest doch in ihrer Struktur sehr �ahn-lich sind.Das in [Beckert, 1991, Beckert & H�ahnle, 1992] beschriebene Verfahren nutzt dieseTatsache dadurch aus, da� alle verschiedenen �Aquivalenzklassen eines Terms durchnur eine Menge htiE dargestellt werden:De�nition 3.5.5 (Die Menge htiE)Sie t ein Term und E eine Menge von Gleichungen. Dann isthtiE = fs� : � ist eine allgemeinste Substitution (bzgl. �),so da� s� 2 [t�]E� g :Die an ein Element s� 2 htiE angeheftete (allgemeinste) Substitution � kann alsnotwendige Bedingungen daf�ur aufgefa�t werden, da� s (bzw. s�) aus t (bzw. t�)ableitbar ist. Die Mengen htiE enthalten nur wenig Redundanz, da ihre De�nitioneine Beschr�ankung auf allgemeinste Substitutionen enth�alt, und, was in verschie-denen �Aquivalenzklassen gleich ist, in ihnen nur einmal vorkommt.



3.6 Vervollst�andigungsbasierte E{Uni�kation 29In [Beckert, 1991] ist beschrieben, wie die Mengen htiE recht e�zient berechnetwerden k�onnen. Das Verfahren beruht darauf, durch Anwendung der Gleichun-gen in E induktiv Mengen hti0E ; hti1E; hti2E; : : : zu konstruieren, die, ausgehend vonhti0E = ftidg, die Menge htiE ann�ahern.Darauf aufbauend kann man f�ur jedes beliebige gemischte E{Uni�kationsproblemhE; s; ti eine Menge allgemeinster Uni�katoren bestimmen:Satz 3.5.6Sei hE; s; ti ein gemischtes E{Uni�kationsproblem. Dann ist die MengeU = f�1 t �2 t �3 : es gibt t0�1 2 [t]E, s0�s 2 [s]E, so da� s0; t0 (syntak-tisch) uni�zierbar sind mit MGU �3 geine bez�uglich der Subsumtionsrelation � auf den Substitutionen vollst�andige Mengeallgemeinster Uni�katoren von hE; s; ti.Beweis:Beweis zu Satz 4.7.13 in [Beckert, 1991].Bei der Anwendung dieses Verfahrens ist es nicht n�otig und w�are eher von Nachteil,den "Trick\ aus Satz 3.5.4 (bzw. seine starre Version, Satz 3.6.18) anzuwenden.Dieses Verfahren ist das bisher einzige zur L�osung allgemeiner gemischter E{Uni-�kationsprobleme. Es krankt jedoch an der M�oglichkeit die Gleichungen in E beider Konstruktion von htiE symmetrisch, in beide Richtungen anzuwenden, was trotzder Verbesserungen und zus�atzlich angewendeter Heuristiken zu einem gro�en Such-raum f�uhrt. Zudem ist die E{Uni�zierbarkeit von Termen | auch f�ur rein starreProbleme | mit dieser Methode nicht entscheidbar.14 Diese Probleme zu l�osenund die genannten Vorteile mit denen der im n�achsten Abschnitt beschriebenen ver-vollst�andigungsbasierten Ans�atzen zu verbinden, ist das Ziel des neuen, in Kapitel 4beschriebenen Verfahrens.3.6 Vervollst�andigungsbasierte E{Uni�kation3.6.1 GrundlagenDas Hauptproblem bei der Berechnung von E{Uni�katoren ist, wie schon gesagt,die Symmetrie der Gleichheit und die daraus resultierende Symmetrie der Ableit-barkeitsrelation �$E.Das Problem kann man l�osen, indem man zu Reduktionsregeln | im Prinzip ori-entierte Gleichungen | �ubergeht, die eine nicht symmetrische Ableitbarkeitsrela-tion �!R induzieren. Ist die Relation �!R konuent und wohlfundiert, de�niert sief�ur jeden Term eine Normalform, die mit Hilfe der Reduktionsregeln relativ einfachberechenbar ist. Ist zudem der symmetrische Abschlu� von �!R gleich �$E, l�a�t sich�uberpr�ufen, ob s �$E t f�ur beliebige Terme s und t gilt, denn dann haben s und tdieselbe Normalform.14 Die Uni�katoren sind nur aufz�ahlbar.



30 Kapitel 3: E{Uni�kationDie Idee nun ist, ein gegebenes ReduktionssystemR, das die Anforderung �$R = �$Eschon erf�ullt, so zu transformieren | zu vervollst�andigen |, da� es konuent wird.Dazu werden die Regeln in R in bestimmter Weise auf R selbst angewendet, unddabei auch neue Regeln erzeugt. Die Forderung, da� �!R wohlfundiert sei, kann da-durch eingehalten werden, da� die Orientierung der Reduktionsregeln einer wohlfun-dierten Reduktionsordnung � (Def. 3.6.6) auf den Termen entspricht, so da� �!R eineTeilrelation von � ist. Die verwendete Reduktionsordnung � hat damit entschei-denden Einu� auf den Vervollst�andigungsproze�; auf die Schwierigkeit, � g�unstigzu w�ahlen, wird in Abschnitt 3.6.2 eingegangen.Die Vervollst�andigung eines Reduktionssystem spiegelt sich in einer Transforma-tion der mit seiner Hilfe durchf�uhrbaren Gleichheitsbeweise wieder. Durch die Ver-vollst�andigung k�onnen n�amlich Peaks in diesen Beweisen, d. h. Teilbeweise der Formti  R ti+1 !R ti+2 beseitigt werden. Gleichheitsbeweise mit einem konuenten Re-duktionssystem enthalten keine Peaks mehr, sind also von der Formt0!R � � � !R tk  R � � �  R tn :Die Konstruktion von Reduktionssystemen zu rein universellen Gleichungssystemenist eine h�au�g angewendete Methode. Eine kompakte Darstellung aller damit ver-bundenen Fragen und eine �Ubersicht �uber die umfangreiche Literatur ist in [Dersho-witz & Jouannaud, 1990] enthalten. K�urzere Einf�uhrungen, insbesondere auch eineBeschreibung des wichtigsten Verfahrens, des Unfailing Knuth{Bendix{Algorithmus(siehe Abschnitt 3.6.4), geben [Dershowitz, 1989] und [Bachmair et al., 1989].Zun�achst werden die in der Literatur zur Vervollst�andigung rein universeller Glei-chunssysteme �ublichen Begri�e in analoger Weise auf gemischte Gleichungssysteme�ubertragen:15De�nition 3.6.1 (Reduktionsregel, Reduktionssystem)Eine pr�adikatenlogische Formel der Form(8x1) : : : (8xn)(s; t) ;die all{quanti�ziert sein kann bez�uglich einiger oder aller der Variablen, die sieenth�alt, hei�e Reduktionsregel.Eine Menge R von Reduktionsregeln hei�e Reduktionssystem.16Das Pr�adikatensymbol; bezeichnet die Ableitbarkeitsrelation auf der Objektebene.Es steht in etwa dem gleichen Verh�altnis zum Symbol ! der Meta{Ebene wie dasSymbol � zur Meta{Gleichheit =.De�nition 3.6.2 (Rein universelles, rein starres Reduktionssystem)Ein Reduktionssystem R, d. h. eine Menge von Reduktionsregeln, hei�e� rein universell, wenn es keine freien Variablen enth�alt,15 Im Zweifel seien alle Begri�, deren Bedeutung nicht explizit angegeben ist, wie in [Dershowitz& Jouannaud, 1990] de�niert.16 Es gelte (ohne Beschr�ankung der Allgemeinheit) Bound(R) \ Free(R) = ;.



3.6 Vervollst�andigungsbasierte E{Uni�kation 31� rein starr, wenn es keine gebundenen Variablen enth�alt.F�ur Reduktionsregeln gilt in entsprechender Weise alles das, was im vorigen Ab-schnitt �uber die Bezeichnungen "rein universell\ und "rein starr\ und �uber dieUnterschiede zu der in der Literatur �ublichen Schreibweise ohne Quantoren gesagtwurde. Wie die gemischten Gleichungssysteme stellen gemischte Reduktionssystemeeine Verallgemeinerung dar, die rein universelle und rein starre Systeme einschlie�t.In der gleichen Weise, wie eine Menge E von Gleichungen eine symmetrische Ableit-barkeitsrelation $E induziert (Def. 3.2.1), induziert ein Reduktionssystem R einenicht{symmetrische Ableitbarkeitsrelation!R (der einzige Unterschied ist, da� eineRegel nur von links nach rechts und nicht wie eine Gleichung in beide Richtungenangewendet werden kann):De�nition 3.6.3 (Ableitbarkeitsrelation!R, Rechtfertigung, Beweis f�ur s �!R t)Sei R eine Menge von Reduktionsregeln. Die Relation !R ist auf der Menge derTerme de�niert durch:F�ur zwei Terme s; t 2 Term gilt s!R tgenau dann, wenn es eine Reduktionsregel(8x1) : : : (8xn)(l; r) 2 R ;eine Position p in s und eine Substitution � gibt, so da�1. sjp = l�,2. t = (s[p=r])�,3. � belegt keine freien Variablen in s oder der Reduktionsregel.In diesem Fall hei�t das Tripel h(8x1) : : : (8xn)(l; r); p; �i eine Rechtfertigung f�urs!R t.Eine endliche Folge ht0; : : : ; tni (n � 0) von Termen mitt0!R t1!R t2!R � � � !R tnhei�e ein R{Beweis f�ur t0 �!R tn :Die Eigenschaften der Relation!R werden auf das ReduktionssystemR �ubertragen:De�nition 3.6.4 (Konuenz, Curch{Rosser{Eigenschaft, Wohlfundiertheit einesReduktionssystems)Ein Reduktionssystem R� hei�e wohlfundiert, konuent, lokal konuent,



32 Kapitel 3: E{Uni�kation� habe die Church{Rosser{Eigenschaft,wenn die Relation �!R die entsprechende Eigenschaft hat.Wie schon in der Einf�uhrung zu diesem Abschnitt angedeutet, kann ein E{Uni�ka-tionsproblem im Prinzip dann mit Hilfe eines Reduktionssystems R gel�ost werden,wenn1. R die gleiche symmetrische Ableitbarkeitsrelation wie E induziert, d. h., wenn�$R = �$E,2. R endlich, wohlfundiert und konuent ist.Zun�achst kann man mit einem Reduktionssystem R, das diese Eigenschaften hat,aber nur entscheiden, ob zwei Terme gleich sind, und ob eine gegebene Substitution �ein E{Uni�kator ist. Es gibt aber auch M�oglichkeiten, mit Hilfe eines wohlfundier-ten konuenten Reduktionssystems E{Uni�katoren zu berechnen. Hierzu geh�ortinsbesondere die Methode des Narrowing, die die Anwendung der Regeln in R mitsyntaktischer Uni�kation verbindet [Nutt et al., 1989].Das Berechnen vollst�andiger Mengen allgemeinster Uni�katoren f�ur gemischte E{Uni�kationsprobleme ist aber auch damit zumindest problematisch. Man mu� n�am-lich beachten, da� die Gleichungen in E� f�ur unterschiedliche Substitutionen � un-terschiedlich orientiert werden m�ussen, und es darum im allgemeinen kein Reduk-tionssystem R gibt, so da� R� f�ur alle � eine Vervollst�andigung von E� ist:Beispiel 3.6.5Sei die Ordnung auf den Termen so gew�ahlt, da� a � b. Dann mu� die Gleichungx � y nach Anwendung der Substitution �1 = fx=a; y=bg von links nach rechts ori-entiert werden, mit �1 = fx=b; y=ag aber von rechts nach links. 23.6.2 ReduktionsordnungenDie �ubliche Methode sicherzustellen, da� die Ableitbarkeitssrelation �!R wohlfun-diert ist, ist zu zeigen, da� sie Teilrelation einer wohlfundierten (partiellen) Ord-nung � auf den Termen ist. Dies ist zumindest immer dann der Fall, wenn1. die linke Seite jeder Regel in R gr�o�er als ihre rechte Seite ist, d. h., wenn l � rf�ur alle (8�x)(l; r) 2 R gilt,2. die Ordnungsrelation �monoton ist bez�uglich der Termstruktur und bez�uglichInstantiierung.Es gen�ugt also f�ur ein spezielles Reduktionssystem R den ersten Punkt zu �uberpr�u-fen, wenn die Monotonie eine bekannte Eigenschaft der Ordnungsrelation � ist:De�nition 3.6.6 ([Totale] Reduktionsordnung)Eine strikte (partielle) Ordnung � auf den Termen hei�t Reduktionsordnung, wennsie wohlfundiert ist und monoton bez�uglich der Termstruktur und Instantiierung,d. h., wenn f�ur beliebige Terme s; t; u, Positionen p in u und Substitutionen � gilt:



3.6 Vervollst�andigungsbasierte E{Uni�kation 331. Wenn s � t, dann u[p=s] � u[p=t].2. Wenn s � t, dann s� � t�.Eine Reduktionsordnung hei�t total, wenn ihre Einschr�ankung auf die Menge derGrundtermen eine Totalordnung ist.Eine Reduktionsordnung hei�t also schon dann total, wenn sie eine Totalordnungauf den Grundtermen ist.Ein wichtiges Beispiel f�ur Reduktionsordnungen sind die lexikographischen Pfadord-nungen [Dershowitz, 1987].De�nition 3.6.7 (Lexikographische Pfadordnung)>F sei eine strikte Ordnung auf den Funktionssymbolen. Dann ist die (von derOrdnung >F induzierte) lexikographische Pfadordnung (LPO)�LPO 2 Term�Termde�niert durch:F�ur beliebige Terme17s = f(s1; : : : ; sm) und t = g(t1; : : : ; tn)gilt s �LPO t genau dann, wenn entweder1. es ein 1 � i � m gibt, so da� si �LPO t oder si = t,2. f >F g und s �LPO tj f�ur alle 1 � j � n, oder3. f = g, (s1; : : : ; sn) ��LPO (tn; : : : ; tn) und s �LPO ti f�ur alle 1 � i � n.Dabei bezeichnet ��LPO die durch �LPO lexikographisch induzierte Ordnung18 auf Tu-peln von Termen, d. h., hs1; : : : ; sni ��LPO ht1; : : : ; tnigilt genau dann, wenn es ein 1 � i � n gibt, so da� sj = tj f�ur 1 � j < i undsi �LPO ti.Diejenige LPO, die durch die alphabetische Ordnung auf den Konstanten{ und Funk-tionssymbolen de�niert wird, hei�e alphabetische LPO.Beispiel 3.6.8Sei �LPO die alphabetische LPO. Dann gilt:b �LPO ag(a) �LPO f(b)f(g(a)) �LPO g(a)h(b; a) �LPO h(a; b) 217 Konstanten werden als nullstellige Funktionssymbole aufgefa�t.18 Das hei�t f >F c >F b >F a, true >F false usw.



34 Kapitel 3: E{Uni�kationLemma 3.6.9Ist >F eine Totalordnung, dann ist �LPO eine totale Reduktionsordnung.Die lexikographischen Pfadordnungen sind ein m�achtiges Werkzeug. Mit ihrer Hilfekann die Wohlfundiertheit vieler Reduktionssysteme bewiesen werden. Au�erdemhaben sie eine f�ur das in Kapitel 4 beschriebene Verfahren wichtige Entscheidbar-keitseigenschaft (Satz 4.2.14), und sind darum auch f�ur die Implementierung ver-wendet worden.Eine �Ubersicht �uber andere Reduktionsordnungen und ihre Eigenschaften gibt [Der-showitz & Jouannaud, 1990].3.6.3 Konuenz und GrundkonuenzIn vielen F�allen ist es nicht m�oglich, zu einem gebenen GleichungssystemE ein �aqui-valentes Reduktionssystem anzugeben, das konuent ist. Es gibt Gleichungssysteme(auch rein universelle), f�ur die kein solches Reduktionssystem existiert. F�ur andereist es mit den vorhandenen Methoden nicht zu bestimmen. Man kann aber stets ein(u. U. unendliches) grundkonuentes Reduktionssystem berechnen, das zu E �aqui-valent ist [Bachmair et al., 1989].De�nition 3.6.10 (Grundkonuenz)Sei �!R die durch ein Reduktionssystem R induzierte Relation auf den Grundtermen.Die Relation �!R und das System R hei�en grundkonuent, wenn die Einschr�ankungvon �!R auf die Menge der Grundterme konuent ist.Es kann auch sein, da� zu einem GleichungsystemE nur ein unendliches konuentesReduktionssystem existiert, es aber ein endliches grundkonuentes System gibt.Eine ausf�uhrliche Darstellung der Gemeinsamkeiten und Unterschiede konuenterund grundkonuenter Reduktionssysteme ist in [G�obel, 1987] enthalten.Wie der folgende Satz zeigt, gen�ugt es f�ur das automatische Beweisen v�ollig, wennman sich auf grundkonuente Reduktionssysteme beschr�ankt, da die verwendetenSignaturen in der Regel unendlich viele Konstantensymbole enthalten (n�amlich dieSkolem{Konstanten).Satz 3.6.11R sei ein Reduktionsystem �uber der Signatur S, und S enthalte unendlich vieleKonstantensymbole. Dann gilt:R ist konuent gdw. R ist grundkonuent :Beweis:Siehe [Peterson, 1990].



3.6 Vervollst�andigungsbasierte E{Uni�kation 35Auch f�ur viele andere Anwendungen, wie beispielsweise Induktionsbeweise und Pro-grammsynthese, ist Grundkonuenz ausreichend.Als Veranschaulichung f�ur den Unterschied zwischen Grundkonuenz und Konuenzmag dienen, da� unter Umst�anden f�ur den �Ubergang zwischen beiden ein Induktions-schlu� bzw. !{Grenz�ubergang notwendig sein kann, um aus "f�ur alle Grundterme tgilt f(t) � g(t)\ auf "es gilt (8x)(f(x) � g(x))\ zu schlie�en.Beispiel 3.6.12Hier ein Beispiel f�ur ein grundkonuentes aber nicht konuentes Reduktionssy-stem:19 (1) (8y)(add(0; y); y)(2) (8x)(8y)(add(s(x); y); s(add(x; y)))(3) (8u)(8v)(8w)(add(u; add(v;w)); add(add(u; v); w))Mit Hilfe dieses Reduktionssystems k�onnen alle Grundterme auf eine Normalformsj(0) (j � 0) gebracht werden. Die Umformung beruht auf einer "Induktion\ �uberdas erste Argument eines add. Steht dort jedoch kein Grundterm, kann die 0 nichterreicht werden.Das Reduktionssystem ist beispielsweise nicht konuent f�ur den Termadd(u; add(s(v); s(w))) ;denn add(u; add(s(v); s(w)))!(2) add(u; s(add(v; s(w))))add(u; add(s(v); s(w)))!(3) add(add(u; s(v)); w) :Auf beide neuen Terme lassen sich keine Regeln mehr anwenden. 23.6.4 Der Unfailing Knuth{Bendix{AlgorithmusDer Unfailing Knuth{Bendix{Algorithmus (UKBA) ist eine Erweiterung des vonD. E. Knuth und P. B. Bendix [1970] entwickelten Verfahres zur Vervollst�andigungrein universeller Reduktionssysteme. In Kombination mit Narrowing ist es daswichtigste und ein h�au�g implementiertes Verfahren f�ur die rein universelle E{Uni�kation. Eine Einf�uhrung und eine �Ubersicht �uber die umfangreiche Literaturzu diesem Verfahren gibt [Bachmair et al., 1989].Die Konstruktion eines konuenten und wohlfundierten Reduktionssystems zu ei-ner Gleichungsmenge E mit Hilfe des klassischen Knuth{Bendix{Algorithmus kannscheitern, obwohl ein solches Reduktionssystem existiert, | etwa weil die Reduk-tionsordnung ung�unstig gew�ahlt ist. Dieses Problem wird durch die Weiterent-wicklung zum UKBA gel�ost. Mit seiner Hilfe kann zu jedem Gleichungssystem eingrundkonuentes (Def. 3.6.10), jedoch nicht notwendig konuentes Reduktionssy-stem berechnet werden | sofern eines exisiert.19 Das Beispiel stammt urspr�unglich von L. Fribourg. Es ist zitiert in [G�obel, 1987].



36 Kapitel 3: E{Uni�kationDie im folgenden verwendete | inzwischen in der Literatur �ubliche | Transfor-mationsregel{Schreibweise20 f�ur Vervollst�andigungsprozeduren geht auf [Dershowitz,1987] zur�uck.De�nition 3.6.13 (Unfailing Knuth{Bendix{Algorithmus)Seien hE;Ri und hE 0; R0i Paare rein universeller Mengen von Gleichungen und reinuniverseller Reduktionssysteme. � sei eine totale Reduktionsordnung.21 Es gilthE;Ri j�UKBA hE 0; R0igenau dann, wenn hE 0; R0i aus hE;Ri hervorgeht durch Anwendung einer der inTabelle 3.3 dargestellten Transformationsregeln des Unfailing Knuth{Bendix{Algo-rithmus (Orient, Delete, Deduce, Simplify 1, Simplify 2, Compose 1, Compose 2,Collapse 1, Collapse 2).22 Dabei bedeutet s!E� t, da� es eine Rechtfertigungh(8�x)(l � r); p; �i f�ur s!E t gibt, wobei zwar die Gleichung l � r nicht unbedingtorientierbar ist, wohl aber ihre Instanz (l � r)� | n�amlich zu l� � r�, was s � timpliziert.Die Menge EP�(hE;Ri) der erweiterten kritischen Paare in Tabelle 3.3 ist de�niertals die Menge aller Gleichungen (8�x)(8�y)(t� � (s[p=r])�), so da�� (8�x)(s; t) 2 R, (8�x)(s � t) 2 E oder (8�x)(t � s) 2 E;� (8�y)(l; r) 2 R, (8�y)(l � r) 2 E oder (8�y)(r � l) 2 E;� p ist eine Position in s und sjp ist keine Variable;� sjp und l sind uni�zierbar mit MGU �;� s� 6� t�;� l� 6� r�.Die wichtigste Regel ist die Deduktionsregel. Sie erzeugt aus einem kritischen Paar,d. h. einem Paar von Regeln, die dazu f�uhren k�onnen, da� die Ableitbarkeitsrelationnicht konuent ist, eine neue Regel, die die lokale Konuenz und damit wegen derWohlfundiertheit die Konuenz wiederherstellt.Beispiel 3.6.14Ist R = fa; b; a; cg und E leer, dann gilt a!hE;Ri b und a!hE;Ri c, aber es gibtkeinen Term t, so da� b �!hE;Ri t und c �!hE;Ri t.23Da aber die beiden Regeln ein kritisches Paar bilden, wird eine neue Gleichung b � cerzeugt, und mit hE 0; R0i = hE [ fb � cg; Ri gilt b!hE0 ;R0i c. 220 Dabei ist die unterhalb der Linie stehende Struktur aus der oberhalb stehenden ableitbar, fallsdie rechts stehenden Bedingungen erf�ullt sind.21 Es gen�ugt auch, wenn � zu einer totalen Reduktionsordnung erweitert werden kann.22 Vor der Anwendung einer Regel sind alle auftretenden Variablen durch gebundene Umbenennungdurch neue zu ersetzen.23 !hE;Ri ist die Vereinigung von !E und !R.



3.6 Vervollst�andigungsbasierte E{Uni�kation 37(Ori) hE [ f(8�x)(s � t)g; RihE;R [ f(8�x)(s; t)gi s � t(Del) hE [ f(8�x)(s � s)g; RihE;Ri(Ded) hE;RihE [ f(8�x)(s � t)g; Ri (8�x)(s � t) 2 EP�(hE;Ri)(Si1) hE [ f(8�x)(s � t)g; RihE [ f(8�x)(8�y)(u � t)g; Ri s!R u mit (8�y)(l; r) 2 R(Si2) hE [ f(8�x)(s � t)g; RihE [ f(8�x)(8�y)(u � t)g; Ri s!E� u mit (8�y)(l � r) 2 E�,wobei s > l(Cm1) hE;R [ f(8�x)(s; t)gihE;R [ f(8�x)(8�y)(s; u)gi t!R u mit (8�y)(l; r) 2 R(Cm2) hE;R [ f(8�x)(s; t)gihE;R [ f(8�x)(8�y)(s; u)gi t!E� u mit (8�y)(l � r) 2 E�(Cl1) hE;R [ f(8�x)(s; t)gihE [ f(8�x)(8�y)(v � t)g; Ri s!R v mit (8�y)(l; r) 2 R,wobei s > l(Cl2) hE;R [ f(8�x)(s; t)gihE [ f(8�x)(8�y)(v � t)g; Ri s!E� v mit (8�y)(l � r) 2 E�,wobei s > lTabelle 3.3: Die Transformationsregeln des Unfailing Knuth{Bendix{Algo-rithmus (Def. 3.6.13).Als das Resultat der Vervollst�andung durch den UKBA, das hei�t der iterativen An-wendung der Transformationsregeln aus De�nition 3.6.13 auf initiales Paar hE0; R0ide�niert man nun das Paar hE1; R1i in folgender Weise:De�nition 3.6.15 (Vervollst�andigung)F�ur eine (endliche oder unendliche) Folge (hEi; Rii)i�0 von Paaren von Gleichungs-systemen Ei und Reduktionssystemen Ri geltehE0; R0i j�UKBA hE1; R1i j�UKBA hE2; R2i j�UKBA � � � :Dann hei�e das Paar hE1; R1i, das de�niert ist durchE1 = ( Em falls die Folge der hEi; Rii von der L�ange m istSk�0 Tm�k Em falls die Folge unendlich istund R1 = ( Rm falls die Folge der hEi; Rii von der L�ange m istSk�0 Tm�k Rm falls die Folge unendlich istdie Vervollst�andigung von hE0; R0i.



38 Kapitel 3: E{Uni�kationFalls die Folge der hEi; Rii unendlich ist, enth�alt hE1; R1i also die persistentenGleichungen und Reduktionsregeln, die in allen bis auf endlich vielen der hEi; Riienthalten sind.Den zus�atzliche Freiheitsgrad, den man durch die Formulierung mit Transforma-tionsregeln hat, n�amlich diese Regeln in beliebiger Reihenfolge anzuwenden, umhE1; R1i zu erzeugen, mu� man nun wieder etwas einschr�anken. Die Anwendungmu� n�amlich in der Weise fair sein, da� fr�uher oder sp�ater auf jedes persistentekritische Paar die Regel Deduce angewendet wird:De�nition 3.6.16 (Fairne� f�ur den UKBA)Eine AbleitungsfolgehE0; R0i j�UKBA hE1; R1i j�UKBA hE2; R2i j�UKBA � � �hei�t fair, wenn EP�(hE1; R1i) � [i�0Ei :Wird diese Fairne�bedingung eingehalten, ist der UKBA in folgendem Sinne korrektund vollst�andig [Bachmair et al., 1989]:Satz 3.6.17Ist E ein rein universelles Gleichungssystem, hE0; R0i = hE; ;i, und die Ableitungs-folge hE0; R0i j�UKBA hE1; R1i j�UKBA hE2; R2i j�UKBA � � �fair im Sinne von De�nition 3.6.16, dann gilt:Korrektheit: �!hE1 ;R1i = �$E1 [ �!R1 ist gleich �$E0 und grundkonuent.Vollst�andigkeit: Unter der Voraussetzung, da� zu E ein grundkonuentes und wohl-fundiertes Reduktionssystem R mit �!R = �$E existiert, ist auch R1 grundkon-uent und wohlfundiert, und es ist E1 = ;.Ein Beispiel f�ur eine leistungsf�ahige Implementierung des UKBA ist der Theorem-beweiser SbREVE [Hsiang & Mzali, 1988]. Eine �Ubersicht �uber dieses und andereden UKBA verwendende Systeme gibt [Herrman et al., 1991]. Mit solchen Systemensind Vervollst�andigungen vieler spezieller Gleichungssysteme E bestimmt worden.3.6.5 Das Verfahren von Gallier et al.In [Gallier et al., 1992] ist ein vervollst�andigungsbasiertes Verfahren f�ur die reinstarre E{Uni�kation (rigid E{uni�cation) beschrieben. Als Motivation f�ur die Be-trachtung des Problems dient dort die Erweiterung der Konnektionsmethode (me-thod of matings) um die Behandlung von Gleichheit. �Ahnlich wie die Gleicheitsbe-handlung im Tableaukalk�ul mit freien Variablen l�a�t sie sich auf das Problem derrein starren24 E{Uni�kation zur�uckf�uhren (siehe Kapitel 5).24 F�ur die Gleichheitsbehandlung im Tableaukalk�ul mit freien Variablen und universellen For-meln (siehe Abschnitt 5.1.3) m�ussen simultane gemischte E{Uni�kationsprobleme gel�ost wer-den; beim Tableaukalk�ul ohne universelle Formeln gen�ugt | wie bei der Konnektionsmethode| die L�osung simultaner rein starrer Probleme.



3.6 Vervollst�andigungsbasierte E{Uni�kation 39[Gallier et al., 1992] schlie�t eine Reihe von Ver�o�entlichungen der Autoren zumThema starre E{Uni�kation ab und stellt die darin enthaltenen Ergebnisse ausf�uhr-lich dar. Zum ersten Mal formuliert wurde das Problem der rein starren E{Uni�-kation in [Gallier et al., 1987] und die Vermutung ge�au�ert, es sei im Gegensatz zurrein universellen E{Uni�kation entscheidbar. Bewiesen wurde die Entscheidbarkeitder rein starren E{Uni�kation | genauer gesagt: ihre NP{Vollst�andigkeit25 | in[Gallier et al., 1988]. Ausf�uhrlicher ist der Beweis in [Gallier et al., 1990] dargestellt.Dieser Beweis ist konstruktiv, d. h. es wird tats�achlich ein (nicht{deterministisches)Verfahren angegeben, mit dessen Hilfe eine bez�uglich �E vollst�andige Menge vonL�osungen eines rein starren Problems hE; s; ti berechnet werden kann.Dazu wird das Problem zun�achst durch ein �aquivalentes Problem hE 0; s0; t0i ersetzt,bei dem s0 und t0 Grundterme sind (der folgende Satz ist das Analogon f�ur reinstarre Probleme zu Satz 3.5.4):Satz 3.6.18Eine Substitution � ist genau dann L�osung eines rein starren E{Uni�kationspro-blems hE; s; ti, wenn sie L�osung des rein starren ProblemshE 0; s0; t0i = hE [ feq(x; x) � true; eq(s; t) � falseg; true; falseiist. Dabei sind true und false neue Konstanten, eq ist ein neues Pr�adikatensymbolund x eine neue Variable.Anschlie�end werden, ausgehend von E 0 iterativ folgende Schritte ausgef�uhrt (diehier allerdings nur vereinfacht beschrieben sind):1. Eine order assignment genannte Ordnung auf den in E 0 auftretenden Termenwird gew�ahlt, die es erlaubt, E 0 unter der Voraussetzung zu vervollst�andigen,da� man die auftretenden Variablen als Konstanten, also als unver�anderlichbzw. starr auffa�t. Es ist ein wesentlicher Punkt des Beweises von Gallier et al.,da� eine solche Ordnung auf den Termen immer gew�ahlt werden kann. Gibtes mehrere geeignete order assignments, wird indeterministisch eine beliebigeausgew�ahlt.2. Dann wird eine Vervollst�andigung R0 f�ur dieses starre System E 0 konstruiert.Daf�ur wird ein e�zientes, auf dem Kongruenzabschlu� basierendes Verfahrenszur Vervollst�andigung von Systeme ohne Variablen verwendet.3. Enth�alt die Vervollst�andigung R0 | als nicht starres Problem betrachtet |noch kritische Paare, wird ein solches kritisches Paar (indeterministisch) aus-gew�ahlt, und der Uni�kator �, der bei der Bildung des kritischen Paares auf-tritt, wird auf die gesamte Vervollst�andigung R0 angewendet. Dann wird dasGleichungssystemE 0 durchR0� (einschlie�lich der durch das kritische Paar neuentstandenen Gleichung) ersetzt und wieder mit dem ersten Schritt begonnen.Das Verfahren terminiert, wenn R0 kein kritisches Paar mehr enth�alt.25 Es wird auch bewiesen, da� das Problem NP{hart ist.



40 Kapitel 3: E{Uni�kationTerminiert das Verfahren, enth�alt R0 also keine kritischen Paare mehr, und giltfalse �$R true, dann ist die Vereinigung der bis dahin angewendeten Uni�katoren �eine L�osung des urspr�unglichen Uni�kationsproblems. Das Verfahren mu� termi-nieren, weil das System nach jeder Bildung eines kritischen Paares wenigstens eineVariable weniger enth�alt.Die Entscheidbarkeit der rein starren E{Uni�kation ist ein interessantes und so-gar etwas �uberraschendes Ergebnis, weil der Unterschied zur rein universellen E{Uni�kation klein zu sein scheint, inbesondere die Einschr�ankung der Ressourcen, dieman bei Gleichheitsbeweisen zur Verf�ugung hat, erscheint zun�achst unwesentlich, istaber, wie der Satz von Gallier et al. zeigt, entscheidend.[Gallier et al., 1992] enth�alt auch den Satz, da� das simultane rein starre E{Uni�kationsproblem entscheidbar sei. Der Beweis dieses Satzes ist aber etwas kurz,und beruht im wesentlichen auf Analogieschl�ussen zum Einzelproblem. Es sindauch verschiedentlich Zweifel an der Korrektheit des Beweises und der G�ultigkeitdes Satzes ge�au�ert worden.26Die Frage der Entscheidbarkeit simultaner Probleme ist aber f�ur die Frage, in wieweit sich das Verfahren auf die gemischte E{Uni�kation �ubertragen l�a�t unerheblich,da diese ohnehin unentscheidbar ist.Der wesentlich Nachteil des Verfahrens ist sein Indeterminismus. Es bleibt v�olligunklar, wie dieser anders als durch Backtracking zu beseitigen w�are. Das ist wegender gro�en Zahl von choice points �au�erst ung�unstig, und das Verfahren erscheint| solange keine guten Heuristiken f�ur die Auswahl kritischer Paare zur Verf�ugungstehen | f�ur eine Implementierung ungeeignet (und ist tats�achlich nie implementiertworden27).Dennoch sind einige der dem Verfahren zu Grunde liegenden Ideen f�ur das neue, inKapitel 4 beschriebene Verfahren �ubernommen worden.Beispiel 3.6.19Hier ein Beispiel f�ur die Anwendung des Verfahrens von Gallier et al.: Gegeben seidas rein starre E{Uni�kationsproblemhE; s; ti = hff(a) � a; g(g(x)) � f(a)g; g(g(g(x))); xi :Dann istE 0 = ff(a) � a; g(g(x)) � f(a); eq(g(g(g(x))); x) � false; eq(y; y) � trueg :Nach Wahl eines geeigneten order assignments und Durchf�uhrung des ersten Ver-vollst�andigungschrittes erh�alt manR01 = ff(a); a; g(g(x)); a; eq(g(a); x); false; eq(y; y); trueg :R01 enth�alt das kritische Paareq(g(a); x); false und eq(y; y); true :26 Unter anderem von U. Petermann und J. Goubault. Auch P. Narendran r�aumte ein, da� manden Beweis zumindest noch einmal �uberpr�ufen m�u�te.27 Nach Auskunft von P. Narendran.



3.6 Vervollst�andigungsbasierte E{Uni�kation 41Der bei der Bildung des Paares auftretende Uni�kator ist � = fx=g(a); y=g(a)g.Wendet man � auf R0 an, f�ugt die neue Gleichung true � false hinzu und f�uhrtwieder einen Vervollst�andigungsschritt aus, ergibt diesR02 = ff(a); a; g(g(g(a))); a; eq(g(a); g(a)); true; false; trueg :Da R2 kein kritisches Paar mehr enth�alt, terminiert das Verfahren. false; true istin R2 enthalten, und man kann schlie�en, da� die Vereinigung aller bisher angewen-deten Substitutionen | also � = fx=g(a); y=g(a)g | ein E{Uni�kator von hE; s; tiist. 23.6.6 Das Verfahren von GoubaultEin weiteres Verfahren f�ur die rein starre E{Uni�kation ist in [Goubault, 1993]beschrieben. Es ist nicht wie das in [Gallier et al., 1992] vervollst�andigungsbasiert,sondern es basiert v�ollig auf einem "trickreichen\ Kongruenzabschlu�. Auch diesesVerfahren ist indeterminstisch und darum schwer zu implementieren.In [Goubault, 1993] hei�t es, die Methode sei e�zienter als die von Gallier et al. (wasjedoch nicht belegt wird), auch sei sie m�achtiger, da man beliebige Auswahlheuristi-ken hinzuf�ugen kann, die die Suche steuern, und es u. a. eine Auswahlheuristik gibt,die dazu f�uhrt, da� das Verfahren die Vervollst�andigung nach Gallier et al. simuliert.Wie bei dem Verfahren von Gallier et al. ist aber auch bei dem von Goubault v�olligunklar, wie man es f�ur die gemischten E{Uni�kation erweitern k�onnte.



4 Ein vervollst�andigungsbasiertesVerfahren f�ur gemischteE{Uni�kation It is obvious that the sign =is really the wrong sign for such relations,because it suggests symmetry,and there is no such symmetry.| N.G. DE BRUIJN, 19584.1 Einf�uhrungIn diesem Kapitel wird ein neues Verfahren f�ur die gemischte E{Uni�kation ent-wickelt. Es vereinigt in sich die Vorteile anderer Methoden zur L�osung von E{Uni�kationsproblemen:� Das Verfahren ist vervollst�andigungsbasiert. Es kann als eine Erweiterungdes (nur f�ur die rein universelle E{Uni�kation geeigneten) Unfailing Knuth{Bendix{Algorithmus mit Narrowing gesehen werden. Allerdings sind tiefgrei-fende �Anderungen notwendig, um gemischte Probleme behandeln zu k�onnen.� Es ist | wie das Verfahren in [Beckert, 1991] | in dem Sinne deterministisch,da� bei der Suche nach einem Uni�kator niemals Backtracking notwendig wird.Neue Reduktionsregeln und abgeleitete Terme m�ussen nie wieder verworfenund einmal angewendete Substitutionen nicht wieder zur�uckgenommen wer-den.� Betrachtet man einen Suchbaum, dessen Pfade den verschiedenen Ableitun-gen zulassenden Substitutionen entsprechen, und in dem immer dann eineVerzweigung auftritt, wenn aus einer Reduktionsregel oder einem Term mitverschiedenen Substitutionen verschiedene neue Regeln oder Terme abgeleitetwerden k�onnen, dann f�uhrt das Verfahren in diesem Suchbaum eine Breiten-suche aus. Die Erfahrung lehrt, und in [Beckert & H�ahnle, 1992] ist dasauch n�aher begr�undet, da� eine Breitensuche bez�uglich der Substitutionen ei-ner Tiefensuche fast immer �uberlegen und f�ur eine e�ziente Implementierungunerl�a�lich ist.� Die zu uni�zierenden Terme gehen im Gegensatz zu dem Verfahren aus [Gallieret al., 1992] nicht in die Berechnung der Vervollst�andigung ein. Das ist f�ur die42



4.2 Ordnungsbedingungen und Constraints 43Gleichheitsbehandlung im Tableaukalk�ul wichtig, denn dort treten in der Regelviele E{Uni�kationsprobleme mir der selben Gleichungsmenge E auf, die sichnur in den zu uni�zierenden Termen unterscheiden (siehe Abschnitt 5.2.3).Die grundlegende Idee des neuen Verfahrens ist, bei gegebener Gleichungsmenge Edie f�ur verschiedene Substitutionen � unterschiedlichen Mengen E� durch ein Re-duktionssystem darzustellen, wobei diese Darstellung m�oglichst frei von Redundan-zen sein soll. Dazu werden an die Reduktionsregeln Constraints (Bedingungen)angeheftet, die beschreiben, f�ur welche � die Regeln G�ultigkeit haben, d. h. f�ur wel-che � sie in der Vervollst�andigung von E� enthalten sind; diese Constraints werdenauch an abgeleitete Terme angeheftet und geben dann an, f�ur welche � er aus einemgegebenen Term ableitbar ist.Auch schon bei der Methode aus [Beckert, 1991] werden abgeleitete Terme mitBedingungen versehen, n�amlich in Form der an die Elemente t0� der Mengen htiEangehefteten Substitutionen �.Bei Reduktionsregeln gen�ugt es aber nicht, Substitutionen als Constraints zu ver-wenden, sondern auch �uber die durch die Reduktionsordnung gegebene Relationzwischen den Termen, die f�ur die freien Variablen eingesetzt werden, mu� man inden Constraints Aussagen machen k�onnen.Beispiel 4.1.1Sei beispielsweise E = fx � yg. Zu einem zu E� �aquivalenten Reduktionssystemwird | je nachdem welche der Variablen x und y durch � mit dem (bzgl. derReduktionsordnung) gr�o�eren Term belegt wird | entweder die Regel (x; y)�oder (y; x)� geh�oren.Die Bedingung, da� die Regel x; y (bzw. eine ihrer Instanzen) nur dann G�ultigkeithaben soll, wenn �(x) � �(y), l�a�t sich durch Substitutionen nicht ausdr�ucken |allenfalls dadurch, da� man alle Substitutionen � aufz�ahlte, die diese Bedingungeinhalten, was aber v�ollig unpraktikabel ist.Die | nicht nur in diesem Beispiel | naheliegende L�osung ist, einen Ausdruck derForm x � y als Bedingung zu verwenden. 2In den folgenden Abschnitten wird zun�achst die allgemeine Form der verwendetenConstraints beschrieben, ihre Eigenschaften und ihre Handhabung wird diskutiert.In Abschnitt 4.4 werden die Transformationsregeln angegeben, die es erlauben, zueinem Gleichungssystem E ein System von Reduktionsregeln mit Constraint zu er-zeugen, das f�ur jede Substitution � ein zu E� �aquivalentes Reduktionssystem "be-inhaltet\; S�atze �uber die Eigenschaften des Verfahrens, insbesondere Korrektheitund Vollst�andigkeit, werden bewiesen. Es wird beschrieben, wie mit Hilfe eines sol-chen Reduktionssystems mit Constraints ein gemischtes E{Uni�kationsproblem zul�osen ist, und wie eine bez�uglich der Subsumtionsrelation �E auf den Substitutionenvollst�andige Menge allgemeinster Un�katoren berechnet werden kann; und schlie�-lich wird das Problem behandelt, wie eine bez�uglich der Relation � vollst�andigeMenge von MGUs erzeugt un mit ihrer Hilfe auch ein simultanes gemischtes E{Uni�kationsproblem gel�ost werden kann.



44 Kapitel 4: Vervollst�andigungsbasierte gemischte E{Uni�kation4.2 Ordnungsbedingungen und ConstraintsDie an Regeln und Terme angehefteten Constraints bestehen aus zwei Teilen. EinTeil ist | wie Beispiel 4.1.1 nahelegt | eine "Ordnungsbedingung\1, einer Aussage�uber die Anordnung von Termen bez�uglich der zugrunde gelegten Reduktionsord-nung.De�nition 4.2.1 ([Atomare] Ordnungsbedingung, Grund{Ordnungsbedingung)Die atomaren Formeln1. true und false,2. s � t f�ur beliebige Terme s; t 2 Termhei�en atomare Ordnungsbedingungen.Die mit Hilfe der Operatoren :, ^, _ und � aus den atomaren Ordnungsbedingungenaufbaubaren logischen Formeln hei�en Ordnungsbedingungen.Eine Ordnungsbedingung, die keine Variablen enth�alt, hei�e Grund{Ordnungsbedin-gung.Den Grund{Ordnungsbedingungen kann in folgender Weise ein Wahrheitwert zuge-wiesen werden:De�nition 4.2.2 (Wahrheitswert einer Grund{Ordnungsbedingung)Der Wahrheitswert einer Grund{Ordnungsbedingung O sei dadurch gegeben, da�� zun�achst den in O enthaltenen atomaren Ordnungsbedingungen der Wahrheits-wert zugewiesen wird, den sie haben, wenn das (Pr�adikaten{)Symbol � durcheine totale Reduktionsordnung �X auf den Termen interpretiert wird;� die logischen Operatoren in der �ublichen Weise interpretiert werden, um denWahrheitswert von O zu bestimmen.Entsprechend dem ihr zugewiesenen Wahrheitswert hei�e eine Grund{Ordnungsbe-dingung wahr oder falsch.Die Ordnungsbedingungen bed�urfen also der Interpretation durch eine auf den Ter-men de�nierte totale Reduktionsordnung �X (Def. 3.6.6). Da diese eine Total-ordnung auf den Grundtermen ist, ist der Wahrheitswert der atomaren Grund{Ordnungsbedingungen und damit auch derjenige allgemeiner Grund{Ordnungsbe-dingungen wohlde�niert.Beispiel 4.2.3Die Grund{Ordnungsbedingungen f(a) � a und (a � b) _ (b � a) sind wahr. 21 In [Peterson, 1990] werden Ordnungsbedingungen in �ahnlicher Weise de�niert. Dort werden sieallerdings als constraints bezeichnet (die wiederum nicht mit den Constraints aus De�nition 4.2.6zu verwechseln sind.)



4.2 Ordnungsbedingungen und Constraints 45Im folgenden wird sich zeigen, da� es nur sinnvoll ist, solche Reduktionsordnun-gen �X zu verwenden, die gewisse (in De�nition 4.2.13 pr�azisierte) Berechenbar-keitseigenschaften haben (insbesondere mu� entscheidbar sein, ob die mit den Ord-nungsbedingungen aufgebauten Constraints gem�a� De�nition 4.2.7 erf�ullbar sind).Die lexikographischen Pfadordnungen �LPO (Def. 3.6.7) beispielsweise haben dieseEigenschaften. Sie sind f�ur die Implementierung des Verfahrens verwendet worden,und man kann sich im folgenden stets das Symbol � in den Ordnungsbedingungenals durch eine LPO �LPO = �X interpretiert denken.Im Gegensatz zu Grund{Ordnungsbedingungen kann beliebigen Ordnungsbedingun-gen nicht immer ein Wahrheitswert zugewiesen werden. Sie k�onnen (�ahnlich wie For-meln der Pr�adikatenlogik) in Abh�angigkeit von der Belegung der Variablen, die sieenthalten, verschiedene Wahrheitswerte haben. Es liegt nahe, Ordnungsbedingun-gen mit wechselnden Wahrheitswerten als erf�ullbar oder konsistent zu bezeichnen| diese Begri�e sind f�ur Ordnungsbedingungen jedoch nicht modelltheoretisch de-�niert:De�nition 4.2.4 (Wahre, falsche, konsistente Ordnungsbedingung, �Aquivalenz vonOrdnungsbedingungen)Eine Ordnungsbedingung O hei�e� wahr, wenn f�ur alle Grundsubstitutionen � die Grund{Ordnungsbedingung O�wahr ist;� falsch (oder inkonsistent), wenn ihre Negation :O wahr ist;� konsistent, wenn sie nicht falsch ist.Zwei Ordnungsbedingungen O1 und O2 hei�en �aquivalent, wenn(O1 � O2) ^ (O2 � O1)wahr ist.Entsprechend dieser De�nition ist jede konsistente (und also nicht falsche) Grund{Ordnungsbedingung wahr.Nun ist es also m�oglich, Aussagen �uber die Anordnung von Termen zu machen.Damit kann die Menge der zul�assigen Substitutionen zun�achst aber nur impliziteingegrenzt werden. Es gibt aber auch F�alle, in denen es notwendig ist, besimmte(Teil{)Substitutionen vorzuschreiben:Beispiel 4.2.5Sei E = ff(b) � a; f(x) � cg. Die Regel c; a wird genau dann in der Vervollst�an-digung von E� liegen, wenn � die Variable x mit b belegt. 2Eine M�oglichkeiten, eine Bedingung wie "� mu� eine Spezialisierung der Substitu-tion fx=bg sein.\ (Beispiel 4.2.5) auszudr�ucken, ist, neben � auch � als Pr�adikaten-symbol in Ordnungsbedingungen zuzulassen und als syntaktische Gleichheit auf den



46 Kapitel 4: Vervollst�andigungsbasierte gemischte E{Uni�kationTermen zu interpretieren.2 Die Bedingung kann dann durch die Formel x � b darge-stellt werden.3 Von einem theoretischen Standpunkt ist das zwar elegant, weil damitdie Constraints homogene Strukturen | logische Formeln | w�aren. Der Nachteilist aber, da� solche Constraints schwer zu handhaben sind. In [Peterson, 1990,Comon, 1990] wird jede mit � und � aufgebaute Formel, bevor sie in irgendeinerForm weiterverarbeitet wird, durch Umformungen auf eine Normalform gebracht,die aus zwei konjunktiv verkn�upften Teilformeln besteht | eine nur mit �{Atomenund eine nur mit �{Atomen.Das legt es nahe, diese Aufteilung schon bei der De�nition der Constraints fest-zuschreiben. Dann kann man auf die allgemeine Form s � t verzichten, und sichauf Gleichungen x � t, deren eine Seite eine Variable ist, beschr�anken. Von die-ser Einschr�ankung ausgehend ist es dann nur noch ein kleiner Schritt, ganz daraufzu verzichten, eine Substitution | im Beispiel fx=bg | in eine Formel wie x � bumzuwandeln, und statt dessen die Substitution selbst zu einem von der Ordnungs-bedingung abgesetzten Teil des Constraints machen. Im Beispiel hat der aus zweiTeilen bestehende Constraint die Form hfx=bg; truei. Zusammenfassend kann manals Vorteile dieser Aufteilung nennen:� Es entspricht der Intuition, eine Beschr�ankung auf solche Substitutionen, dieSpezialierungen einer gegebenen Substitution � sind, durch � selbst auszu-dr�ucken, was auch die nachfolgenden De�nitionen einfacher und verst�andlichermacht.� Es macht keinen Sinn, f�ur Constraints eine kompliziertere Sprache und Lo-gik (mit �) zu verwenden, f�ur deren Handhabung man auch Werkzeuge zurVerf�ugung stellen und implementieren m�u�te, obwohl die einfache Sprache(ohne �) genauso ausdrucksstark ist.De�nition 4.2.6 (Constraint, Erf�ullung eines Constraints)Ein Constraint c = h�;Oi ist ein Paar bestehend aus einer idempotenten Substitu-tion � mit endlichem De�nitionsbereich Dom(�) und einer Ordnungsbedingung Omit der Eigenschaft O = O�.Eine Substitution � erf�ulle einen Constraint c = h�;Oi, wenn� � eine Instanz von � ist, und� O� wahr ist.2 Dieser Weg wird in [Peterson, 1990] und [Comon, 1990] beschritten. G. Peterson beschreibt eine(unter anderem) auf Constraints basierende Methode zum Testen, ob ein gegebenes rein uni-verselles Reduktionssystem konuent ist. Diese Methode ist m�achtiger als der Knuth{Bendix{Algorithmus; sie bietet aber nur einen Test. Darauf, wie ein nicht kanonisches Reduktionssystemunter Verwendung von Constraints zu vervollst�andigen w�are, wird nicht eingegangen. H. Comonbeweist, da� die Erf�ullbarkeit von Constraints | bzw. die �aquivalenter logischer Formeln (sieheBeweis zu Satz 4.2.14) | entscheidbar ist. Auf eine konkrete Anwendung dieser Entscheidbar-keit wird nicht eingegangen.3 Man mu� dazu die De�nition der Ordnungsbedingungen nicht wirklich �andern, weil s � tdurch :(s � t) ^ :(t � s) ausgedr�uckt werden kann.



4.2 Ordnungsbedingungen und Constraints 47Eine Substitution erf�ulle eine Menge C von Constraints, wenn sie ein c 2 C erf�ullt.Die Menge aller einen Constraint c (bzw. eine Menge C von Constraints) erf�ullendenidempotenten4 Substitutionen sei mit Sat(c) (bzw. Sat(C)) bezeichnet.Der Constraint � = hid; truei hei�e der leere Constraint.Die Forderung, da� Dom(�) endlich sei, ist unabdingbar.5 Dagegen k�onnte man dieEinschr�ankungen, da� h�;Oi nur dann ein Constraint ist, wenn � idempotent ist undO = O�, fallenlassen, denn sie spielt f�ur die hinter der De�nition der Constraintsstehende Idee keine Rolle. Allerdings sind diese zus�atzlichen Eigenschaften an eini-gen Stellen n�utzlich und bei den im folgenden tats�achlich auftretenden Constraintsohnehin erf�ullt. Die Bedingungen in die De�nition aufzunehmen, erspart es, sie anden Stellen, an denen sie ben�otigt werden, explizit zu nennen.Der aus der leeren Substitution id und der wahren Ordnungsbedingung true beste-hende leere Constraint wird | was direkt aus De�nition 4.2.6 folgt | von allenSubstitutionen erf�ullt.Ein Constraint hat f�ur sich genommen keinen Wahrheitswert, sondern nur in Ver-bindung mit einer Substitution. Darum kann ein Constraint zwar nicht "wahr\ oder"falsch\ wohl aber in folgendem Sinne erf�ullbar sein:De�nition 4.2.7 (Erf�ullbarer Constraint)Ein Constraint c hei�e erf�ullbar oder konsistent, wenn es eine Substitution gibt, dieihn erf�ullt. Andernfalls hei�e er unerf�ullbar oder inkonsistent.Eine weitere interessante Fragestellung im Zusammenhang mit Constraints ist, obgegebene Constraints �aquivalent sind, oder etwa der eine allgemeiner ist als derandere und ihn darum subsumiert:De�nition 4.2.8 (Subsumtion von Constraints, �aquivalente Constraints)Ein Constraint c1 subsumiert einen Constraint c2, in Zeichenc1 � c2 ;wenn Sat(c1) � Sat(c2), d. h., wenn jede Substitution, die c2 erf�ullt, auch c1 erf�ullt.Constraints, die sich gegenseitig subsumieren, f�ur die also Sat(c1) = Sat(c2) gilt,hei�en �aquivalent. In Zeichen: c1 � c2.Es ist auch notwendig, einen Constraint negieren oder mehrere Constraints kombi-nieren zu k�onnen:De�nition 4.2.9 (Negation, Kombination von Constraints)Seien c = h�;Oi, c1 = h�1; O1i und c2 = h�2; O2i Constraints.Ist � = fx1=t1; : : : ; xn=tng, dann hei�e der Constraintc�1 = hid;:O _ x1 � t1 _ : : : _ xn � tn _ t1 � x1 _ : : : _ tn � xni4 Die Beschr�ankung auf idempotente Substitutionen ist nicht unbedingt notwendig; sie schadetaber auch nicht, und erleichtert vieles.5 Sonst w�are n�amlich die � entsprechende, mit � aufgebaute Formel nicht endlich | und insbe-sondere auch nicht deren Negation, die im folgenden noch eine Rolle spielen wird (Def 4.2.9).



48 Kapitel 4: Vervollst�andigungsbasierte gemischte E{Uni�kationdie Negation von c1.Der Constraintc1 t c2 = ( hid; falsei falls �1 t �2 = >h�1 t �2; (O1 ^O2)(�1 t �2)i sonsthei�e die Kombination der Constraints c1 und c2.Der folgende Satz zeigt, da� diese De�nitionen der Begri�e Negation und Kombina-tion der Intuition entspricht:Satz 4.2.10Seien c, c1 und c2 Constraints.1. Sat(c�1) = Subst� n Sat(c), d. h., genau die idempotenten Substitutionen er-f�ullen c�1, die c nicht erf�ullen.2. Sat(c1 t c2) = Sat(c1) \ Sat(c2), d. h., genau die idempotenten Substitutionenerf�ullen den Constraint c1 t c2, die sowohl c1 als auch c2 erf�ullen.Beweis:Seien c = h�;Oi und � = fx1=t1; : : : ; xn=tng, und die idempotente Substitution �erf�ulle den Constraint c. Es gilt xi� = ti� (1 � i � n) und O� ist wahr. Dann istaber (:O _ x1 � t1 _ : : : _ xn � tn _ t1 � x1 _ : : : _ tn � xn)�falsch, und � erf�ullt c�1 nicht.Erf�ullt umgekehrt � den die Negation c�1, dann ist (:O)� wahr also O� falsch, oderaber eine der atomaren Bedingungen (xi � ti)� oder (ti � xi)� ist wahr. Dann giltaber xi� 6= ti� und � kann keine Spezialisierung von � sein.� erf�ullt genau dann die Kombination c1 t c2 von c1 = h�1; O1i und c2 = h�2; O2i,wenn � eine Spezialisierung von �1 t �2 ist, also sowohl von �1 als auch von �2,und wenn (O1 ^O2)� also sowohl O1� als auch O2� wahr ist. Insgesamt erf�ullt dieSubstitution � also genau dann c1 t c2, wenn sie c1 und c2 erf�ullt.Aus Satz 4.2.10 folgt auch, da� die an das Supremum in einem Verband erinnerndeSchreibweise c1 t c2 f�ur die Kombination von Constraints gerechtfertigt ist, da�n�amlich gilt:Korollar 4.2.11Die Menge der Constraints modulo der �Aquivalenzrelation � bilden mit der Sub-sumtionsrelation � (Def. 4.2.8) modulo � einen Verband.Beweis:[c] bezeichne die �Aquivalenzklasse des Constraints c bez�uglich �. Die auf der Mengeder Constraints de�nierte Funktion Sat werde durch Sat([c]) = Sat(c) auf die Mengeder �Aquivalenzklassen fortgesetzt, sie ist damit gem�a� der De�nition von � wohl-de�niert.



4.2 Ordnungsbedingungen und Constraints 49Bekanntlich bildet jede Potenzmenge, insbesondere auch die von Subst�, einen Ver-band mit der Inklusion � als Ordnung und dem Schnitt \ als Supremums{Operator.Dann ist aber auch f[c] : c ein Constraintg ein Verband, denn Sat ist, gem�a� derDe�nition der Subsumtion � ein Verbands{Isomorphismus.Zudem folgt aus Satz 4.2.10, da� [c1] t [c2] das Supremum von [c1] und [c2] imVerband der �Aquivalenzklassen ist.Aus Satz 4.2.10, Punkt 2, kann man ableiten, da� der Operator t | wie derMengenoperator \ | kommutativ, assoziativ und idempotent ist.6Satz 4.2.12Ein Constraint c1 subsumiert einen Constraint c2 genau dann, wenn c�11 t c2 un-erf�ullbar ist.c1 und c2 sind genau dann �aquivalent, wenn die beiden Kombinationen c�11 t c2 undc1 t c�12 unerf�ullbar sind.Ein Constraint ist unerf�ullbar genau dann, wenn er von hid; falsei subsumiert wird.Beweis:c1 subsumiert c2 per De�nition, wenn Sat(c1) � Sat(c2), was genau dann der Fall ist,wenn (Subst� n Sat(c1)) \ Sat(c2) = ;. Gem�a� Satz 4.2.10 ist das gleichbedeutenddamit, da� c�11 t c2 unerf�ullbar ist.c1 und c2 sind per De�nition dann �aquivalent, wenn sie sich gegenseitig subsumieren,was nach dem gerade bewiesenen genau dann der Fall ist, wenn c�11 t c2 und c1 t c�12unerf�ullbar sind.Es gilt Sat(hid; falsei) � Sat(c) genau dann, wenn Sat(c) = ;, also genau dann, wennc unerf�ullbar ist.Da die M�oglichkeit, erkennen zu k�onnen, ob ein Constraint einen anderen subsu-miert, im folgenden absolut unabdingbar ist, ist es notwendig, da� die Erf�ullbarkeitvon Constraints entscheidbar ist. Daneben mu� es aber auch m�oglich sein, zu jedemConstraint eine vollst�andige Menge von ihn erf�ullenden Substitutionen anzugeben:De�nition 4.2.13 (Geeignete Reduktionsordnung �X)Eine Reduktionsordnung �X ist als Interpretation des Symbols � in Ordnungsbedin-gungen geeignet, wenn es m�oglich ist, zu jedem Constraint c eine Menge Sat�(c) von(idempotenten) Substitutionen zu berechnen (zumindest aufzuz�ahlen), so da� es f�uralle � 2 Sat(c) ein �0 2 Sat�(c) gibt mit �0 � �.Insbesondere ist jede lexikographische Pfadordnung geeignet:Satz 4.2.14Jede lexikographische Pfadordnung �LPO ist im Sinne von De�nition 4.2.13 geeignetf�ur die Interpretation des Pr�adikatensymbols �.6 Das rechtfertigt es, einen Ausdruck wie c1 t c2 t c3 ohne Klammern zu schreiben.



50 Kapitel 4: Vervollst�andigungsbasierte gemischte E{Uni�kationBeweis:In [Comon, 1990] ist bewiesen, da� die Erf�ullbarkeit von Ordnungsbedingungenmit Gleichheit7 entscheidbar ist, d. h. von Ordnungsbedingungen, in denen nebendem Pr�adiktensymbol �, das durch eine LPO interpretiert wird, auch das Pr�adi-katensymbol � verwendet werden kann; � wird durch die Gleichheit auf Termeninterpretiert.8Damit ist auch die Erf�ullbarkeit von Constraints entscheidbar, denn eine Substitu-tion � erf�ullt genau dann den Constraint h�;Oi, wobei � = fx1=t1; : : : ; xn=tng, wennsie die zu ihm �aquivalente Ordnungsbedingung mit GleichheitO ^ (x � t1) ^ : : : ^ (x � tn)erf�ullt.Der Beweis in [Comon, 1990] ist konstruktiv. Das verwendete Verfahren kann ver-wendet werden, um zu einem Constraint c eine Menge Sat�(c) zu berechnen.Das in [Comon, 1990] angebene Verfahren ist jedoch f�ur eine Implementierung vielzu komplex. Tats�achlich ist es | H. Comon zufolge | ein NP{hartes Problemzu entscheiden, ob ein Constraint erf�ullbar ist. Auf das Problem der e�zientenImplementierung wird weiter in Abschnitt 6.2 eingegangen, und beschrieben, wie eszumindest teilweise gel�ost werden kann.4.3 Terme und Reduktionsregeln mit ConstraintDa nun die notwendigen Hilfsmittel zur Handhabung der Constraints zur Verf�ugungstehen, k�onnen Reduktionsregeln und Terme mit Constraints de�niert werden.De�nition 4.3.1 (Term mit Constraint, Reduktionsregel mit Constraint, Reduk-tionssystem)Ein Term mit Constraint t = (8x1) : : : (8xn)(t� c)ist ein mit einem Constraint c = h�;Oi versehener Term t,9 der� all{quanti�ziert sein kann bez�uglich einiger oder aller Variablen, die er enth�alt,� f�ur den t� = t gilt.Eine Reduktionsregel mit Constraintr = (8x1) : : : (8xn)(s; t� c)ist eine mit einem Constraint c versehene Reduktionsregel, die7 Sie werden in [Comon, 1990] als inequational problem bezeichnet.8 � wird als syntaktische Gleichheit interpretiert, und nicht etwa als Gleichheit bez�uglich derjeweils betrachteten Menge E von Gleichungen.9 Das Symbol� ist als "wenn\ zu lesen.



4.3 Terme und Reduktionsregeln mit Constraint 51� universell sein kann bez�uglich einiger oder aller Variablen, die sie enth�alt,� f�ur die s� = s und t� = t gilt.Eine Menge R von Reduktionsregeln mit Constraint hei�e Reduktionssystem mitConstraints.Die M�oglichkeit, Terme mit einer All{Quanti�zierung zu versehen, mag auf denersten Blick seltsam erscheinen. Man mu� jedoch ber�ucksichtigen, da� sp�ater auchdurch einen Term t eine Aussage gemacht werden kann; seine Zugeh�origkeit zu einerMenge, die die �Aquivalenzklassen eines Termes t0 darstellt, sagt n�amlich aus, da� t| und seine Instanzen | aus t0 ableitbar sind. Hier spielt auch die f�ur gemischteE{Uni�kationsprobleme charakteristische Unterscheidung in solche Variablen, die zumBeweis beliebig instantiiert werden k�onnen, und solche, die nur einmal instantiiertwerden k�onnen, eine Rolle. Anschaulich kann man sich einen all{quanti�ziertenTerm als endliche Darstellung der Menge aller seiner Instanzen denken, die man(beispielsweise in einem Beweis) alle zugleich verwenden kann. Zwar stellt auch einnicht all{quanti�zierter Term jede seiner Instanzen dar, man kann aber nur jeweilseine solche Instanz tats�achlich benutzen.Zudem kann wegen der Quanti�zierung der Terme mit Constraint eine Reduktions-regel mit Constraint auch als Term aufgefa�t werden (allerdings �uber einer anderenSignatur, die ; als Funktionssymbol statt als Pr�adikatensymbol enth�alt). Das er-laubt eine einheitliche Schreibweise und Begri�sbildung.Die Quanti�zierung einer Reduktionsregel mit Constraint erstreckt sich stets auchauf den Constraint, denn ob eine Regel wie (8x)(8y)(x; y� hid; x � yi) anwend-bar ist, soll von der Instantiierung der gebundenen Variablen x und y abh�angen. Diein dem Constraint auftretenden Variablen sind aber nur dann mit diesen identisch,wenn sich die Bindung auch auf den Constraint erstreckt.Mit Hilfe von Constraints k�onnen zu jeder Gleichung �aquivalente Reduktionsregelnangegeben werden | und zwar auch zu solchen Gleichungen die ohne Constraintsnicht orientierbar sind.Beispiel 4.3.2Die Gleichung G = (f(x) � g(y)) ist ohne Constraint nicht orientierbar, schon weilsie verschieden orientierte Instanzen hat:� Mit � = fx=g(a); y=ag ist G� = (f(g(a)) � g(a)), wobei f(g(a)) � g(a).� Mit � = fx=a; y=f(a)g ist G� = (f(a) � g(f(a))), wobei g(f(a)) � f(a).Das ist unabh�angig davon, welche Reduktionsordnung � man verwendet. Mit Con-straints jedoch kann man die Reduktionsregelnf(x); g(y)� hid; f(x) � g(y)i und g(y); f(x)� hid; g(y) � f(x)ibilden, die die gleiche Ableitbarkeitsrelation wie die Gleichung G de�nieren.Auch zu anderen typischen Beispielen f�ur nicht orientierbare Gleichungen k�onnendurch die Verwendung von Constraints �aquivalente Reduktionsregeln angegebenwerden:



52 Kapitel 4: Vervollst�andigungsbasierte gemischte E{Uni�kation� Der Gleichung x � y entsprechen die Regelnx; y � hid; x � yi und y; x� hid; y � xi ;� der Gleichung (8x)(8y)(f(x; y)� f(y; x)) entspricht(8x)(8y)(f(x; y); f(y; x)� hid; f(x; y) � f(y; x)i)(in diesem Fall gen�ugt wegen ihrer Symmetrie diese eine Reduktionsregel).102Da� jede Gleichung orientiert werden kann, rechtfertigt es, in folgender Weise jederGleichungsmenge ein Reduktionssystem zuzuordnen. Mit diesem System beginntder Vervollst�andigungsproze�; es wird darum als initiales System bezeichnet:De�nition 4.3.3 (Initiales Reduktionssystem)Sei E eine Menge von Gleichungen. Dann istf(8�x)(s; t� hid; s � ti) : (8�x)(s � t) 2 E oder (8�x)(t � s) 2 Egdas zu E geh�orende initiale Reduktionssystem mit Constraints.Da das Ziel ist, ein Reduktionssystem R mit Constraints anzugeben, das eine ein-heitliche Darstellung ist von Reduktionssystemen R[�], die �aquivalent sind zu denverschiedenen Instanzen E� einer GleichungsmengeE, und weil | wie Beispiel 3.6.5zeigt | im allgemeinenR[�] 6= R� gilt, mu� zun�achst festgelegt werden, wie das zueiner vorgegebenen Instanz E� �aquivalente SystemR[�] aus R zu bestimmen ist. Inder folgenden De�nition werden Reduktionssysteme mit Constraints als Spezialf�allevon Mengen von Termen mit Constraint aufgefa�t, und die De�nition der Instanzzun�achst f�ur den allgemeinen Fall gegeben:De�nition 4.3.4 (Instanz einer Menge von Termen mit Constraint, eines Reduk-tionssystems)Sei T eine Menge von Termen mit Constraint und � eine Substitution. Dann hei�eT [�] = f(8�x)(t�0� c t h�; truei) : (8�x)(t� c) 2 T , � erf�ullt c,�0 = �jFree((8�x)(t�c))geine Instanz von T .Ist � eine Grundsubstitution, dann hei�e die MengeT h�i = f(8x)t : (8x)(t� c) 2 T [�]geine Grundinstanz von T .Die in obiger Weise de�nierten Instanzen eines als Menge von Termen mit Con-straint aufgefa�ten Reduktionssystems R hei�en Instanzen von R.10 Verwendet man eine lexikographische Pfadordnung, kann die einfachere Form(8x)(8y)(f(x; y) ; f(y; x) � hid; x � yi)verwendet werden, denn dann gilt f�ur jede Substitution �: f(x; y)� � f(y; x)� genau dann,wenn x� � y�.



4.3 Terme und Reduktionsregeln mit Constraint 53Beispiel 4.3.5Sei R1 = ff(x); y� hid; f(x) � yig. Dann istR1[fx=yg] = ff(y); y � hid; f(y) � yig 11R1hfx=a; y=bgi = ff(a); bgSei R2 = f(8x)(f(x) � x� �)g. Entsprechend De�ntion 2.3.4 werden gebundeneVariablen nicht belegt. Darum gilt f�ur alle Substitutionen �R2h�i = f(8x)(f(x) � x)gund R2[�] = R2. 2In Grundinstanzen die Constraints wegzulassen, ist dadurch gerechtfertigt, da�in ihnen alle Terme mit einem Constraint versehen sind, der zum leeren Con-straint � = hid; truei �aquivalent ist. Die Grundinstanzen Rh�i eines Reduktions-systems R sind herk�ommliche Reduktionssysteme ohne Constraints, und de�nierendaher eine Ableitbarkeitsrelation!Rh�i auf den Termen ohne Constraint.Im allgemeinen jedoch de�niert ein ReduktionssystemR mit Constraints Ableitbar-keitsrelationen)R und VR nur auf den Termen mit Constraint:De�nition 4.3.6 (Die Ableitbarkeitsrelationen)R und VR)Sei R ein Reduktionssystem mit Constraints. Dann sind die Relationen )R und VRauf der Menge der Terme mit Constraint folgenderma�en de�niert:Sei t = (8�x)(t� ct)ein Term mit Constraint. Genau dann, wenn es eine Reduktionsregelr = (8�y)(l; r� cr)in R gibt, so da�1. fx1; : : : ; xng \Var(r) = ; und fy1; : : : ; ymg \Var(t) = ;,122. es eine Position p in t gibt, so da�tjp 62 V oder tjp = l ; 133. tjp und l uni�zierbar sind mit einem idempotenten14 MGU �,11 Da der Constraint der Regel wahr ist, kann sie zu f(y) ; y � � vereinfacht werden.12 Diese Bedingung ist keine Beschr�ankung der Allgemeinheit; n�otigenfalls l�a�t sie sich durchgebundene Variablenumbenennung einhalten.13 Eine Gleichung kann also nur dann auf eine Variable angewendet werden, wenn ihre linke Seitemit der Variablen identisch ist (was bedeutet, das es sich um eine freie Variable handelt).14 Auch das ist keine Beschr�ankung der Allgemeinheit, denn zwei uni�zierbare Terme haben stetsauch einen idempotenten allgemeinsten Uni�kator.



54 Kapitel 4: Vervollst�andigungsbasierte gemischte E{Uni�kation4. die Kombination cneu = h�;Oneui = ct t cr t h�; trueikonsistent ist,gelte t )R t0 ;wobei t0 = (8�x)(8�y)((t[p=r])�� cneu) :In diesem Falle hei�e hr; p; �i eine Rechtfertigung f�ur t)R t0.Seien t und t0 Terme mit Constraint. Genau dann, wenn entsprechend obiger De�-nition t)R t0 gilt mit einer Rechtfertigung hr; p; �i, so da�1. tjp = l�,2. ct von cneu subsumiert wird,gelte t VR t0 :Wie man leicht nachvollzieht, sind die Ableitbarkeitsrelationen)R und VR wohl-de�niert, d. h., ist R ein Reduktionssystem mit Constraints und t ein Term mitConstraint, und gilt t)R t0 oder t VR t0 ;dann ist auch t0 ein Term mit Constraint: Der Constraint in t0 ist als Kombination(Def. 4.2.9) von wohlgeformten Constraints wieder wohlgeformt, und die idempo-tente Substitution � wird auf den neuen Term tneu angewendet, so da� auch dieBedingung tneu� = tneu erf�ullt ist.Aus De�nition 4.3.6 folgt sofort, da� VR eine Teilrelation von )R ist.Die Idee bei der De�nition der Ableitbarkeitsrelation)R ist, da� sich alle durch dieGrundinstanzen Rh�i von R de�nierten Ableitbarkeitsrelationen!R in ihr wider-spiegeln. Wann immer aus einer Instanz sh�i eines Terms mit Constraint s durchAnwendung einer Regel im Reduktionssystem Rh�i ein Term t ableitbar ist, solls)R t gelten, so da� t = th�i eine Instanz von t ist.Der wesentliche Unterschied zwischen den beiden Ableitbarkeitsrelationen ist, da�die in der De�nition von VR zus�atzlich aufgestellten Bedingungen sicher stellen,da� die Ableitung t VR t0 | sieht man von der Ordnung auf den Termen ab |ein umkehrbarer Proze� ist, der Term mit Constraint t also durch den Term mitConstraint t0 ersetzt werden kann. Was genau "kann ersetzt werden\ bedeutet,wird erst im folgenden deutlich werden. Gemeint ist nicht "wird subsumiert\ | derBegri� Subsumtion ist f�ur Terme mit Constraint in etwas anderer Weise de�niert(Def. 4.3.8) |, sondern da� die jeweilige Menge, in der t durch t0 ersetzt wird, keineihrer f�ur Korrektheit und Vollst�andigkeit notwendigen Eigenschaften verliert. Dabei



4.4 Transformationsregeln und Vervollst�andigung 55�ubernimmt der Term t0 die Funktionen von t nur im Zusammenspiel mit den Regelnim Reduktionssystem R; w�ahrend ein t subsumierender Term diesen stets ersetzenkann | unabh�angig vom jeweiligen System R.Eine Ableitung t)R t0 stellt, falls t 6VR t0, einen nicht umkehrbaren Proze� dar.Der abgeleitete Term t0 kann nicht alle Funktionen von t �ubernehmen, sondern nurdie einiger seiner Instanzen.Beispiel 4.3.7Hier einige Beispiele f�ur Ableitungsschritte und ihre Rechtfertigungen:(g(a; c)� �) V (g(a; b)� �) mit h(c; b� �); h2i; idi(f(c)� �) V (c� �)) mit h((8x)(f(x); x� �); hi; idi(a� �) ) (y� hfx=ag; a � yi) mit h(x; y� hid; x � yi); hi; fx=agi(f(c)� �) ) (c� hfx=cg; truei) mit h(f(x) ; x� �); hi; fx=cgi 2Gilt t)R t0, dann wird der Constraint c0 des Terms t0 vom Constraint c des Terms tsubsumiert, d. h. die Constraints werden bei der Ableitung stets spezieller.Es ist sinnvoll, eine Subsumtionsrelation auf den Termen mit Constraint zu de�-nieren. Diese entspricht in etwa der Beziehung, die zwischen einem Term (ohneConstraint) und einer seiner Instanzen besteht. Im folgenden wird ein Term mitConstraint t, der einen Term mit Constraint t0 subsumiert, s�amtliche Funktionenvon t0 �ubernehmen k�onnen.De�nition 4.3.8 (Subsumtion von Termen mit Constraint)Ein Term mit Constraint t1 = (8�x)(t1� c1) subsumiert einen Term mit Constraintt2 = (8�y)(t2� c2) genau dann, wenn | gegebenenfalls nach einer gebundenen Um-benennung der Variablen in t1 |1. der Term t2 eine Instanz ist von t1, d. h. eine idempotente Substitution �existiert, so da� t2 = t1�,2. der Constraint c1 t h�; truei den Constraint c2 subsumiert.Wie man leicht nachvollzieht, gilt, falls der Term mit Constraint t1 den Term mitConstraint t2 subsumiert, und � eine Grundsubstitution ist, die den Constraintvon t1 erf�ullt: t1h�i = t2h�i :Beispiel 4.3.9Beispielsweise subsumiert der Term a� � den Term a� hfx=ag; truei.Falls g(b) � f(a) wahr ist, subsumiert die Reduktionsregel(8x)(8y)(g(x); f(y)� �)die Regel g(b); f(a)� � : 2



56 Kapitel 4: Vervollst�andigungsbasierte gemischte E{Uni�kation4.4 Transformationsregeln und Vervollst�andigung4.4.1 Ziel der Vervollst�andigungIn diesem Abschnitt nun werden Transformationsregeln angegeben, die ein Verfah-ren f�ur die Vervollst�andigung von Reduktionssystemen mit Constraints de�nieren.Durch wiederholte (faire) Anwendung der Transformationsregeln wird ausgehendvon einem initialen System R = R0 ein System R1 angen�ahert, da� eine einheitli-che Darstellung der (klassischen) Vervollst�andigungen aller Grundinstanzen von Rist.Die Grundinstanzen R1h�i von R1 sind jedoch im allgemeinen nicht irreduzibelund also nicht kanonisch. Das zu verlangen w�urde, wie das folgende Beispiel zeigt,auch keinen Sinn machen.Beispiel 4.4.1Es sei das ReduktionssystemR1 = ff(x); c� �; a; b� �gvorgelegt. Auf dieses System ist keine der im n�achsten Abschnitt de�nierten Trans-formationsregeln anwendbar.Dennoch ist mit � = fx=ag die GrundinstanzR1h�i = ff(a); c; a; bgkeineswegs kanonisch. 2Die Eigenschaften der "Vervollst�andigung\ R1 selbst sind jedoch wichtiger als dieihrer Grundinstanzen. Die durch R1 auf den Termen mit Constraint de�nierteRelation )R1 ist n�amlich in gewissem (in Abschnitt 4.9 n�aher pr�azisiertem) Sinnekonuent. Das erlaubt es, deterministisch L�osungen � eines gegeben gemischtenE{Uni�kationsproblems hE; s; ti zu berechnen (und nicht nur zu �uberpr�ufen, ob eingegebenes � Uni�kator ist). Tats�achlich wird es m�oglich sein, eine Menge C(hE; s; ti)von Constraints zu bestimmen, so da� die Menge Sat(C(hE; s; ti)) der C erf�ullen-den Substitutionen eine bez�uglicher der Subsumtionsrelation �E grund{vollst�andigeMenge von Uni�katoren ist.4.4.2 L�oschungEs ist sicherlich sinnvoll, solche Regeln zu l�oschen, deren Constraint unerf�ullbar ist,und die ohnehin niemals angewendet werden k�onnen:De�nition 4.4.2 (L�oschungsregel)Sei R ein Reduktionssystem mit Constraints. Die L�oschungsregel ist de�niert durch:(L) R[ f(8�x)(s; t� c)gR c inkonsistentBeispiel 4.4.3Die Regel x; f(x)� hid; x � f(x)i kann gel�oscht werden, da hid; x � f(x)i un-erf�ullbar ist. 2



4.4 Transformationsregeln und Vervollst�andigung 574.4.3 �AquivalenzumformungDie Umformungsregel ist | wie die L�oschungsregel | zwar sinnvoll, f�ur die Vollst�an-digkeit des Verfahrens jedoch keineswegs notwendig. Sie erlaubt es, den Constraint ceiner Reduktionsregel durch eine Menge fc1; : : : ; cng von Constraints zu ersetzen, die| disjunktiv verkn�upft | zu c �aquivalent sind, d. h.Sat(c) = [1�i�n Sat(ci) :Da jede Regel nur einen Constraint haben kann, werden nKopien der urspr�unglichenReduktionsregel erzeugt und mit den Constraints c1; : : : ; cn versehen.Die Umformungsregel erlaubt es, beliebige Verfahren zu verwenden um Constraintsauf eine einfache Normalform zu bringen. Das kann die Handhabung der Constraintsentscheident erleichtern (siehe Abschnitt 6.2). Bei der Umformung kann jedes Wis-sen verwendet werden, das man �uber die spezielle Reduktionsordnung �X hat, durchdie � interpretiert wird.De�nition 4.4.4 (�Aquivalenzumformungsregel)Sei R ein Reduktionssystem mit Constraints. Die Regel zur �Aquivalenzumformungist de�niert durch:(�A) R[ f(8�x)(l; r� c)gR [ f(8�x)(l�; r� � h�;Oi) : h�;Oi 2 Cg Sat(c) = Sat(C),C endlichBeispiel 4.4.5Wird � durch eine LPO �LPO (Def. 3.6.7) interpretiert, dann kann die Regelf(x; y); f(a; b)� hid; f(x; y) � f(a; b)idurch die beiden neuen Regelnf(x; y); f(a; b) � hid; x � aif(a; y); f(a; b) � hfx=ag; y � biersetzt werden. 2F�ur n = 0 entspricht die Umformungsregel der L�oschungsregel (Def. 4.4.2). Diesekann darum als ein Spezialfall der �Aquivalenzumformung aufgefa�t werden.4.4.4 SubsumtionWird eine in einem Reduktionsystem R enthaltene Regel von einer anderen Regelin R subsumiert (Def. 4.3.8), so kann sie gel�oscht werden:De�nition 4.4.6 (Subsumtionsregel)Sei R ein Reduktionssystem mit Constraints. Die Subsumtionsregel ist de�niertdurch:(S) R[ fr; r0gR [ frg r subsumiert r0



58 Kapitel 4: Vervollst�andigungsbasierte gemischte E{Uni�kationMan darf eine Regel nicht alleine schon deshalb l�oschen, weil sie sich selbst sub-sumiert; damit in Einklang steht, da� die Anwendung der Subsumtionsregel nichtsbewirkt, wenn r = r0 (ihre Anwendung ist in diesem Falle allerdings sinnlos).4.4.5 Kritisches Paar, Kombination, VereinfachungDurch die bisher beschriebenen Transformationen werden Reduktiosregeln gel�oschtbzw. durch �aquivalente Regeln ersetzt, ohne da� dabei die Ableitbarkeitsrelation)Reine Rolle spielte. Zur Vervollst�andigung eines Reduktionssystems R mu� aber )Rber�ucksichtigt werden, indem eine Regel r2 2 R auf eine Regel r1 2 R angewendetwerden kann.Seien also r1 = (8�x)(s; t� c1) und r2 = (8�y)(l; r� c2) ;und die Regel r2 sei auf r1 anwendbar, d. h. es gelte r1) r01 mit einer Rechtferti-gung hr2; p; �i. Die neue Regelr01 = (8�x)(8�y)(sneu ; tneu � cneu)kann man nun allerdings noch nicht ohne weiteres verwenden. Zum einen k�onnenihre verschiedenen Instanzen unterschiedlich orientiert sein, weswegen die beidensymmetrischen Versionenrneu1 = (8�x)(8�y)(sneu ; tneu � cneu t hid; sneu � tneui)rneu2 = (8�x)(8�y)(tneu ; sneu � cneu t hid; tneu � sneui) ;der Regel betrachtet werden m�ussen. Zum anderen h�angt die Form der Transfor-mationsregel davon ab,� ob neben r1 ) r01 auch r1 V r01 gilt (mit der gleichen Rechtfertigung).� auf welche Seite von r1 die Regel r2 angewendet wurde, d. h., ob p eine Positionin s oder in t ist.Falls r1 V r01 gilt, k�onnen rneu1 und rneu2 die Funktion von r1 im Zusammenspielvollst�andig �ubernehmen, erlauben also die gleichen Ableitungen wie r1. Wurde da-bei r2 auf die rechte Seite von r1 angewendet, kann man au�erdem schlie�en, da�rneu2 inkonsistent ist. In diesem Fall hei�t die Transformation eine "Vereinfachung\,denn r1 kann durch die einzelne neue Regel rneu1 ersetzt werden. Wurde r2 auf dierechte Seite von r1 angewendet, kann rneu2 konsistent sein und also nicht weggelassenwerden; eine solche Transformation hei�t "Komposition\.Gilt r1 V r01 nicht,15 ersetzen die neuen Regeln die alte Regel r1 nicht. Eine sol-che Transformation f�uhrt daher zu zus�atzlichen Regeln, und wird nur ausgef�uhrt,wenn es zur Vervollst�andigung n�otig ist | n�amlich dann, wenn r2 auf die linkeSeite von r1 angewendet wurde, und daher r1 und r2 ein kritisches Paar bilden. Indiesem Fall werden rneu1 und rneu2 als zus�atzliche Regeln in das Reduktionssystemaufgenommen.15 Das hei�t: nicht mit der gleichen Rechtfertigung wie r1 ) r01; ob r1 V r01 mit einer ande-ren Rechtfertigung gilt (insbesondere bei einer Anwendung an einer anderen Position p0) istunerheblich.



4.4 Transformationsregeln und Vervollst�andigung 59De�nition 4.4.7 (Vereinfachungs{, Kompositions{, Kritisches{Paar{Regel)Sei R ein Reduktionssystem mit Constraints, und f�ur Regeln r1; r2 2 R der Formr1 = (8�x)(s; t� c1) und r2 = (8�y)(l; r� c2)gelte r1) r01 mit einer Rechtfertigung hr2; p; �i. Hat r01 die Formr01 = (8�x)(8�y)(sneu ; tneu � cneu) ;dann seien die neuen Regeln rneu1 und rneu2 durchrneu1 = (8�x)(8�y)(sneu ; tneu � cneu t hid; sneu � tneui)rneu2 = (8�x)(8�y)(tneu ; sneu � cneu t hid; tneu � sneui)de�niert und die Vereinfachungsregel (V), die Kompositionsregel (Ko) und die Kri-tisches{Paar{Regel (KP) durch:(V) R(R n fr1g) [ frneu1g p in t(Ko) R(R n fr1g) [ frneu1; rneu2g p in s(KP) RR[ frneu1; rneu2g p in s, nicht r1 VR r01Der wesentliche Unterschied zu der Kritisches{Paar{Regel bei dem Verfahren vonGallier et al. ist, da� der Uni�kator � nur lokal auf die neue Regel angewendet wird,und nicht etwa auf ganz R.Beispiel 4.4.8Aus dem ReduktionssystemR = fx; y� hid; x � yi;x; z� hid; x � zi;y ; u� hid; y � uigsind in jeweils einem Schritt die folgenden Systeme R0, R00 und R000 ableitbar,n�amlich mit Hilfe der Vereinfachungsregel das SystemR0 = fx; u� hid; (x � y) ^ (y � u) ^ (x � u)i;x; z � hid; x � zi;y; u� hid; y � uig ;mit Hilfe der Kompositionsregel das SystemR00 = fz ; y � hid; (x � y) ^ (x � z) ^ (z � y)i;y; z � hid; (x � y) ^ (x � z) ^ (y � z)i;x; z � hid; x � zi;y; u� hid; y � uig



60 Kapitel 4: Vervollst�andigungsbasierte gemischte E{Uni�kationund mit Hilfe der Kritisches{Paar{Regel das SystemR000 = fx; y � hid; x � yi;x; z � hid; x � zi;y ; u� hid; y � ui;z ; u� hfx=yg; (y � z) ^ (y � u) ^ (z � u)i;u; z � hfx=yg; (y � z) ^ (y � u) ^ (u � z)ig 2Die Kompositionsregel (Ko) k�onnte weggelassen werden, wenn man die Kritsches{Paar{Regel (KP) verallgemeinerte und nur mit der Bedingung "p eine Position in s\vers�ahe. Eine Anwendung der Regel (Ko) w�urde dann jeweils durch eine Anwendungdieser allgemeineren Regel (KP) und eine anschlie�ende Anwendung der Subsumti-onsregel (S) ersetzt. Die Zusammenfassung von (KP) und (Ko) w�urde jedoch dieE�zienz des Verfahrens beeintr�achtigen.4.4.6 Faire Vervollst�andigungsprozedurenIm allgemeinen kann die Vervollst�andigung eines Reduktionssystems unendlich vieleAnwendungen der Transformationsregeln erfordern (ob es eine einfache Charakteri-sierung der F�alle gibt, in denen sie endlich ist, ist eine o�ene Frage). Auch wenn eineFolge von Transformationen nicht terminiert, wird aber eine Vervollst�andigung R1approximiert. Sie enth�alt die persistenten Reduktionsregeln, die in allen bis aufendlich viele der entstehenden Reduktionssysteme enthalten sind.De�nition 4.4.9 (Relation j�, Transformationsprozedur, Vervollst�andigung)Sei R ein Reduktionssystem. R j� R0bedeute, da� R0 durch Anwendung einer der Transformationsregeln (Def. 4.4.2,4.4.4, 4.4.6 und 4.4.7) aus R entsteht.Eine Transformationsprozedur legt fest, in welcher Reihenfolge die Transformati-onsregeln ausgehend von einem Reduktionssystem R = R0 anzuwenden sind, so da�eine Vervollst�andigungsfolge R0 j� R1 j� R2 j� � � �entsteht.Das dadurch eindeutig bestimmte ReduktionssystemR1 = ( Rm falls die Vervollst�andigungsfolge von der L�ange m istSk�0 Tm�kRm falls die Vervollst�andigungsfolge unendlich isthei�e die Vervollst�andigung von R.Ist R das initiale System zu einer Menge E von Gleichungen, dann hei�e R1 aucheine Vervollst�andigung von E.



4.4 Transformationsregeln und Vervollst�andigung 61Die Vervollst�andung eines Reduktionssystems wird die gew�unschten Eigenschaftennur haben, wenn auch bei einer unendlichen Vervollst�andigungsfolge sichergestelltist, da� jede m�ogliche Transformation schlie�lich auch ausgef�uhrt wird | es sei denndie betro�enen Regeln geh�oren zwar zu einem Element Ri der Vervollst�andigungs-folge, nicht aber zu R1, werden wieder gel�oscht.De�nition 4.4.10 (Fairne� einer Transformation)Eine Transformationsprozedur hei�e fair, wenn1. die Umformungsregel ( �A) nicht auf Regeln angewendet wird, die selbst durcheine �Aquivalenzumformung entstanden sind;2. f�ur jede Grundsubstitution � die Menge der �{persistenten Regeln(Rh�i)1 = 8><>: Rmh�i falls die Vervollst�andigungsfolge endlichund von der L�ange m istSk�0 Tm�kRmh�i falls sie unendlich istTeilmenge von R1h�i ist.3. es f�ur jedes kritische Paar r1; r2 2 Ri (i � 0), das f�ur eine Grundsubstitution ��{persistent ist,16 einen Index j gibt, so da� das Reduktionssystem Rj+1 in derVervollst�andigungsfolge durch Anwendung der Kritisches{Paar{Regel auf dieentsprechenden Regeln r01; r02 2 Rj (deren Instanzen mit denen von r1 und r2�ubereinstimmen) aus Rj entstanden ist;Vervollst�andigungen und Vervollst�andigungsfolgen hei�en fair, wenn sie durch dieAnwendung einer fairen Transformationsprozedur entstanden sind.Die erste Fairne�bedingung stellt sicher, da� nicht unendlich viele, m�oglicherweisezyklische �Aquivalenzumformungen ausgef�uhrt werden. Es ist auch unn�otig, eineRegel, die durch eine Umformung entstanden ist, noch einmal umzuformen; solcheTransformationen k�onnen stets auch in einem Schritt zusammengefa�t werden.Die zweite Bedingung ist bei endlichen Transformationsfolgen ohnehin eingehalten,und spielt in der Praxis keine Rolle. Sie stellt sicher, da� eine Regel, die f�ur eineSubstitution � in dem Sinne persistent ist, da� sie in allen bis auf endlich vielender Rn[�] auftritt, auch in R1[�] liegt. Diese Fairne�bedingung k�onnte nur dannnicht eingehalten sein, wenn beispielsweise durch eine unendliche Folge von Subsum-tionen in Rn immer allgemeinere Regeln auftreten, die gemeinsame "persistente\Instanzen haben, von denen aber, da sie alle verschieden sind, keine persistent sind.Die dritte Bedingung ist die wichtigste. Sie stellt sicher, da� fr�uher oder sp�aterauf alle kritischen Paare die Kritsches{Paar{Regel angewendet wird, was f�ur dieKonuenzeigenschaften einer Vervollst�andigung unerl�a�lich ist.16 Das hei�t � erf�ullt die Constraints der beiden Regeln r1 und r2, und es giltfr1; r2gh�i � (Rh�i)1 :



62 Kapitel 4: Vervollst�andigungsbasierte gemischte E{Uni�kationVorausgesetzt, die Fairne�bedingungen werden eingehalten, k�onnen beliebige Heuri-stitiken f�ur die Auswahl der jeweils n�achsten anzuwendenden Transformationsregeleingesetzt werden. Die f�ur die Implementierung verwendete Transformationsproze-dur ist in Abschnitt 6.4 beschrieben.4.5 Berechnung von NormalformenHat man die Vervollst�andigung R1 einer Menge E von Gleichungen berechnet, kannman ein E{Uni�kationsproblem hE; s; ti l�osen, indem man Normalformen der Termes und t bez�uglich der Ableitbarkeitsrelation )R1 bestimmt. Meist hat ein Termnicht nur eine Normalform sondern mehrere | im allgemeinen sogar unendlich viele.Beispiel 4.5.1F�ur R1 = fb; a� �; d; c� �g hat x� � (� ist der leere Constraint) die Nor-malformen a� hfx=bg; truei, c� hfx=dg; truei und x� � selbst. 2Wie das Beispiel zeigt, kann die Menge der Normalformen Redundanzen enthalten,denn der G�ultigkeitsbereich der Normalform x� � ist nicht auf den Fall �(x) 6= aund �(x) 6= b beschr�ankt. Wollte man das vermeiden, m�u�te man im Beispiel stattx� � die Normalform x� hid; ((x � b) _ (b � x)) ^ ((x � d) _ (d � x))i verwen-den. Experimente haben aber gezeigt, da� der durch die Redundanzen entstehendeMehraufwand geringer ist, als derjenige, der durch die Handhabung der komplizier-teren Ordnungsbedingungen in redundanzfreien Normalformen entsteht.Wie die Transformationen zur Vervollst�andigung von Reduktionssystemen k�onnenauch die Regelanwendungen zur Berechnung von Normalformen als auf Mengen ope-rierende Transformationen dargestellt werden. Die folgenden Normalisierungsregelnentsprechen im wesentlichen den auf Reduktionssystemen de�nierten Transformati-onsregeln (Abschnitt 4.4). Nur die Ableitungsregel hat dort keine direkte Entspre-chung, ihre Eigenschaften, vor allem die Unterschiede zur Vereinfachungsregel, sindaber der der Kritisches{Paar{Regel �ahnlich.De�nition 4.5.2 (Normalisierungen, die Relation j�R)In Abh�angigkeit von einem Reduktionssystem R sind auf Mengen T von Termenmit Constraint die Normalisierungsregeln L�oschung (L), �Aquivalenzumformung (�A),Subsumtion (S), Vereinfachung (V) und Ableitung (A) de�niert:(L) T [ f(8�x)(t� c)gT c inkonsistent(�A) T [ f(8�x)(t� c)gT [ f(8�x)(t�� h�;Oi) : h�;Oi 2 Cg Sat(c) = Sat(C),C endlich(S) T [ ft; t0gT [ ftg t subsumiert t0(V) T [ ftgT [ ft0g t VR t0(A) T [ ftgT [ ft; t0g t)R t0



4.5 Berechnung von Normalformen 63Seien T und T 0 Mengen von Termen mit Constraint.T j�R T 0bedeute, da� T 0 durch Anwendung einer der Normalisierungen aus T entsteht.De�nition 4.5.3 (Normalisierungsprozedur, Menge von Normalformen)Eine Normalisierungsprozedur legt fest, in welcher Reihenfolge die Normalisierungen(Def. 4.5.2) bei gegebenem Reduktionssystem R und einer gegebenen Menge vonTermen mit Constraints T = T 0 anzuwenden sind, so da� eine NormalisierungsfolgeT 0 j�R T 1 j�R T 2 j�R � � �entsteht.Die dadurch eindeutig bestimmte MengeT 1 = ( T m falls die Normalisierungsfolge von der L�ange m istSk�0 Tm�k T m falls die Normalisierungsfolge unendlich isthei�e Menge von Normalformen von T (bez�uglich R).Wie bei der Vervollst�andigung von Reduktionssystemen unterliegt auch hier dieAnwendung der Transformationsregeln gewissen Einschr�ankungen, mu� n�amlich infolgender Weise fair sein:De�nition 4.5.4 (Fairne� einer Normalisierung)Eine Normalisierungsprozedur hei�e fair, wenn f�ur jede NormalisierungsfolgeT 0 j�R T 1 j�R T 2 j�R � � �gilt:1. Die Normalisierungsregel ( �A) wird nicht auf Terme angewendet, die selbstdurch eine �Aquivalenzumformung entstanden sind;2. F�ur jede Grundsubstitution � ist die Menge der �{persistenten Terme(T h�i)1 = 8><>: T mh�i falls die Normalisierungsfolge endlichund von der L�ange m istSk�0 Tm�k T mh�i falls sie unendlich istTeilmenge von T 1h�i.3. F�ur jeden Term t 2 T i (i � 0), der f�ur eine Grundsubstitution � �{persi-stent ist,17 und aus dem ein Term s ableitbar ist, gibt es einen Index j, soda� die Menge von Normalformen T j+1 in der Normalisierungsfolge durchAnwendung der Vereinfachung (V) oder der Ableitung (A) (Def. 4.5.3) aufden entsprechenden Term t0 2 T j entstanden ist, und s0 2 T j+1 gilt (s und s0haben die gleichen Instanzen bez�uglich �).17 Das hei�t � erf�ullt den Constraint des Terms t, und es gilt ftgh�i � (T h�i)1.



64 Kapitel 4: Vervollst�andigungsbasierte gemischte E{Uni�kationMengen von Normalformen und Normalisierungsfolgen hei�en fair, wenn sie durchdie Anwendung einer fairen Normalisierungsprozedur entstanden sind.Die bei der Berechnung von Normalformen einzuhaltenden Fairne�bedingungen sinddenen f�ur eine faire Vervollst�andigung (Def. 4.4.10) sehr �ahnlich. Das gilt insbeson-dere f�ur die ersten beiden, eher technischen Bedingungen.Die dritte Bedingung stellt hier sicher, da� jede m�ogliche und nicht durch Vereinfa-chungen obsolet werdende Regelanwendung schlie�lich ausgef�uhrt wird.Beispiel 4.5.5Sei �X die alphabetische LPO, R enthalte die beiden Regelnr1 = (8x)(f(x); x� �) und r2 = (y ; b� hid; y � bi) ;und es sei T 0 = ff(a)� �g :Dann ist T 1 = fa� �;b� hfy=f(a)g; trueigeine faire Menge von Normalformen von T 0.Die Regel r2 ist auf a� � nicht anwendbar und b� hfy=ag; a � bi keine Normal-form, da der Constraint hfy=ag; a � bi inkonsistent ist. 24.6 Vermischen von Vervollst�andigung und NormalisierungNun stehen die notwendigen Mittel zur Verf�ugung, ein beliebiges gemischtes E{Uni�kationsproblem hE; s; ti zu l�osen, indem man n�amlich zun�achst eine faire Ver-vollst�andigung R1 des zu E geh�orenden intialen Reduktionssystems R0 bestimmt,und dieses dann benutzt, um die Mengen von Normalformen S1 und T 1 der Termemit Constraint fs� �g und ft� �g(bez�uglichR1) zu berechnen. Die Mengen S1 und T 1 stellen in gewisser Weise alleNormalformen von s� und t� (bez�uglich E�) f�ur verschiedene Substitutionen � dar.Indem man in ihnen nach zueinander passenden Normalformen von s und t sucht,d. h., nach Normalformen, die gemeinsame Instanzen haben, kann man eine Mengevon Constraints bestimmen, die eine grund{vollst�andige Menge von Uni�katorendes E{Uni�kationsproblems hE; s; ti darstellt:De�nition 4.6.1 (L�osungsmengen Cj;k1 , C1)Sei hE; s; ti ein gemischtes E{Uni�kationsproblem und R1 eine faire Vervollst�andi-gung des zu E geh�orenden initialen Reduktionssystems R0. Die Mengen von Termenmit Constraint S1i und T 1i (i = 0; 1; 2; : : : ;1) seien die durch Ri de�nierten fairenMenge von Normalformen von S0i bzw. T 0i , wobeiS0i = S0 = fs� �g und T 0i = T 0 = ft� �g :



4.6 Vermischen von Vervollst�andigung und Normalisierung 65Dann sei Cj;ki (hE; s; ti) (i; j; k = 0; 1; 2; : : : ;1) die Menge von Constraintsfc1 t c2 t h�; truei : (8�x)(r1 � c1) 2 Sji , (8�y)(r2 � c2) 2 T ki ,r1 und r2 uni�zierbar mit MGU � g .Ferner sei Ci(hE; s; ti) = C1;1i (hE; s; ti) :Beispiel 4.6.2Als Beispiel soll noch einmal das schon in Beispiel 3.6.19 verwendete E{Uni�ka-tionsproblem hE; s; ti = hff(a) � a; g(g(x)) � f(a)g; g(g(g(x))); xidienen (siehe auch Abschnitt 7.1.2).Verwendet man die alphabetische LPO, dann istR3 = R1 = ff(a); a� �;g(g(x)); a� �geine faire Vervollst�andigung von E. Damit istS13 = S13 = fg(a)� �gT 03 = T 13 = fx� �g :Also ist Cj;ki = fhfx=g(a)g; trueig (i � 3; j � 1; k � 0) :Da S03 und T 03 keine kombinierbaren Terme enthalten, ist C0;03 = ;. 2Die Mengen von Constraints Ci approximieren die Menge C1. In Abschnitt 4.8 wirdbewiesen, da� die MengeU1(hE; s; ti) = Sat�(C1(hE; s; ti))f�ur jedes E{Uni�kationsproblem hE; s; ti eine bez�uglich der Subsumtionsrelation�Egrund{vollst�andige Menge von Uni�katoren ist. Das folgende Beispiel zeigt, da� U1im allgemeinen tats�achlich nur grund{vollst�andig, nicht aber vollst�andig ist:Beispiel 4.6.3Sei hE; s; ti = hfx � yg; x; yi. Eine faire Vervollst�andigung ist beispielweiseR1 = R0 = fx; y � hid; x � yi; y; x� hid; y � xig :Die damit konstruierte L�osungsmenge gem�a� De�nition 4.6.1 istC1(hE; s; ti) = fhfx=yg; truei; hid; x � yi; hid; y � xig :Wie jede Substitution ist die allgemeinste Substitution id eine L�osung des Problems;sie erf�ullt aber keinen der Constraints in C1 und liegt nicht in U1(hE; s; ti); darumist U1 nicht vollst�andig. U1 enth�alt aber alle Grundsubstitutionen und ist alsogrund{vollst�andig. 2



66 Kapitel 4: Vervollst�andigungsbasierte gemischte E{Uni�kationDas Problem ist nun aber, da� die Menge U1(hE; s; ti) im allgemeinen nicht (ohneweiteres) aufz�ahlbar ist.18 Dazu br�auchte man n�amlich die faire Vervollst�andigungR1 als ganzes; R1 ist aber selbst nur aufz�ahlbar.Dieses Problem k�onnte man l�osen, indem man die Mengen Cj;ki (hE; s; ti) f�ur allei; j; k � 0 berechnete und nicht nur C1 = C1;11 .19 Diese Mengen sind, da man zuihrer Konstruktion die endlichen Reduktionssysteme Ri verwendet, berechenbar.Daraus und aus De�nition 4.2.13 folgt, da� die Menge von SubstitutionenU 01(hE; s; ti) = Sat�(Si;j;k�0 Cj;ki (hE; s; ti))aufz�ahlbar ist.Mit der Menge U 01 statt U1 bleibt das Verfahren vollst�andig, denn jeder Con-straint c 2 C1(hE; s; ti) mu� sich in endlich vielen Schritten konstruieren lassen,20weswegen C1(hE; s; ti) � [i;j;k�0 Cj;ki (hE; s; ti)gilt.Die Umkehrung der obigen Inklusion gilt nicht (sonst w�are C1(hE; s; ti) aufz�ahlbar).Es kann n�amlich sein, da� eine Reduktionsregel inRi, die bei der Konstruktion einesElementes von Cj;ki (hE; s; ti) verwendet wird, nicht persistent ist, in R1 also nichtmehr auftritt. Darum mu� f�ur den Beweis, da� das Verfahren korrekt bleibt, jedeeinzelne der Mengen Cj;ki | und nicht etwa nur C1 | als korrekt nachgewiesenwerden (was im n�achsten Abschnitt geschieht).Mit der Berechnung der Menge U 01 statt U1 handelt man sich aber nun ein neuesProblem ein: sie ist ine�zient. Man mu� nun n�amlich die Mengen Sji und T ki f�uralle21 i � 0 berechnen. Bei praktisch allen Uni�kationsproblemen bedeutet das dieAbleitung einer gro�en Menge redundanter Information. In der Regel werden sichSji und Sji+1 kaum unterscheiden, weil sich auch Ri und Ri+1 nur wenig, n�amlichnur in den durch die Transformation betro�enen Regeln unterscheiden.Es ist unerl�a�lich diese Redundanzen zu vermeiden; sonst w�urde eine Implementie-rung des Verfahrens schon bei einfachen Uni�kationsproblemen scheitern. Sj1 undT k1 zu berechnen ist, wie schon gesagt, nicht m�oglich, weilR1 nur aufz�ahlbar ist. Esw�urde auch gen�ugen, statt dessen Sji und T ki f�ur ein hinreichend gro�es i zu berech-nen. Leider gibt es aber keine Methode, im voraus zu bestimmen, was "hinreichendgro�\ bedeutet.Es gibt aber eine andere M�oglichkeit, n�amlich die Vervollst�andigung mit der Nor-malisierung der Terme in folgender Weise zu vermischen:18 Jedenfalls nicht mit Hilfe des beschriebenen Verfahrens, da� U1(hE; s; ti) tats�achlich nichtaufz�ahlbar ist, ist damit nicht bewiesen.19 Es gen�ugte auch, hinreichend viele dieser Mengen zu bestimmen, so da� n�amlich f�ur beliebigei; j; k � 0 eine Menge Cj0;k0i0 berechnet wird mit i0 � i, j0 � j, k0 � k.20 Alle in den unendlichen Mengen R1 und C1(hE; s; ti) enthaltenen Elemente entstehen durchendliche Transformations{ und Normalisierungsfolgen mit endlichen Beweisen | was der Tat-sache, da� C1(hE; s; ti) nicht aufz�ahlbar ist, nicht widerspricht.21 Die Berechnung f�ur hinreichend viele statt alle i gen�ugt (siehe Fu�note 19).



4.6 Vermischen von Vervollst�andigung und Normalisierung 67De�nition 4.6.4 (Vervollst�andigungs{ und Normalisierungsfolge, {prozedur)Eine Folge (hRi;T ii)(i�0) von Paaren, bestehend aus Reduktionsystemen mit Con-straints Ri und Mengen von Termen mit Constraint T i, hei�e eine Vervollst�an-digungs{ und Normalisierungsfolge, wenn f�ur alle i � 0 genau eine der folgendenBedingungen erf�ullt ist:� Ri j� Ri+1 (Def. 4.4.9) und T i = T i+1;� Ri = Ri+1 und T i j�Ri T i+1 (Def. 4.5.3);� Ri = Ri+1 und T i = T i+1.Eine Vervollst�andigung{ und Normalisierungsprozedur legt fest, in welcher Reihen-folge Transformationen und Normalisierungen bei einem gegebenen Paar hR0;T 0ianzuwenden sind, so da� eine Vervollst�andigungs{ und Normalisierungsfolge en-steht.Dadurch sind Mengen R1 persistender Regeln und T 1 persistenter Normalformenwie in den De�nitionen 4.4.9 und 4.5.3 eindeutig bestimmt,Die dritte M�oglichkeit bei der Bildung einer Vervollst�andigungs{ und Normalisie-rungsfolge, sowohl Ri = Ri+1 als auch T i = T i+1 unver�andert zu lassen, ist f�ur denFall zugelassen, da� mehrere Uni�kationsprobleme zugleich betrachtet werden, undbeim �Ubergang von i auf i+1 eine andere Menge von Normalformen ver�andert wird.Auch wenn die Vervollst�andigung und die Normalisierung vermischt werden, m�ussendie Fairne�bedingungen aus den De�nitionen 4.4.10 und 4.5.4 eingehalten werden.Diese nehmen nun die folgende Form an:De�nition 4.6.5 (Faire Vervollst�andigungs{ und Normalisierungsprozedur)Eine Vervollst�andigungs{ und Normalisierungsprozedur hei�e fair, wenn f�ur jedeNormalisierungsfolge (hRi;T ii)(i�0) die Folge der Reduktionssysteme Ri (i � 0) einefaire Vervollst�andigungsfolge ist (Def. 4.4.10), und f�ur die Folge der Mengen T i vonNormalformen (i � 0) gilt:1. Die Normalisierungsregel ( �A) wird nicht auf Terme angewendet, die selbstdurch eine �Aquivalenzumformung entstanden sind;2. F�ur jede Grundsubstitution � ist die Menge der �{persistenten Terme(T h�i)1 = 8><>: T mh�i falls die Normalisierungsfolge endlichund von der L�ange m istSk�0 Tm�kRmh�i falls sie unendlich istTeilmenge von T 1h�i.3. F�ur jeden Term t 2 T i, (i � 0), der f�ur eine Grundsubstitution � �{persi-stent ist, und aus dem mit Hilfe einer �{persistenten Regel r 2 Ri ein Term sableitbar ist, gibt es einen Index j, so da� die Menge von Normalformen T j+1durch Anwendung der Vereinfachung (V) oder der Ableitung (A) (Def. 4.5.3)auf t0 2 T j entstanden ist, und s0 2 T j+1 gilt (s und s0 haben bez�uglich � diegleichen Instanzen).



68 Kapitel 4: Vervollst�andigungsbasierte gemischte E{Uni�kationAuch mit Hilfe einer vermischten Vervollst�andigung und Normalisierung kann manzu einem gegebenen E{Uni�kationsproblem hE; s; ti Mengen Ci von Constraints be-rechnen (�ahnlich wie die Mengen Cj;ki aus De�nition 4.6.1), die nur von Uni�katorendes Problems erf�ullt werden, und die | vorausgesetzt die Prozedur ist fair | eineMenge C approximieren, f�ur die Sat(C) eine grund{vollst�andige Menge von Uni�ka-toren ist:De�nition 4.6.6 (L�osungsmengen Ci, C)Sei hE; s; ti ein gemischtes E{Uni�kationsproblem, R0 das zu E geh�orenden initialeReduktionssystem, S0 = fs� �g und T 0 = ft� �g :Ferner seien (hRi;S ii)(i�0) und (hRi;T ii)(i�0) faire Vervollst�andigungs und Norma-lisierungsfolgen.Dann sei Ci(hE; s; ti) (i = 0; 1; 2; : : : ;1) die Menge von Constraintsfc1 t c2 t h�; truei : (8�x)(r1 � c1) 2 S i, (8�y)(r2 � c2) 2 T i,r1 und r2 uni�zierbar mit MGU � g ,und C(hE; s; ti) = [i�0 Ci(hE; s; ti) :Die Menge ChE; s; ti ist also die Vereinigung der CihE; s; ti und nicht etwa gleichC1 (diese De�nition w�are auch m�oglich, w�urde aber wieder zu dem Problem f�uhren,da� C = C1 im allgemeinen nicht aufz�ahlbar w�are).Im Gegensatz zu Si;j;k�0 Cj;ki enth�alt C = Si�0 Ci in der Regel nur wenige Redundan-zen und ist darum f�ur die Implementierung geeignet.4.7 KorrektheitIn diesem Abschnitt wird bewiesen, da� die Mengen Cj;ki (hE; s; ti) und C(hE; s; ti)aus den De�nition 4.6.1 und 4.6.6 f�ur i; j; k 2 f0; 1; 2; : : : ;1g korrekt sind, d. h., da�jede Substitution inSat(Cj;ki (hE; s; ti)) und Sat(Ci(hE; s; ti))eine L�osung von hE; s; ti ist.Dazu mu� man zeigen, da� die Ableitbarkeitsrelation �)Ri f�ur jedes Reduktionssy-stem einer Vervollst�andigungsfolge korrekt ist, da� also jede Ableitung der durch dieGleichungsmengeE de�nierten Gleichungstheorie entspricht (in dem in Lemma 4.7.4pr�azisierten Sinne). Man mu� sogar etwas mehr beweisen, n�amlich da� der "sym-metrische Abschlu�\ von �)Ri korrekt ist. Mit "symmetrischer Abschlu�\ ist hierallerdings nicht der mengentheoretische Abschlu� �,Ri gemeint, sondern die Rela-tion, die man erh�alt, wenn man bei der Ableitung die Orientierung der Regeln nichtber�ucksichtigt:



4.7 Korrektheit 69De�nition 4.7.1 (Inverse einer Reduktionsregel und eines Reduktionssystems, dasSystem R�)Die Inverse einer Reduktionsregel mit Constraintr = (8�x)(s; t� c)ist die Regel r� = (8�x)(t; s� c) :Das inverse System zu einem Reduktionssystem R ist das SystemR� = fr� : r 2 Rg :Das System R� ist die Vereinigung von R mit seiner Inversen:R� = R[ R� :Bei der Bildung der Inversen einer Reduktionsregel wird also nur ihre Orientie-rung ver�andert; ihr Constraint wird beibehalten (also nicht etwa negiert), denn derG�ultigkeitsbereich mu� der gleiche bleiben. Wie das folgende Beispiel zeigt, gilt imallgemeinen �,R 6= �)R�.Beispiel 4.7.2Sei R = fx; a� �g. Dann gilt(b� �))R (a� hfx=bg; truei) ;und es gilt (a� hfx=bg; truei))R� (b� hfx=bg; truei) :Betrachtet man dagegen den symmetrischen Abschlu� von )R, dann gilt(a� hfx=bg; truei),R (b� �) ;was ein unerw�unschter E�ekt ist, da bei einer Ableitung der an den Term angehefteteConstraint niemals allgemeiner werden darf. 2Zun�achst wird ein relativ einfach zu �uberpr�ufendes Kriterium f�ur die Korrektheiteines Reduktionssystems bewiesen:De�nition 4.7.3 (Korrektes Reduktionssystem)Ein Reduktionssystem R hei�e korrekt bez�uglich einer Menge E von Gleichungen,falls f�ur jede Reduktionsregel (8x)(l; r� c) 2 R�gilt:Wenn eine Substitution � den Constraint c erf�ullt, dann ist sie eine L�osung desgemischten E{Uni�kationsproblems hE; l; ri.



70 Kapitel 4: Vervollst�andigungsbasierte gemischte E{Uni�kationLemma 4.7.4Das Reduktionssystem R sei bez�uglich einer Menge E von Gleichungen korrekt(Def. 4.7.3).Gilt f�ur Terme mit Constraint s = (8�x)(s� cs) und t = (8�y)(t� ct)s �)R� t oder s �)R t ;dann ist jede Substitution �, die den Constraint ct erf�ullt, eine L�osung des gemisch-ten E{Uni�kationsproblems hE; s; ti.Beweis:Den Fall, da� s �)R t gilt, braucht man nicht gesondert zu betrachten, denn wegenR � R� gilt, falls s �)R t, auch s �)R� t.Gelte zun�achst s)R� t mit hr; p; �i als Rechtfertigung, wobei r = (8�z)(l; r� cr).1. Da � den Constraint ct erf�ullt, und also eine Spezialisierung von � sein mu�,gilt s� = s�[p=l�] und t� = t�[p=r�];2. Da R korrekt ist bez�uglich E, ist � L�osung von hE; l; ri (Def. 4.7.3), und alsogilt l� �$E� r�.Aus der Monotonie von �$E� bez�uglich der Termstruktur (Satz 3.2.7) folgts� = s�[p=l�] �$E� t�[p=r�] = t� :Sei nun s = t0)R� t1 )R� � � � )R� tn = tein Beweis f�ur s �)R� t. Da die Constraints bei der Ableitung spezieller werden,erf�ullt � nicht nur ct, sondern jeden Constraint ci eines Terms ti (1 � i � n). Daherfolgt aus dem bisher bewiesenens� = t0� �$E� t1� �$E� � � � �$E� tn� = t� ;also s� �$E� t�, und daraus, da� � eine L�osung des E{Uni�kationsproblems hE; s; tiist (Korollar 3.2.3).Man kann zeigen, da� das initiale System zu einer Menge von Gleichungen korrektist, und da� die Korrektheit bei Transformationen erhalten bleibt, also auch alleReduktionssysteme in einer Vervollst�andigungsfolge korrekt sind:Lemma 4.7.5Sei E eine Menge von Gleichungen und R0 das initiale Reduktionsystem zu E. Dannist jedes Reduktionssystem Rn (n � 0) in einer von R0 ausgehenden Vervollst�andi-gungsfolge R0 j� R1 j� R2 j� � � �und auch die daraus resultierende Vervollst�andigung R1 (Def. 4.4.9) korrekt bez�ug-lich E.



4.7 Korrektheit 71Beweis:Da die Korrektheit eines Reduktionssystems aus der Korrektheit jeder in ihm (undseiner Inversen) enthaltenen Regel folgt (Def. 4.7.3), und da gem�a� De�nition 4.4.9jede Regel in R1 schon in einem (sogar unendlich vielen) der Rn (n � 0) enthaltensein mu�, gen�ugt es, die Korrektheit der Systeme in der Vervollst�andigungsfolge zuzeigen. Dies geschieht durch vollst�andige Induktion �uber n:"n = 0\:Ist (8x)(l; r� c) 2 R0�, dann ist, da R0 das initiale System zu E ist (Def. 4.3.3),(8x)(l � r) 2 E oder (8x)(r � l) 2 E :Darum ist die leere Substitution id ein Uni�kator von hE; l; ri, und wegen Satz 3.2.6auch jede den Constraint c erf�ullende Substitution."n ! n+ 1\:Fall 1: Sei Rn+1 aus Rn durch eine Transformation entstanden, die keine neueReduktionsregel hinzuf�ugt (L�oschung, Subsumtion), dann folgt die Korrektheit desSystems Rn+1 trivialer Weise aus der von Rn.Fall 2: Sei Rn+1 aus Rn durch eine �Aquivalenzumformung (Def. 4.4.4) entstanden,und sei (8�x)(l�; r� � h�;Oi) 2 Rn+1eine beliebige der neu hinzugekommenen, aus (8�x)(l; r� c) 2 Rn enstandenenReduktionsregeln. Erf�ullt eine Substitution � den Constraint h�;Oi, dann erf�ulltsie wegen Sat(h�;Oi) � Sat(c) auch den Constraint c. Aus der Korrektheit von Rnfolgt l� �$E� r� ;und da � idempotent und � eine Spezialisierung von � ist,l�� �$E� r�� :Also ist � Uni�kator von hE; l�; r�i. Die Korrektheit der Inversen der neuen Regelnfolgt analog.Fall 3: SeiRn+1 ausRn durch Anwendung der Kritsches{Paar{, der Vereinfachungs{oder der Kombinationsregel entstanden (Def. 4.4.7).rneu = (8�x)(8�y)(sneu ; tneu � c) 2 Rn+1sei eine neue Regel oder die Inverse einer neuen Regel. Dann gibt es gem�a� De�ni-tion 4.4.7 Regeln r1 = (8�x)(s; t� c1) und r2 = (8�y)(l; r � c2) in (Rn)�, einePosition p in s; t und einen idempotenten Uni�kator �, so da� entweder� s� = (s�)[p=l�], sneu� = (s�)[p=r�], t� = tneu� (wenn p eine Position in s ist),oder� s� = sneu�, t� = (t�)[p=l�], tneu� = (t�)[p=r�], (wenn p eine Position in t ist).Erf�ullt eine Substitution � den Constraint c, dann erf�ullt sie auch die Constrains c1und c2, die in c eingehen, und es gilt � � � . Aus der Korrektheit von Rn folgts� �$E� t� und l� �$E� r� ;und daraus mit Satz 3.2.7 entweder



72 Kapitel 4: Vervollst�andigungsbasierte gemischte E{Uni�kation� sneu� = (s� )[p=r� ] �$E� (s� )[p=l� ] = s� �$E� t� = tneu� , oder� tneu� = (t� )[p=r� ] �$E� (t� )[p=l� ] = t� �$E� s� = sneu� .In jedem Fall gilt also sneu� �$E� tneu� , was zu zeigen war.Mit Hilfe des gerade bewiesenen Lemmas kann man nun zeigen, da� die Berechnungvon Normalformen eines Termes mit Constraint gem�a� De�nition 4.5.3 korrekt ist:Satz 4.7.6Sei E eine Menge von Gleichungen, R und R0;R1;R2; : : : bez�uglich E korrekteReduktionssysteme, und T 0 = fs� �g :Ferner sei T 0 j�R T 1 j�R T 2 j�R � � �eine von T 0 ausgehende Normalisierungsfolge (Def. 4.5.3) oder aber(hRi;T ii)i�0eine Vervollst�andigungs{ und Normalisierungsfolge (Def. 4.6.5).Dann gilt f�ur jeden Term mit Constraint (8�x)(t� c) in einer der Mengen T n(n � 0) und in der Normalisierung T 1 (Def. 4.5.3): Erf�ullt die Substitution � denConstraint c, dann ist � L�osung des gemischten E{Uni�kationsproblems hE; s; ti.Beweis:Die Struktur des Beweises �ahnelt der des Beweises von Lemma 4.7.5. Wie dort mu�der Fall n =1 nicht weiter betrachtet werden, da jeder in T 1 enthaltene Term mitConstraint gem�a� De�nition schon in einer der Mengen T n (n � 0) enthalten seinmu�. F�ur diese wird die Behauptung durch Induktion �uber n bewiesen."n = 0\:T 0 enth�alt nur den Term mit Constraint s� �, und jede Substitution ist L�osungvon hE; s; si."n ! n+ 1\:Fall 1: Sei T n+1 aus T n durch eine Normalisierung entstanden, die keinen neuenTerm hinzuf�ugt (L�oschung, Subsumtion), dann folgt die Korrektheit von T n+1 tri-vialer Weise aus der von T n.Fall 2: Sei T n+1 aus T n durch eine �Aquivalenzumformung entstanden, und sei(8�x)(t�� h�;Oi) 2 T n+1ein beliebiger der neu hinzugekommenen, aus (8�x)(t� c) 2 T n enstandenen Terme.Erf�ullt eine Substitution � den Constraint h�;Oi, dann erf�ullt sie auch den Con-straint c, da Sat(h�;Oi) � Sat(c). Aus der Korrektheit von T n folgts� �$E� t� ;und da � idempotent und � eine Spezialisierung von � ist,s� �$E� t�� :



4.8 Vollst�andigkeit 73Also ist � Uni�kator von hE; s; t�i.Fall 3: Sei T n+1 aus T n durch Anwendung der Vereinfachungs{ oder der Ableitungs-regel entstanden. Sei t0 = (8�y)(t0 � c0) 2 T n+1 der neue, aus t = (8�y)(t� c) 2 T nentstandene Term (es gilt also t)R t0 bzw. t)Rn t0); schlie�lich sei � eine Substi-tution, die c0 erf�ullt. Da c in den Constraint c0 eingeht, erf�ullt � auch c, und da dieBehauptung f�ur T n schon bewiesen ist, folgts� �$E� t� :Weil die Systeme R und Rn korrekt sind bez�uglich E folgt aus t)R t0t� �$E� t0� :Schlie�lich gilt also auch s� �$E� t0� :Fall 4: Sei T n+1 = T n. Dann �ubertr�agt sich die Behauptung trivialer Weise von nauf n+ 1.Satz 4.7.7 (Korrektheit des Verfahrens)Sei hE; s; ti ein gemischtes E{Uni�kationsproblem. Jede Substitution �, die einender Constraints in einer der gem�a� De�nition 4.6.1 gebildeten MengenCj;ki (hE; s; ti) i; j; k 2 f0; 1; 2; : : : ;1g ;eine der gem�a� De�nition 4.6.6 gebildeten MengenCi(hE; s; ti) i 2 f0; 1; 2; : : : ;1goder C(hE; s; ti) = [i�0 Ci(hE; s; ti)erf�ullt, ist ein Uni�kator des Problems hE; s; ti.Beweis:Zun�achst ist festzuhalten, da� die Reduktionssysteme Ri (i = 0; 1; 2; : : : ;1) gem�a�Lemma 4.7.5 s�amtlich korrekt sind, so da� Satz 4.7.6 anwendbar ist.Seien i; j; k 2 f0; 1; 2; : : : ;1g beliebig und � eine Substitution, die einen Constraintc 2 (Cj;ki [ Ci) erf�ullt. Dann gibt es gem�a� De�nitionen 4.6.1 und 4.6.6 (die Bezeich-nungen sind die gleichen wie dort) Terme mit Constraint(8�x)(r1 � c1) 2 S i;j und (8�y)(r2� c2) 2 T i;kbzw. (8�x)(r1� c1) 2 S i und (8�y)(r2 � c2) 2 T i ;so da� c = c1 t c2 t h�; truei, wobei � ein idempotenter Uni�kator von r1 und r2ist. Es gilt s� �$E r1� (mit Satz 4.7.6), t� �$E r2� (ebenfalls mit Satz 4.7.6) undr1� = r2� . Daraus folgt s� �$E t� ;und also mit Korollar 3.2.3 die Behauptung.Die Korrektheit der Menge C(hE; s; ti) folgt aus der der Mengen Ci(hE; s; ti), derenVereinigung sie ist.



74 Kapitel 4: Vervollst�andigungsbasierte gemischte E{Uni�kation4.8 Vollst�andigkeitDas Ziel in diesem Abschnitt ist, zu zeigen, da� die Menge C1(hE; s; ti) von Con-straints, die durch getrennte Vervollst�andigung und Normalisierung berechnet wird(Def. 4.6.1), und die Menge C(hE; s; ti), die durch vermischte Vervollst�andigung undNormalisierung entsteht (Def. 4.6.1), beide (grund{)vollst�andig sind. Dabei ist dieMenge C (und in analoger Weise die Menge C1) grund{vollst�andig, wenn es f�ur je-den Grund{Uni�kator � von hE; s; ti eine Grundsubstitution �0 gibt, die einen derConstraints in C erf�ullt, und f�ur die �0 �E � gilt (aus der Korrektheit des Verfahrens(Satz 4.7.7) folgt, da� auch �0 ein Uni�kator ist).Es ist allerdings sehr schwierig, direkt und ohne Umwege zu beweisen, da� ein be-stimmter Uni�kator �0 durch eine �)R1{Ableitungsfolge gefunden werden kann (waseigentlich notwendig w�are), zumal zun�achst auch unklar ist, wie sich derjenige ableit-bare Uni�kator �0 aus einem gegebenen Grund{Uni�kator � ergibt, der � subsumiert.Darum wird hilfsweise eine Ableitbarkeitsrelation�R eingef�uhrt (die)R als Teilre-lation enth�alt) und zun�achst bewiesen, da� mit ihr zu jedem Grund{Uni�kator � einGrund{Uni�kator �0 aufgefunden werden kann, der � subsumiert. Es wird dann ge-zeigt, da� f�ur diese �0 �E � aus einer ��R{Ableitung eine �)R{Ableitung konstruierenkann. Der Beweis besteht aus den folgenden (hier nur grob umrissenen) Schritten:1. Es wird gezeigt, da� die Ableitbarkeitsrelation ��(R0)� vollst�andig ist, d. h. ingewissem (in Lemma 4.8.5 pr�azisierten) Sinne f�ur jede Grundsubstitution �die Relation �$E� mit einschlie�t.2. Dann wird eine wohlfundierte Ordnung auf ��R{Beweisen de�niert (Def. 4.8.7)und gezeigt, da� sich jede Transformation des Reduktionssystems R in eineTransformation der ��R{Beweise �ubertragen l�a�t, die diese bez�uglich der wohl-fundierten Ordnung verkleinert oder gleich l�a�t (Lemma 4.8.9).3. Auf den Grund{Uni�katoren wird ebenfalls eine wohlfundierte Ordnung de�-niert (Def. 4.8.10) und gezeigt, da� R1�{Beweise f�ur minimale Uni�katorenminimal sind, und darum zumindest f�ur diese keinen Peak enthalten k�onnen,es also analoge R1{Beweise geben mu� (Lemma 4.8.13).4. Schlie�lich wird gezeigt, da� man f�ur minimale �0 aus jedem ��R1{Beweis einen�)R1{Beweis konstruieren kann (Satz 4.8.15). Das gen�ugt, denn die Ordnungauf den Substitutionen wird so de�niert, da� es zu jedem Uni�kator � einminimales �0 gibt mit �0 �E � (Lemma 4.8.11).5. Es folgt nun schon, da� das Verfahren vollst�andig ist, falls man bei der Norma-lisierung von Termen darauf verzichtet, die Vereinfachungsregel anzuwenden.In einem letzten Schritt wird bewiesen, da� das Verfahren vollst�andig bleibt,wenn man die Vereinfachungsregel hinzunimmt (Satz 4.8.17).Die erste zentrale Beweisidee ist der des Vollst�andigkeitsbeweises f�ur den UKBA�ahnlich (beispielsweise in [Dershowitz, 1989]), n�amlich eine wohlfundierte Ordnungauf Beweisen zu de�nieren, und mit ihrer Hilfe zu zeigen, da� es eine terminierende



4.8 Vollst�andigkeit 75Folge von Transformationen gibt, die stets zu einem Beweis f�uhrt, der keine Peaks22enth�alt. Die zweite wesentliche Idee, auch auf den Substitutionen eine wohlfundierteOrdnung zu de�nieren, wird in �ahnlicher Weise f�ur den Vollst�andigkeitsbeweis in[Gallier et al., 1992] verwendet.De�nition 4.8.1 (Die Ableitbarkeitsrelation �R, �{Beweis)Sei R ein Reduktionssystem mit Constraints. Dann ist die Relation �R auf derMenge der Terme mit Constraint folgenderma�en de�niert:Sei t = (8�x)(t� ct)ein Term mit Constraint. Genau dann, wenn es eine Reduktionsregelr = (8�y)(l; r� cr)gibt, die aus einer Reduktionsregel r0 2 R durch gebundene Variablenumbenennunghervorgeht, so da�1. fx1; : : : ; xng \Var(r) = ; und fy1; : : : ; ymg \Var(t) = ;,2. es eine Substitution � und eine Position p in t� gibt, so da� (t�)jp = l�,3. die Kombination cneu = ct t cr t h�; trueikonsistent ist,gelte t �R t0 ;wobei t0 = (8�x)(8�y)((t�)[p=(r�)]� cneu) :In diesem Falle hei�e hr; p; �i eine Rechtfertigung f�ur t �R t0.Eine endliche Folge ht0; : : : ; tni (n � 0) von Termen mit Constraint, so da�t0 �R t1 �R t2 �R � � � �R tn ;hei�e ein Beweis f�ur t0 ��R tn :Enthalten alle Rechtfertigungen hri; pi; �i (i = 1; : : : ; n) dieses Beweises dieselbe Sub-stitution �, und gilt zudem t0 = t0� (wobei t0 der Term in t0 ist), so hei�e der Beweisein �{Beweis (bzw. ein R{�{Beweis).Die De�nition der Relation �R ist der von)R sehr �ahnlich. Die Unterschiede sind:1. Die zu einer �{Regelanwendung ausgef�uhrte Substitution � mu� nicht einallgemeinster Uni�kator sein.22 Ein Peak ist ein Teilbeweis der Form ti �R� ti+1 �R ti+2, bzw. bei Termen und Reduktions-systemen ohne Constraints der Form ti  ti+1 ! ti+2.



76 Kapitel 4: Vervollst�andigungsbasierte gemischte E{Uni�kation2. Die Position p, an der die Regel anwendet wird, mu� nicht eine Position in tsein, sondern es gen�ugt, wenn p eine Position in t� ist.Die Relation ��R statt �)R f�ur die Implementierung oder �uberhaupt f�ur etwas anderesals Beweiszwecke zu verwenden ist nicht sinnvoll:Beispiel 4.8.2Mit R = fa; b� �g gilt(f(x)� �) �R (f(b)� hfx=ag; truei;(f(f(b))� hfx=f(a)g; truei;(f(f(f(b)))� hfx=f(f(a))g; truei;: : : :Wie dieses Beispiel zeigt, ist jede Regel auf jeden Term, der eine freie Variableenth�alt auf unendlich viele verschiedene Arten anwendbar. 2Da f�ur die Frage, ob eine Substitution Uni�kator eines gegebenen Problems hE; s; tiist, nur die Belegung der in hE; s; ti frei auftretenden Variablen eine Rolle spielt,liegt folgende De�nition nahe:De�nition 4.8.3 (Wesentlich gleiche Substitutionen)Sei hE; s; ti ein gemischtes E{Uni�kationsproblem. Substitutionen � und � hei�enwesentlich gleich (bez�uglich hE; s; ti), wenn sie auf den in hE; s; ti frei auftretendenVariablen �ubereinstimmen, d. h.�jFree(hE;s;ti) = �jFree(hE;s;ti) :Lemma 4.8.4Ist � ein Uni�kator des gemischten E{Uni�kationsproblems hE; s; ti, und ist dieSubstitution � wesentlich gleich � (bez�uglich hE; s; ti), dann ist auch � ein Uni�ka-tor.Beweis:Da hE; s; ti� = hE; s; ti� , folgt s� �$E� t� aus s� �$E� t�.Zun�achst wird nun die Vollst�andigkeit der Ableitbarkeitsrelation ��(R0)� bewiesen:Lemma 4.8.5Sei � ein Grund{Uni�kator des gemischten E{Uni�kationsproblems hE; s; ti, undR0 das initiale Reduktionssystem zu E.Dann gibt es einen Grund{Uni�kator �0 des Problems, der wesentlich gleich � ist,so da� (s�0� �) ��(R0)� (t�0� c) ;und es hierf�ur einen �0{Beweis gibt.Beweis:Da � ein Uni�kator ist, gilt s� �$E� t�, und daf�ur mu� es einen Beweiss� = t0$E� � � � $E� tn = t�



4.8 Vollst�andigkeit 77geben mit Rechtfertigungen h(8�xi)(li � ri); pi; �ii (1 � i � n). Dieser Beweis werdenun durch | gem�a� der De�nition von� (Def. 4.8.1) zul�assige | Umbenennung derVariablen in �xi (1 � i � n) so umgeformt, da� die neuen Variablen{Tupel �x0i und dieMenge Free(hE; s; ti) paarweise disjunkt sind (die Tupel auch untereinander). Danngibt es eine Grundsubstitution �0, die wesentlich gleich � ist (bez�uglich hE; s; ti) undmit den durch die Umbenennung entstandenen Substitutionen �0i auf den Variablenin �xi �ubereinstimmt. Eine solche Substitution �0 sei beliebig gew�ahlt.Dann ist (s�0� �) = (t0 � c0) �(R0)� � � � �(R0)� (tn � cn) = (t�0� c)mit Rechtfertigungenh(8�x0i)(l0i ; r0i � hid; l0i � r0ii); pi; �0i oderh(8�x0i)(l0i ; r0i � hid; r0i � l0ii); pi; �0i (1 � i � n)ein Beweis f�ur (s�0� �) ��(R0)� (t�0� c). Dies sind korrekte Rechtfertigungen,denn:1. Da R0 das initiale System zu E ist, entstehen die Reduktionsregeln in denRechtfertigungen durch gebundene Umbenennung aus Regeln in (R0)�.2. Es gilt l0i�0 = li� und r0i�0 = ri�.Beispiel 4.8.6Sei hE; s; ti = hf(8x)(f(x) � x)g; g(f(a); f(b); c); g(a; b; y)i :Beispielsweise ist � = fy=cg ein Uni�kator des Problems. Ein Beweis f�ur s� �$E� t�ist g(f(a); f(b); c)$E� g(a; f(b); c)$E� g(a; b; c)mit Rechtfertigungen h(8x)(f(x) � x); h1i; fx=agi und h(8x)(f(x) � x); h2ifx=bg; i.Eine gem�a� Lemma 4.8.5 existierende, Substitution �0, die wesentlich gleich � ist,ist beispielweise �0 = fx=a; x0=b; y=cg, und(g(f(a); f(b); c)� �) �(R0)� (g(a; f(b); c)� hfx=ag; truei)�(R0)� (g(a; b; c)� hfx=a; x0=bg; truei)ist ein Beweis f�ur (s�0� �) ��(R0)� (t�0� c)mit Rechtfertigungenh(8x)(f(x) � x� �); h1i; �0i und h(8x0)(f(x0) � x0� �); h2i; �0i : 2



78 Kapitel 4: Vervollst�andigungsbasierte gemischte E{Uni�kationNun kann die wohlfundierte Ordnung ���X auf �{Beweisen de�niert werden. An-schlie�end wird gezeigt, da� sich jeder Transformation eines Reduktionssystems Rin einer Transformation derR{�{Beweise widerspiegelt, die zu bez�uglich���X kleinerwerdenden oder gleich bleibenden Beweisen f�uhrt.De�nition 4.8.7 (Die Ordnung ���X auf �{Beweisen, wesentlich gleiche �{Bewei-se)Sei ���X die von ��X induzierte23 Multiset{Ordnung auf aus Tupeln von Termenbestehenden Multisets.24 Das hei�t, es giltX ���X Ygenau dann, wenn1. X 6= Y,2. es zu jedem Tupel ty 2 Y n X ein Tupel tx 2 X n Y gibt mittx ��X ty :Die Ordnung ���X werde dadurch auf die Menge aller R{�{Beweise(t0� c0) �R � � � �R (tk � ck) (k � 0) ;so da� � eine Grundsubstitution ist,25 �ubertragen, da� einem Beweis mit Rechtfer-tigungen h(8�xi)(li ; ri � ci); pi; �i (1 � i � k)der aus Tripeln von Termen bestehende Multisetfhti�1; li�; tii : 1 � i � kgzugeordnet wird.Wird R{�{Beweisen der gleiche Multiset zugeordnet, so hei�en sie wesentlich gleich.Lemma 4.8.8Die Ordnung ���X (Def. 4.8.7) ist wohlfundiert.Beweis:Eine wie die Ordnung ���X de�nierte Multiset{Ordnung auf Tupeln von Termen istimmer dann wohlfundiert, wenn die zugrunde gelegte Ordnung auf Termen wohlfun-diert ist [Bachmair et al., 1986]. Die Ordnung �X aber ist per De�nition (Def. 4.2.2)wohlfundiert.23 ��X bezeichnet die durch die totale Reduktionsordnung �X, die f�ur die Interpretation des Sym-bols � verwendet wird, lexikographisch induzierte Ordnung auf Tupeln von Termen (Def. 3.6.7).24 Ein Multiset (Vielfachmenge) ist eine Menge, in der Elemente mehrfach auftreten k�onnen.25 Da es sich um einen �{Beweis handelt, und � eine Grundsubstitution ist, enthalten die ti(1 � i � k) keine Variablen (insbesondere auch keine gebundenen).



4.8 Vollst�andigkeit 79Lemma 4.8.9Seien R und R0 Reduktionssysteme mit R j� R0. Dann gibt es zu jedem R{�{Beweist0 �R� � � � �R� tk (k � 0) ;so da� � eine Grundsubstitution ist, einen bez�uglich der Ordnung ���X kleineren oderwesentlich gleichen R0{�{Beweis f�urt0 ��(R0)� tk :Beweis:Sei h(8�xi)(li; ri � ci); pi; �i die Rechtfertigung f�ur ti�1 �R� ti (1 � i � k). InAbh�angigkeit davon, durch welche Transformation R0 aus R hervorgegangen ist,sind die folgenden F�alle zu unterscheiden:Fall 1: Ist R0 aus R durch Anwendung der L�oschungsregel hervorgegangen, dannkann die gel�oschte Reduktionsregel, da ihr Constraint unerf�ullbar ist, nicht an demR{�{Beweis beteiligt sein, und dieser ist also auch ein R0{�{Beweis.Fall 2: Ist R0 aus R durch Anwendung der Subsumtionsregel entstanden, wobei dieRegel r = (8�x)(l; r � c) 2 R \ R0 die Regel ri = (8�x)(li ; ri � ci) 2 R subsu-miert, dann erh�alt man den gesuchten R0{�{Beweis dadurch, da� man die Rechtfer-tigung h(8�x)(l; r� c); pi; �i statt hri; pi; �ii verwendet, und den R{�{Beweis an-sonsten beibeh�alt. Dies ist zul�assig, da li� = l�, ri� = r� und � 2 Sat(ci) � Sat(c).Fall 3: Ist R0 aus R durch Anwendung der �Aquivalenzumformungsregel entstanden,die auf eine der Reduktionsregeln ri = (8�x)(li; ri � ci) 2 Rn angewendet wurde,dann gibt es eine Regel r = (8�x)(l; r� c) 2 R, so da� li� = l�, ri� = r� und� 2 Sat(ci) � Sat(c), und man kann wie in Fall 2 vorgehen.Fall 4: Ist R aus R0 durch Anwendung der Kritisches{Paar{Regel entstanden, giltR � R0, und also ist der R{�{Beweis auch ein R0{�{Beweis.Fall 5: Ist R0 aus R durch Anwendung der Vereinfachungsregel entstanden, wobeiauf eine Regel r1 = (8�x)(l; r� c) eine Regel r2 = (8�y)(l0; r0 � c0) angewendetwurde (r1; r2 2 R), gilt also r1 VR rneu mit der Rechtfertigung hr2; p; �i, und istrneu = (8�z)(lneu ; rneu � cneu), dann kann man zun�achst folgern | allerdings nurunter der zus�atzlichen Annahme, da� die (in R0 nicht mehr auftretende) Regel r1�uberhaupt an dem R{�{Beweis beteiligt ist:� r� = (r�)[l0�],26� lneu� = l�,� rneu� = (r�)[r0�].Es folgt, da� man den gesuchten R0{�{Beweis aus dem R{�{Beweis dadurch erzeu-gen kann, da� man26 Die Schreibweise r�[l0�] ist eine Abk�urzung f�ur r�[p0=l0�]. Die Position p0 ist, da die Vereinfa-chungsregel angewendet wurde, bestimmt durch p = h2i � p0.



80 Kapitel 4: Vervollst�andigungsbasierte gemischte E{Uni�kation1. jeden Teilbeweisti = (t[l�]� ci))R (t[(r�)[l0�]]� ci+1) = ti+1bei dem r1 2 Rn die angewendete Regel ist, durchti = (t[l�]� ci))R (t[(r�)[r0�]]� ci+1))R� (t[(r�)[l0�]]� ci+1) = ti+1ersetzt;2. jeden Teilbeweisti = (t[(r�)[l0�]]� ci))R (t[l�]� ci+1) = ti+1bei dem (r1)� 2 (Rn)� die angewendete Regel ist, durchti = (t[(r�)[l0�]]� ci))R� (t[(r�)[r0�]]� ci+1))R (t[l�]� ci+1) = ti+1ersetzt;3. alle �ubrigen Teilbeweise beibeh�alt.Fall 6: Der Fall, da� R0 aus R durch Anwendung der Kombinationsregel entstandenist, kann v�ollig analog zu Fall 5 behandelt werden, denn die Anwendung der Kom-binationsregel auf eine Reduktionsregel r 2 R hat genau die gleichen Auswirkungenauf R� wie die Anwendung der Vereinfachungsregel auf ihre Inverse r� 2 (Rn)� |und umgekehrt.Damit ist die Fallunterscheidung abgeschlossen. Wie man leicht nachvollzieht, istin jedem Fall der konstruierte R0{�{Beweis bez�uglich der Ordnung ���X kleiner alsoder wesentlich gleich wie der R{�{Beweis. In den F�allen 1{4 bleibt der dem Be-weis zugeordnete Multiset unver�andert. In den F�allen 5 und 6 werden f�ur einenTeilbeweis zwei neue Teilbeweise eingesetzt. Die den neuen Teilbeweisen zugeord-neten Termtripel sind beide bez�uglich ��X kleiner als das dem ersetzten Teilbeweiszugeordnete Tripel.Wie schon in der Einf�uhrung angedeutet, ist die Relation ��R1 nur f�ur bestimmteGrund{Uni�katoren � vollst�andig | n�amlich f�ur solche Uni�katoren, die bez�uglicheiner auf den Grundsubstitutionen de�nierten Ordnungsrelation minimal sind:De�nition 4.8.10 (Minimaler Grund{Uni�kator)Sei hE; s; ti ein gemischtes E{Uni�kationsproblem. Die in hE; s; ti frei auftretendenVariablen seien in einer beliebigen aber festen Folge hx1; : : : ; xni angeordnet.Dann sei die Ordnungsrelation ��hE;s;ti auf der Menge der Grundsubstitutionen de-�niert durch: � ��hE;s;ti � genau dann, wennh� (x1); : : : ; � (xn)i ��X h�(x1); : : : ; �(xn)i :� sei ein Grund{Uni�kator von hE; s; ti. Dann enthalte die Menge G(hE; s; ti; �)genau die Substitutionen � , f�ur die gilt:



4.8 Vollst�andigkeit 811. � ist Grund{Uni�kator von hE; s; ti.2. � �E �.Der Grund{Uni�kator � hei�e minimal, wenn er ein bez�uglich ��hE;s;ti minimalesElement von G(hE; s; ti; �) ist.Lemma 4.8.11Sei � Grund{Uni�kator eines gemischten E{Uni�kationsproblems hE; s; ti. Danngibt es einen minimalen Grund{Uni�kator �0 von hE; s; ti (Def. 4.8.10) mit �0 �E �.Beweis:Der Grund{Uni�kator � selbst liegt in der Menge G(hE; s; ti; �), die also nicht leerist. Da au�erdem die Relation ��hE;s;ti wohlfundiert ist (weil sie lexikographischdurch die wohlfundierte Ordnung �X induziert wird), besitzt G(hE; s; ti; �) (minde-stens) ein minimales Element. Dieses sei mit �0 bezeichnet. �0 ist per De�nitionwieder ein Grund{Uni�kator von hE; s; ti, und es gilt �0 �E �.W�are �0 zwar in G(hE; s; ti; �) nicht aber in G(hE; s; ti; �0) minimal, g�abe es alsoein �00 2 G(hE; s; ti; �0) mit �00 �E �0, dann w�are �00 wegen der Transitivit�at von �E(Lemma 3.3.5) auch Element von G(hE; s; ti; �), was der Forderung widerspr�ache,da� �0 minimal sei in G(hE; s; ti; �).Beispiel 4.8.12Sei hE; s; ti = hfc � bg; f(x); f(c)i, und es gelte c �X b. Dann sind fx=cg und fx=bgGrund{Uni�katoren. Aber nur fx=bg ist minimal. 2Da f�ur die Minimalit�at eines Grund{Uni�kators nur die Belegung der in hE; s; ti freiauftretenden Variablen eine Rolle spielt, ist ein Grund{Uni�kator � , der wesentlichgleich einem minimalen Grund{Uni�kator � ist, ebenfalls minimal.Nun kann gezeigt werden, da� sich die Vollst�andigkeit von �(R0)� auf die von �R1�ubertr�agt, falls R1 eine faire Vervollst�andigung von R0 ist:Lemma 4.8.13Sei � ein minimaler Grund{Uni�kator eines gemischten E{Uni�kationsproblemshE; s; ti. Das Reduktionssystem R1 sei eine faire Vervollst�andigung des initialenSystems R0 zu E.Dann gibt es einen Grund{Uni�kator �0 von hE; s; ti, der wesentlich gleich � ist,einen Term u und Constraints cu1 und cu2, so da�(s�0� �) ��R1 (u� cu1) und (t�0� �) ��R1 (u� cu2)gilt, und es f�ur beides R1{�0{Beweise gibt.27Beweis:Der Beweis beruht darauf, mit wachsendem n bez�uglich ���X kleiner werdende oderwesentlich gleich bleibende (Rn)�{�{Beweise f�ur(s�� �) ��(Rn)� (t� c)27 Woraus folgt, da� �0 die Constraints cu1 und cu2 erf�ullt.



82 Kapitel 4: Vervollst�andigungsbasierte gemischte E{Uni�kationzu konstruieren, und zu zeigen, da� ein Beweis zumindest immer dann echt ver-kleinert werden kann, wenn er einen Peak enth�alt. Da die Ordnung ���X wohlfun-diert ist, mu� sich auf diese Weise ein Beweis konstruieren lassen, der keinen Peakenth�alt. Aus diesem �0{(Rn)�{Beweis ohne Peak kann man den gesuchten Term uund die entsprechenden R1{Beweise konstruieren.Gem�a� Lemma 4.8.5 existiert eine Grundsubstitution �0, die wesentlich gleich �ist (und darum wieder ein minimaler Grund{Uni�kator ist), und ein (R0)�{�0{Beweis B0 f�ur (s�0 � �) ��(R0)� (t�0� c0) :Von diesem ausgehend seien f�ur jedes n � 0 eine Substitution �n und ein Beweis f�ur(s�n � �) ��(Rn)� (t�n � c0)in der folgenden Weise f�ur n � 1 konstruiert:1. Zun�achst sei B 0n ein �n�1{(Rn)�{Beweis f�ur(s�n�1 � �) ��(Rn)� (t�n�1 � cn�1) :Seine Existenz folgt mit Lemma 4.8.9 aus der des Beweises Bn�1, und B 0n istkleiner oder wesentlich gleich Bn�1.2. Der Beweis Bn gehe dadurch aus B 0n hervor, da� Teilbeweise, die ein Peaksind, d. h. von der Form ti �(Rn)� ti+1 �Rn ti+2 ;sukzessive durch kleinere (nicht gleich gro�e) Teilbeweise ersetzt werden, fallsund solange das m�oglich ist. Dabei ist es zul�assig, zu einer anderen Grund-substitution �0 �uberzugehen, die wesentlich gleich �n�1 und damit auch we-sentlich gleich � ist (�0 ist also ein minimaler Grund{Uni�kator). Der neueTeilbeweis mu� also ein �0{(Rn)�{Beweis f�ur ti ��Rn ti+2 sein. Auch Peaks inden neuen Teilbeweisen werden, soweit das m�oglich ist, durch kleinere Teilbe-weise ersetzt.28 Sind verschiedene Ersetzungen m�oglich, die sich gegenseitigausschlie�en, werde jeweils eine beliebige ausgew�ahlt. Diese Beweistransfor-mation mu� terminieren, da die Ordnung ���X wohlfundiert ist (Lemma 4.8.8).Die f�ur den auf diese Weise entstandenen Beweis Bn verwendete Substitutionwerde mit �n bezeichnet. Der Beweis Bn ist kleiner oder gleich B 0n und damitkleiner oder gleich Bn�1, und �n ist wie �n�1 minimal.Da ���X wohlfundiert ist, mu� es ein n � 1 geben, so da� alle Beweise Bm (m � n)nicht kleiner als und also wesentlich gleichBn sind. Alle zum BeweisBn verwendetenRegeln bzw. ihre Inversen aus Rn sind also �n{persistent (Def. 4.4.10), da die denBeweisen Bm (m � n) zugeordneten Multisets von Termtupeln (Def. 4.8.7) gleichbleiben, und die Instanzen der verwendeten Regeln in diese Multisets mit eingehen.28 Die neuen Teilbeweise d�urfen Peaks enthalten. Sie m�ussen nur bez�uglich der Ordnung ���Xkleiner sein als der alte Teilbeweis (der ersetzte Peak).



4.8 Vollst�andigkeit 83Angenommen, ein solcher Beweis Bm enth�alt als Teilbeweis einen Peak(t0 � c0) �(Rm)� (t1� c1) �Rm (t2� c2) ; 29mit Rechtfertigungen hr1; p1; �mi und hr2; p2; �mi, wobeir1 = (8�x)(l1; r1� cr1) und r2 = (8�y)(l2; r2 � cr2) :Es folgt (da es sich um einen �m{Beweis handelt, gilt tj = tj�m f�ur j = 0; 1; 2)t0jp1 = l1�mt1 = t0[p1=r1�m]t1jp2 = l2�mt2 = t1[p2=r2�m] = (t0[p1=r1�m])[p2=r2�m] :Dann sind die folgenden F�alle zu unterscheiden, die s�amtlich zu einem Widerspruchf�uhren (siehe auch Beispiel 4.8.14).Fall 1: Sei weder p1 eine Position in t0jp2 noch p2 eine Position in t0jp1. Dann giltt2 = (t0[p2=r2�m])[p1=r1�m] ;und der Peak kann durch den kleineren Teilbeweis(t0� c0) �Rm (t0[p2=r2�m]� c0 t cr2) �(Rm)� (t2� c2)(mit den gleichen Rechtfertigungen wie die des Peaks) ersetzt werden, was der For-derung, da� Bm nicht weiter in dieser Weise zu reduzieren sei, widerspricht.Fall 2: Ohne Beschr�ankung der Allgemeinheit sei p1 eine Position in t1jp2.30 Indiesem Fall gibt es eine Position p02 in l2�m, so da� p1 = p2 � p02 und t0jp1 = (l2�m)jp02.Fall 2.1: p02 sei eine Position in l2 (nicht nur in l2�m), und l2jp02 sei keine Variable.Dann bilden r2 und die Inverse von r1 (die beide in Rm liegen) ein kritisches Paar,und dieses kritische Paar mu�, wie oben ausgef�uhrt, �m{persistent sein. Aus derFairne� der Vervollst�andigung (Def. 4.4.10) folgt, da� es ein m0 � 0 geben mu�, soda� in Rm0 die entsprechende Regel enthalten ist, die das kritische Paar ersetzenkann. Es gibt also einen Rm0{�m{(Teil{)Beweis, der kleiner ist als der Peak. Istm0 < m, mu� es wegen Lemma 4.8.9 auch einen solchen Rm{�m{Beweis geben. Daswiderspricht wiederum der Forderung, da� Bm nicht weiter zu reduzieren sei. Istm0 � m, kann der Peak bei der Konstruktion von Bm0 entfernt werden, und B 0m0wird | im Widerspruch zur Annahme | kleiner sein als Bm. Da� der gleiche Peakin Bm0 noch auftritt, folgt wie die Persistenz des kritischen Paares daraus, da� dieden Beweisen Bm0 (m0 � m) zugeordneten Termtupel gleich bleiben.Fall 2.2: p02 sei eine Position innerhalb einer Variablen x in l2. Es gebe also einePosition p00, so da� �m(x)jp00 = t1jp1 = r1�m. Dann sei�0m(x) = �m(x)[p002=l1�m] ;29 Die Indizes 0; 1; 2 sollen nicht andeuten, da� der Peak den Anfang des Beweises bildet; sie werdender Einfachheit halber statt i, i + 1 und i + 2 verwendet.30 Der andere, spiegelbildliche Fall, da� p2 eine Position in t1jp1 ist, kann v�ollig analog behandeltwerden.



84 Kapitel 4: Vervollst�andigungsbasierte gemischte E{Uni�kationund sonst stimme �0m mit �m �uberein.Fall 2.2.1: Sei x eine in r2 freie Variable und p002 = hi. Dann ist r1 = x (wegen derOrientierung der Regel kann x nicht nur in l1 auftreten). Auch in diesem Fall bildenr2 und die Inverse von r1 ein kritisches Paar, was wie in Fall 2.1 zum Widerspruchf�uhrt.Fall 2.2.2: Sei x eine in r2 freie Variable und p002 6= hi. Dann kann x nicht in r1 auftre-ten, denn sonst w�are �m(x) ein Unterterm von r1� und damit ein echter Untertermvon sich selbst. x kann auch nicht in l1 auftreten, denn dann w�are der Term r1�, dergr�o�er ist als l� (bez�uglich �X), wegen der Monotonie von �X gr�o�er als er selbst.Dann folgt aber aus l1�m �$E�m r1�m(was wegen der Korrektheit des Reduktionssystems Rm gelten mu�) und der Kon-struktion von �0m �m(x) �$E�0m �0m(x) :Es gilt also �0m �E �m, was wegen l1�m �X r1�m und also �0m ��hE;s;ti �m der Mini-malit�at von �m widerspricht.Fall 2.2.3: Sei x eine in r2 gebunden auftretende Variable. Wegen der gebundenenUmbenennung der Variablen vor der Anwendung von Regeln (Def. 4.8.1) tritt xdann im Rest des Beweises Bm nicht auf. Dann ist auch �0m minimal und wesentlichgleich �m. Au�erdem gilt (t0�0m)jp2 = l2�0m und also(t0� c0) �Rm (t0[p2=r2�0m]� c01) :t01 = t0[p2=r2�0m] unterscheidet sich nur dadurch von t1, da� an Positionen, an denenin t1 der Term r1�m = r1�0m auftritt, in t01 der Term l1�m = l1�0m auftritt. Es giltalso (t0 � c0) �Rm (t01� c01) ��(Rm)� (t2� c2) ;und dieser neue Beweis ist, wie man leicht nachvollzieht kleiner als der Peak. Dieswiderspricht nun wieder der Forderung, da� der Beweis Bm nicht weiter reduzierbarsein soll.In jedem Fall also f�uhrt die Annahme, Bm enthalte einen Peak, zu einem Wider-spruch, und also enth�alt keiner der Beweise Bm (m � n) einen Peak, insbesondereauch der Beweis Bn nicht.Sei �0 = �n. Da alle zum Beweis Bn verwendeten Regeln, wie schon gesagt, �0{persistent sind, und die Vervollst�andigung fair ist, liegen entsprechende Instanzender Regeln auch in R1h�0i, und es gibt also einen (R1)�{�0{Beweis ohne Peak,d. h. von der Form (s�0� �) ��R1 (u� cu1) ��(R1)� (t� ct) :Zu zeigen bleibt, da� aus dem (R1)�{�0{Beweis(u� cu1) = (t0 � c0) �(R1)� � � � �(R1)� (tk � ck) = (t� c)mit Rechtfertigungen Ri (1 � i � k) ein (R1){�0{Beweis f�ur(t� �) ��R1 (u� cu2)



4.8 Vollst�andigkeit 85konstruiert werden kann.Es gibt Constraints c0i (1 � i � k), so da� ci = c0 t c01 t : : : t c0i, und da �0 eineGrundsubstitution ist, ist(t� �) = (tk � c00k) �R1 � � � �R1 (t0� c000) = (u� cu2)der gesuchte (R1){�0{Beweis | und zwar mit den gleich bleibenden Rechtfertigun-gen Ri (1 � i � k) und den Constraintsc00i = c0k�1 t c0k�2 t � � � t c0i :Beispiel 4.8.14Das folgende sind Beispiele f�ur die im Beweis von Lemma 4.8.13 unterschiedenenFormen, die Peaks haben k�onnen. (�X sei die alphabetische LPO.)Zu Fall 1: Der Peak(g(a; d)� �) �R� (g(c; d)� �) �R (g(c; b)� �)mit Rechtfertigungen h(a; c� �); h1i; idi ;h(d; b� �); h2i; idikann durch (g(a; d)� �) �R (g(a; b)� �) �R� (g(c; b)� �)ersetzt werden.Zu Fall 2.1: Der Peak(a� hfx=cg; truei) �R� (f(c)� hfx=cg; truei) �R (c� hfx=cg; truei)mit Rechtfertigungenh(a; f(c)� �); hi; fx=cgi ; h(f(x); x� �); hi; fx=cgikann durch (a� hfx=cg; truei) �R� (c� hfx=cg; truei)ersetzt werden, nachdem die Kritisches{Paar{Regel auf das kritische Paar(f(x); x� �) und (f(c); a� �)angewendet wurde.Zu Fall 2.2.1: Der Peak(c� �) �R� (f(c)� �) �R (f(a)� �)mit Rechtfertigungen h(x; f(x)� �); hi fx=cgi ;h(c; a� �); h1i; fx=cgi



86 Kapitel 4: Vervollst�andigungsbasierte gemischte E{Uni�kationkann durch (c� �) �R� (f(a)� �)ersetzt werden, nachdem die Kritisches{Paar{Regel auf(f(x); x� �) und (x; a� �)angewendet wurde.Zu Fall 2.2.2: Der Peak(g(a)� �) �R� (g(b)� �) �R (f(b; b)� �)mit Rechtfertigungen h(a; b� �); h1i; fx=bgi ;h(g(x); f(x; x)� �); hi; fx=bgikann durch (g(a)� �) �R (f(a; a)� �) ��R� (f(b; b)� �)mit Rechtfertigungen h(g(x); f(x; x)� �); hi; fx=agi ;h(a; b� �); h1i; fx=agi ;h(a; b� �); h2i; fx=agiersetzt werden. Dabei ist � = fx=bg nicht minimal, wohl aber �0 = fx=ag.Zu Fall 2.2.3: Das Beispiel f�ur diesen Fall unterscheidet sich von vorhergehendennur dadurch, da� die Variable x gebunden ist. Der gleiche Peak wie oben, jedochmit Rechtfertigungen h(a; b� �); h1i; fx=bgi ;h(8x)(g(x); f(x; x)� �); hi; fx=bgikann wie oben ersetzt werden. 2Als n�achstes wird die Vollst�andigkeit der Ableitbarkeitsrelation ��R1 auf die derRelation �)R1 �ubertragen.Satz 4.8.15Sei hE; s; ti ein gemischtes E{Uni�kationsproblem und � ein minimaler Grund{Uni�kator von hE; s; ti. Ferner sei R1 eine faire Vervollst�andigung des zu Egeh�orenden intitialen Systems. Dann gibt es Terme mit Constraintu1 = (8�x)(r1� c1) und u2 = (8�y)(r2� c2) ;so da�:1. (s� �) �)R1 u1 und (t� �) �)R1 u2;2. r1 und r2 sind uni�zierbar mit einem MGU �;



4.8 Vollst�andigkeit 873. � erf�ullt den Constraint c1 t c2 t h�; truei.Beweis:Durch Induktion �uber n kann man folgendes technische Lemma beweisen: Unterden Voraussetzungen1. Es gibt einen R1{�{Beweis(t0 � �) �R1 : : : �R1 (tn � cn)mit Rechtfertigungen hri; pi; �i (1 � i � n).2. t00 = (8�x)(t00� c00) ist ein Term mit Constraint, so da� � den Constraint c0erf�ullt, und3. t00� = t0 gilt.4. Falls sich eine Substitution � von der Substitution � nur in der Belegung einerin t00 gebunden auftretenden Variablen x unterscheidet, und �(x) �X � (x) gilt,dann erf�ullt � den Constraint c00.gibt es einen Term mit Constraint t = (8y)(t� c) und eine Grundsubstitution �0,so da�:1. t00 �)R1 t,2. �0 stimmt mit � wesentlich �uberein (�0 ist also ein minimaler Grund{Uni�ka-tor),3. �0 erf�ullt den Constraint c,4. t�0 = tn."n = 0\:F�ur n = 0 folgt aus den Voraussetzungen, da� t = t00 und �0 = � die gew�unschtenEigenschaften haben."n� 1 ! n\:Die f�ur den Beweisschritt (t0� �) �R1 (t1� c1) verwendete Reduktionsregel seir1 = (8�z)(l; r� cr). Folgende F�alle (siehe auch Beispiel 4.8.16) sind zu unter-scheiden:Fall 1: Sei p1 eine Position in t00, und t00jp1 keine Variable, oder aber, falls t00jp1 = xeine Variable ist, sei l = x. Es folgt(t00jp1)� = t0jp1 = l� :t00jp1 und l sind also uni�zierbar mit einem idempotenten MGU � � �. Unter diesenVoraussetzungen gilt (8�x)(t00� c00))R1 (8�y)(t01� c01)



88 Kapitel 4: Vervollst�andigungsbasierte gemischte E{Uni�kationmit der Rechtfertigung hr1; p1; �i, wobeit01� = (t00[p1=r])�� = t0[p1=r�] = t1 ;und � erf�ullt als Spezialisierung von � den Constraint c01.Sei x eine in t01 gebunden auftretende Variable, und die Substitution � unterscheidesich nur in der Belegung der Variablen x von �.Es ist nur dann m�oglich, da� x in t01 aber nicht schon in t00 vorkommt, wenn x in raber nicht in l enthalten ist. Dann erf�ullt � den Constraint c01, der die Vereinigungvon c00, cr und h�; truei ist, immer dann, wenn � den Constraint cr der Redukti-onsregel erf�ullt (in � kommt x nicht vor). Wie man aber anhand der Transfor-mationsregeln (Abschnitt 4.4) nachvollzieht, haben die Constraints cr aller Reduk-tionsregeln in einer Vervollst�andigung die Eigenschaft: Erf�ullt die Substitution �den Constraint cr, unterscheidet sich die Substitution � nur in der Belegung einerVariablen x von �, die in der rechten Seite, nicht aber in der linken Seite der Re-duktionsregel auftritt, und gilt �(x) �X � (x), dann erf�ullt auch � den Constraint cr.Ist dagegen x eine in t01 gebundene Variable, die auch schon in t00 auftritt, dannkommt sie in cr nicht vor, � erf�ullt also cr. Au�erdem folgt aus den vorausgesetztenEigenschaften von t00, da� � den Constraint c00 und also auch c01 erf�ullt.Damit sind alle Voraussetzungen f�ur die Anwendung der Induktionsannahme erf�ullt;es gibt also einen Term mit Constraint t und eine Grundsubstitution �0 mit dengew�unschten Eigenschaften und(8�x)(t00 � c00))R1 (8�y)(t01� c01) �)R1 t :Fall 2: p1 sei in t00 eine Position innerhalb einer Variablen x. Es gebe also Positionenp0 und p00, so da� p1 = p0 � p00 und t00jp0 = x. Dann gilt �(x)jp00 = l�. Sei �0 diejenigeGrundsubstitution, die mit � auf allen Variablen au�er x �ubereinstimmt, und f�urdie �0(x) = �(x)[p00=r�]gilt.Fall 2.1: Sei x eine in t00 freie Variable. x kann nur in l oder r enthalten sein, wennl = x, also Fall 1 eintritt. Die Begr�undung daf�ur ist die gleiche wie in Fall 2.2.2des Beweises von Lemma 4.8.13; und mit der gleichen Argumentation wie dort kannman folgern, da� �0 ein Grund{Uni�kator ist, und � ��hE;s;ti �0 und �0 �E � gilt, wasder Minimalit�at von � widerspricht. Dieser Fall (x eine freie Variable, l 6= x) mu�also nicht weiter betrachtet werden.Fall 2.2: Sei x eine in t00 gebundene Variable. In diesem Fall erf�ullt die Substitution �0die Bedingung, da� sie sich nur in der Belegung einer gebundenen Variable von �unterscheidet, und da��(x) = �(x)[p00=l�] �X �(x)[p00=r�] = �0(x) :Also erf�ullt �0 den Constraint c0. Au�erdem gilt t00�0 = t1, und der R1{�{Beweis(t1� c1) �R1 : : : �R1 (tn � cn)



4.8 Vollst�andigkeit 89wird, da die Variable x (sie ist in t0 gebunden und also nicht frei) in ihm nichtauftritt durch Ersetzung von � durch �0 zu einem R1{�0{Beweis. Dieser hat nurdie L�ange n� 1, und die Induktionsannahme ist auf ihn anwendbar. Es existiertalso der gesuchte Term mit Constraint t mit(8�x)(t00� c00) = (8�x)(t01 � c01) �)R1 (8�y)(t� c)und eine Substitution �00, die die gew�unschten Eigenschaften hat (da �00 mit �0wesentlich �ubereinstimmt, stimmt �00 auch mit � wesentlich �uberein).Damit ist der Induktionsbeweis abgeschlossen.Gem�a� Lemma 4.8.13 existieren ein Term r, Constraints c1 und c2 und ein mit � we-sentlich �ubereinstimmender (und also minimaler) Grund{Uni�kator �0 von hE; s; ti,so da� (s�0� �) ��R1 (r� c1) und (t�0� �) ��R1 (r � c2)gilt, und es f�ur beides R1{�0{Beweise gibt. Auf diese Beweise und auf die Termemit Constraint (s� �) und (t� �) ist das durch Induktion bewiesene Lemma an-wendbar. Es gibt also Substitutionen �1 und �2 und Terme mit Constraint31u1 = (8�x)(r01� c01) und u2 = (8�y)(r02� c02) ;so da� (s� �) �)R1 u1 und (t� �) �)R1 u2 ;r01�1 = r = r02�2 :Gem�a� Konstruktion unterscheiden sich �1 und �2 nur in jeweils unterschiedlichenVariablen von �0. Daher erf�ullt die Substitution�00(x) = 8><>: �1(x) falls �1(x) 6= �0(x)�2(x) falls �2(x) 6= �0(x)�0(x) sonstsowohl c1 als auch c2 (�0 erf�ullt c1 und c2), und es giltr01�00 = r = r02�00 :Daher sind r01 und r02 uni�zierbar mit einem (idempotenten) MGU �, und �00 erf�ulltden Constraint c01 t c02 t h�; truei.Beispiel 4.8.16Das folgende sind Beispiele f�ur die im Beweis von Satz 4.8.15 unterschiedenen Trans-formationen von �R1{Beweisschritten in )R1{Teilbeweise.Zu Fall 1: Die Ersetzung des �{Beweisschrittes(f(g(a))� �) � (a� hfx=g(a); y=ag; truei)mit der Rechtfertigung hr1; hi; fx=g(a); y=agi sei gesucht, wobeir1 = (f(g(y)); y� �) :31 Zur Verdeutlichung: der im Lemma mit � bezeichneten Substitution entspricht �0; �0 entspre-chen �1 und �2; t00 entsprechen (s� �) und (t� �); und t entsprechen u1 und u2.



90 Kapitel 4: Vervollst�andigungsbasierte gemischte E{Uni�kationIst (f(x)� �) der im Beweis von Satz 4.8.15 mit t00 bezeichnete, t0 = (f(g(a))� �)subsumierende Term, dann liegt die Position hi in f(x) nicht innerhalb einer Vari-ablen, und Fall 1 tritt ein. Der gesuchte){Teilbeweis ist nun(f(x)� �)) (y� hfx=g(y)g; truei)mit der Rechtfertigung hr1; hi; fx=g(y)gi.Zu Fall 2.1: Ist hr2; h1i; fx=g(a); y=agi mitr2 = (g(y); y� �)die Rechtfertigung f�ur den �{Beweisschrittt0 = (f(g(a))� �) � (f(a)� hfx=g(a); y=ag; truei) = t1 ;und wie oben t00 = (f(x)� �), dann liegt die Position h1i in f(x) innerhalb derVariablen x. Nun ist tats�achlich die Substitution fx=g(a); y=ag nicht minimal,denn wann immer die Vervollst�andigung der Menge E von Gleichungen die Regel r2enth�alt, ist die Substitution fx=a; y=ag kleiner.Zu Fall 2.2: Sei derselbe �{Beweisschritt mit derselben Rechtfertigung wie im Bei-spiel zu Fall 2.1 gegeben, nun sei aber t00 = (8z)(f(z)� �). Dann liegt die Posi-tion h1i in f(x) innerhalb der gebundenen Variablen z. (8z)(f(z)� �) subsumiert| anders als der nicht quanti�zierte Term im vorangegangen Beispiel | nicht nurt0, sondern auch t1, und der Beweisschritt kann also ausgelassen werden. 2Mit Satz 4.8.15 ist die Vollst�andigkeit des Verfahrens "fast\ bewiesen. Es bleibt zuzeigen, da� die nach Satz 4.8.15 existierenden und ableitbaren Terme mit Constraintu1 und u2 (oder Terme mit den gleichen Eigenschaften) in allen fairen Mengen S1und T 1 von Normalformen vonS0 = f(s� �)g und T 0 = f(t� �)gzu �nden sind bzw. f�ur ein hinreichend gro�es n in Mengen Sn und T n jeder fai-ren Vervollst�andigungs{ und Normalisierungsfolge. Es ist also zu zeigen, da� dasVerfahren beweiskonuent ist.Das w�urde ohne weiteres aus Satz 4.8.15 folgen, k�onnten nicht durch die Anwen-dung der Vereinfachungsregel schon abgeleitete Terme wieder gel�oscht werden. Mitder Vereinfachungsregel aber ist zun�achst unklar, ob nicht auch f�ur die Vollst�andig-keit unverzichtbare Terme wieder entfernt werden k�onnten. Dieser Fall kann abertats�achlich, wie der folgende Satz zeigt, nicht eintreten:Satz 4.8.17 (Vollst�andigkeit des Verfahrens)F�ur jedes gemischte E{Uni�kationsproblem hE; s; ti sind die Mengen von Uni�ka-toren Sat(C(hE; s; ti)) und Sat(C1(hE; s; ti))(Def. 4.6.1 und 4.6.6) bez�uglich der Subsumtionsrelation �E grund{vollst�andig.



4.8 Vollst�andigkeit 91Beweis:Sei � ein beliebiger minimaler Grund{Uni�kator von hE; s; ti. Dann sei die Ordnung��� auf Termen mit Constraint de�niert durch:(8�x)(t� c) ��� (8�y)(t0� c0)genau dann, wenn� � die Constraints c und c0 erf�ullt, und� t� �X t0�.Da �X als Reduktionsordnung wohlfundiert ist, ist auch ��� wohlfundiert.Sei T 0 = f(t � �)g, und T 0;T 1;T 2; : : : sei entweder eine faire Normalisierungs-folge (Def. 4.5.4) oder Teil einer fairen Vervollst�andigungs{ und Normalisierungs-folge (Def. 4.6.5). Dann kann man durch Induktion �uber n zeigen, da� es f�ur allen � 0 einen Term mit Constraint tn = (8�xn)(tn� cn) in T n gibt mit1. � erf�ullt cn,2. t0� �$E� tn�,3. tn�1 ��� tn oder tn�1� = tn�."n = 0\:t0 = (t� �) 2 T 0 erf�ullt die Bedingungen."n ! n+ 1\:Ist der Term tn 2 T n bei der Konstruktion von T n+1 aus T n erhalten geblieben, kannman tn+1 = tn 2 T n+1 verwenden. Das ist inbesondere der Fall, wenn T n+1 = T n.Sei also der Term tn nicht erhalten geblieben, es gelte also tn 62 T n+1. Dann sindin Abh�angigkeit davon, durch Anwendung welcher Normalisierungsregel (Def. 4.5.2)T n+1 aus T n hervorgegangen ist, folgende F�alle zu unterscheiden:Fall 1: Ist T n+1 durch Anwendung der L�oschregel aus T n entstanden, dann kanntn 2 T n nicht der gel�oschte Term sein, weil � den Constraint cn erf�ullt. Das stehtim Widerspruch zu tn 62 T n+1.Fall 2: Ist T n+1 durch Anwendung der �Aquivalenzumformungsregel auf tn aus T nentstanden, dann gibt es einen Termtn+1 = (8�x0n)(t0n � c0n) 2 T n+1; tn+1 62 T n ;so da� � den Constraint c0n erf�ullt, und tn� = t0n� gilt.Fall 3: Ist T n+1 durch Anwendung der Subsumtionregel auf tn aus T n entstanden,dann gibt es einen Termtn+1 = (8�x0n)(t0n � c0n) 2 T n+1; tn+1 2 T n ;der tn subsumiert. Also erf�ullt � den Constraint c0n, und es gilt tn� = t0n�.



92 Kapitel 4: Vervollst�andigungsbasierte gemischte E{Uni�kationFall 4: Ist T n+1 durch Anwendung der Vereinfachungsregel auf tn aus T n entstan-den, dann gibt es einen Termtn+1 = (8�xn+1)(tn+1 � cn+1) 2 T n+1mit tn VR1 tn+1 bzw. tn VRn tn+1. Hierf�ur sei h(8�z)(l; r� cr); p; �i eine Recht-fertigung. Es gilt tn+1 = (tn[p=r])�; au�erdem subsumiert cn+1 den Constraint cn(das folgt aus der De�nition der Ableitbarkeitsrelation V, Def. 4.3.6). Also erf�ullt� den Constraint cn, und es gilt � � � und l� �X r�. Da zudem � idempotent ist,folgt tn� = (tn[p=l])� = (tn�)[p=l�] �X (tn�)[p=r�] = (tn[p=r])� = tn+1�und also tn ��� tn+1.Fall 5: Die Ableitungsregel kann nicht zur Konstruktion von T n+1 aus T n verwen-det worden sein, da bei ihrer Anwendung niemals ein Term entfernt wird, was imWiderspruch zu tn 62 T n+1 steht.Damit ist der Induktionsbeweis abgeschlossen. Da die Ordnung ��� wohlfundiertist, mu� es ein n geben, so da� tm� = tn� und � den Constraint cn erf�ullt (f�ur allem � n). Also ist tn �{persistent, und weil die (Vervollst�andigungs{ und) Normali-sierungsfolge fair ist (Def. 4.5.4 bzw. 4.6.5), gibt es auch einen Termt1 = (8�x1)(t1 � ct;1) 2 T 1 ;der die drei oben genannten Eigenschaften hat, es gilt also1. � erf�ullt c1,2. t0� �$E� t1�.Falls es mehrere Terme mit Constraint t1 2 T 1 gibt, die diese Eigenschaften haben,sei ein bez�uglich der Ordnung ��� minimaler ausgew�ahlt.Ein Term s1 = (8�y1)(s1 � cs;1) in einer fairen Menge von Normalformen S1 vonS0 = f(s� �)g sei in gleicher Weise bestimmt. Da � ein Uni�kator von hE; s; ti ist,gilt t1� �$E� t0� = t� �$E� s� = s0� �$E� s1� :Also ist � L�osung des E{Uni�kationsproblems hE; s1; t1i. Aus Satz 4.8.15 folgt dieExistenz von Termen mit Constraintu1 = (8�x)(r1� cu;1) und u2 = (8�y)(r2� cu;2) ;so da�:1. (s1 � �) �)R1 u1 und (t1 � �) �)R1 u2;2. r1 und r2 sind uni�zierbar mit einem MGU �;3. � erf�ullt den Constraint c1 t c2 t h�; truei.



4.9 Schwache Konuenz der Vervollst�andigung 93Da � die Constraints cs;1, ct;1, cu;1 und cu;2 erf�ullt, gilt auchs1 �)R1 u1 und t1 �)R1 u2 :Gilt s1 +)R1 u1, gibt es wegen der Fairne� der Normalisierungsfolge auch einenTerm u01 2 T 1 (die m�ogliche Regelanwendung mu� ausgef�uhrt worden sein, es giltfu1gh�i = fu01gh�i), so da� s1 +)R1 u01, also s1 ��� u01 und � den Constraint desTerms u01 erf�ullt. Das aber widerspricht der geforderten Minimalit�at von s1. Alsogilt s1 = u1, und in gleicher Weise folgt t1 = u2. Dann liegt aber gem�a� De�-nition 4.6.1 der Constraint c1 t c2 t h�; truei, der von � erf�ullt wird in der MengeC1(hE; s; ti) und also � in Sat(C1(hE; s; ti)).Aus s1 2 S1 und t1 2 T 1 folgt, da� es ein (hinreichend gro�es) n � 0 geben mu�,so da� s1 2 Sn und t1 2 T n. Also liegt der Constraint c1 t c2 t h�; truei auch inCn und also in C.Da � ein beliebig gew�ahlter minimaler Grund{Uni�kator ist, und es zu jedem Grund{Uni�kator � einen minimalen Grund{Uni�kator � gibt mit � �E � (Lemma 4.8.11),ist der Satz damit bewiesen.4.9 Schwache Konuenz der Vervollst�andigungDie Ableitbarkeitsrelation �)R1 ist nicht konuent. Wie das folgende Beispiel zeigt,ist es auch nicht sinnvoll, das zu verlangen.Beispiel 4.9.1R1 enthalte die Reduktionsregelnf(a); a� � und f(b); b� � :Dann gilt f�ur s = (f(x)� �)s)R1 (a� hfx=ag; truei) = t1 und s)R1 (b� hfx=bg; truei) = t2 :W�are )R1 konuent, m�u�te es einen Term geben, der sowohl aus t1 als auch aust2 ableitbar ist. Das w�urde aber keinen Sinn ergeben und sogar der Korrektheitwidersprechen, denn daraus w�are auch die Gleichheit von a und b ableitbar, dieaber keinesfalls aus einer Menge E von Gleichungen, deren Vervollst�andigung R1ist, folgerbar ist. 2Die Ableitbarkeitsrelation �)R1 hat aber, wenn sie auch im allgemeinen nicht kon-uent ist, eine "schwache\ Konuenzeigenschaft, ohne die das gesamte Verfahrennicht beweiskonuent w�are, und der Vollst�andigkeitssatz 4.8.15 nicht gelten w�urde.Satz 4.9.2Sei R1 eine faire Vervollst�andigung, s, t1 und t2 seien Terme mit Constraint, esgelte s �)R1 t1 und s �)R1 t2 ;



94 Kapitel 4: Vervollst�andigungsbasierte gemischte E{Uni�kationund die Constraints c1 und c2 der Terme t1 und t2 seien kompatibel, d. h. es seic1 t c2 6= > :Dann gibt es Terme mit Constraint u1 und u2, so da�t1 �)R1 u1 und t2 �)R1 u2und u1 und u2 eine gemeinsame Instanz besitzen.32Beweis:SeiR1 eine Vervollst�andigung der Menge E von Gleichungen. Aus dem Lemma �uberdie Korrektheit der Vervollst�andigung (Lemma 4.7.5) folgt, da� es einen minimalenGrund{Uni�kator � von hE; s; t1i und von hE; s; t2i und also von hE; t1; t2i gebenmu� (dabei sind s, t1, t2 die Terme in s, t1, t1).Dann folgt aber aus dem Vollst�andigkeitssatz 4.8.15 die Behauptung.Die (entsprechend de�nierte) schwache lokale Konuenz der Relation �)R1 ist schondaraus ableitbar, da� R1 keine kritischen Paare mehr enth�alt. Da aber �)R1 imallgemeinen nicht wohlfundiert ist, folgt die schwache Konuenz nicht ohne weiteresmit Lemma 2.1.5 (bzw. dem Analogon zu diesem Lemma f�ur schwache Konuenz),sondern sie mu� auf anderem Wege bewiesen werden | wie im Beweis zu Satz 4.8.15geschehen.Da� die Relation �)R1 nicht wohlfundiert ist, ist | unabh�angig von der Frageder (schwachen) Konuenz | von Nachteil. Das f�uhrt n�amlich dazu, da� das aufihr basierende Verfahren f�ur die gemischte E{Uni�kation nur ein Semi{Entschei-dungsverfahren f�ur die Existenz eines Uni�kators ist, und zwar | anders als beimUnfailing Knuth{Bendix{Algorithmus | auch dann, wenn die Vervollst�andigungR1 endlich ist.Es ist ein noch o�enes Problem, Kriterien f�ur die Wohlfundiertheit von �)R1 an-zugeben. Es scheint, als w�are �)R1 f�ur rein starre Probleme stets wohlfundiert.Zumindest ist das bei allen mit der Implementierung des Verfahrens behandeltenBeispielen der Fall. Daf�ur spricht auch, da� die rein starre E{Uni�kation tats�ach-lich entscheidbar ist [Gallier et al., 1992].4.10 L�osung simultaner E{Uni�kationsproblemeWill man neben einfachen auch simultane gemischte E{Uni�kationsproblemefhE1; s1; t1i; : : : ; hEn; sn; tnig (n > 1)l�osen | f�ur die Gleichheitsbehandlung im Tableaukalk�ul ist das unerl�a�lich |,reicht es nicht aus, die Mengen C(hEk; sk; tki) (1 � k � n) f�ur die Einzelprobleme zubestimmen, denn Sat�(C(hEk; sk; tki)) ist nur bez�uglich der Subsumtionsrelation �Eigrund{vollst�andig, nicht aber bez�uglich �.32 Das hei�t es gibt eine Substitution �, so da� fu1g[�]\ fu2g[�] 6= ;.



4.10 L�osung simultaner E{Uni�kationsprobleme 95Wie schon in Abschnitt 3.3 ausgef�uhrt, ist es zur Berechnung einer (grund{)voll-st�andigen Menge von Uni�katoren des simultanen Problems erforderlich, da� zugegebenen Substitutionen �1, �2 die Menge aller � , so da��1 � � und �2 � � ;einfach zu bestimmen ist (dabei bezeichnet � die jeweils verwendete Subsumtions-relation).33 Ein entsprechendes einfaches Verfahren existiert f�ur die Subsumtionsre-lation �E im allgemeinen jedoch nicht.34Beispiel 4.10.1Zu l�osen sei das aus den beiden E{Uni�kationsproblemenhE1; s1; t1i = hf(f(a)) � a; x; f(a)ihE2; s2; t2i = hf(f(f(a))) � a; x; f(f(a))ibestehende simultane Problem.Alle Substitutionen der Form fx=f2n+1(a)g (n � 0) sind, wie man leicht nach-vollzieht, L�osung des Problems hE1; s1; t1i, und alle Substitutionen fx=f3m+2(a)g(m � 0) sind L�osung des Problems hE2; s2; t2i.Die minimalen Uni�katoren der beiden Probleme sind�1 = fx=f(a)g und �2 = fx=f(f(a))g :Beide sind keine Uni�katoren des jeweils anderen Problems.Die kleinste ganzzahlige L�osung der Gleichung k = 2n+ 1 = 3m+ 2 ist k = 5. Derminimale Uni�kator des simultanen Problems ist daher �2 = fx=f5(a)g. 2Es ist also notwendig, aus den bez�uglich �E grund{vollst�andigen MengenUk = Sat�(C(hEk; sk; tki))Mengen Ûk zu bestimmen, die grund{vollst�andig sind bez�uglich �. Die folgende�Uberlegung zeigt, wie dies geschehen kann:Ist � ein beliebiger Grund{Uni�kator eines (nicht simultanen) gemischtenE{Uni�ka-tionsproblems hE; s; ti, dann mu� es in der Menge U = Sat�(C(hE; s; ti)) wegen derenGrund{Vollst�andigkeit einen Uni�kator � geben, so da� � �E �, d. h., � ist aus � mitGleichungen in E� ableitbar (gemeint ist die Ableitbarkeit, wie sie in De�nition 3.3.2de�niert ist). Wie der Beweis zu Satz 4.8.17 zeigt, mu� es insbesondere auch einsolches � 2 U mit � �E � geben, das einen Grund{Uni�kator � 0 als Instanz hat |also � � � 0 | f�ur den gilt:1. � 0 �E �,33 In Abschnitt 3.3 ist diese Eigenschaft der Subsumtionsrelation auf den Substitutionen mit (S4)bezeichnet.34 Letzten Endes ist jedes Verfahren, das | wie auch immer | L�osungen simultaner gemischterE{Uni�kationsprobleme aufz�ahlt, ein Verfahren zur Bestimmung solcher Kombinationen � , ins-besondere auch das im folgenden beschriebene. Alle diese Methoden k�onnen aber schwerlich als"einfach\ bezeichnet werden.



96 Kapitel 4: Vervollst�andigungsbasierte gemischte E{Uni�kation2. � 0 ist minimal bez�uglich der Ordnung ��X auf den Substitutionen.Die Minimalit�at von � 0 �ubertr�agt sich in gewisser Weise | da � � � 0 gilt, und nichtetwa nur � �E � 0 | auch auf den Uni�kator � . Daraus kann man nun schlie�en,da� � aus � nicht nur mit Gleichungen aus E� ableitbar ist, sondern auch mitRegeln aus R1 (R1 ist die faire Vervollst�andigung von E, die zur Berechnungvon C(hE; s; ti) verwendet wurde). Benutzt man Regeln aus der Inversen (R1)�von R1, mu� es umgekehrt auch m�oglich sein, � aus � zu bestimmen. Damit beisolchen inversen Regelanwendungen nicht auch Substitutionen abgeleitet werden,die keine Uni�katoren sind, mu� man darauf achten, da� die neu entstehende Sub-stitution die Constraints der zur Ableitung verwendeten Regeln erf�ullt. Satz 4.10.3zeigt, da� diese �Uberlegung richtig ist, da� es m�oglich ist, eine bez�uglich � grund{vollst�andige Menge von Uni�katoren zu bestimmen, indem man das inverse Reduk-tionssystem (R1)� auf die Substitutionen in der bez�uglich �E grund{vollst�andigenMenge U anwendet.In der folgenden De�nition wird zun�achst pr�azisiert, was unter der Anwendung einerReduktionsregel mit Constraint auf eine Substitution zu verstehen ist:De�nition 4.10.2 (Die Ableitbarkeitsrelation)R auf Substitutionen)Sei R ein Reduktionssystem. Die Relation )R wird wie folgt auf die Menge derSubstitutionen erweitert: F�ur Substitutionen � und � gilt�)R �genau dann, wenn es eine Variable x gibt, so da�:1. F�ur alle Variablen y 6= x gilt �(x) = � (x), d. h., auf V n fxg stimmen � und ��uberein.2. Es gilt (�(x)� h�; truei))R (� (x)� c)(hier ist)R die Ableitbarkeitsrelation auf Termen mit Constraint, Def. 4.3.6).3. � erf�ullt den Constraint c.Satz 4.10.3Sei hE; s; ti ein gemischtes E{Uni�kationsproblem, und die MengeU = Sat�(C(hE; s; ti))mit Hilfe einer fairen Vervollst�andigung von E bestimmt (Def. 4.6.6).35 Dann istdie Menge Û(hE; s; ti) von Substitutionen, die die kleinste Menge ist, die� U als Teilmenge enth�alt,� abgeschlossen ist bez�uglich der Ableitbarkeitsrelation �)(R1)� (Def. 4.10.2),35 Es ist auch m�oglich U = Sat(C1(hE; s; ti)) (Def. 4.6.1) zu verwenden.



4.10 L�osung simultaner E{Uni�kationsprobleme 97eine Menge von Uni�katoren von hE; s; ti, die grund{vollst�andig ist bez�uglich derSubsumtionsrelation �.Beweis:Zun�achst ist zu zeigen, da� Û (hE; s; ti) eine Menge von Uni�katoren ist. Da U gem�a�Satz 4.7.7 eine Menge von Uni�katoren ist, gen�ugt es zu zeigen, da� �)(R1)� Teil-relation der Subsumtionsrelation vE ist, die nach Lemma 3.3.5 abgeschlossen istbez�uglich der Eigenschaft Uni�kator zu sein.Seien also � und � beliebige Substitutionen mit � �)(R1)� � . Sei x die Variable, f�urdie (�(x)� h�; truei))R (� (x)� c)gilt. Da R1 korrekt ist (Lemma 4.7.5), ist auch (R1)� korrekt bez�uglich E.Da die Substitution � den Constraint c erf�ullt (Def. 4.10.2), ist sie ein Uni�ka-tor von hE; �(x); � (x)i. � ist auch Uni�kator von hE; �(y); � (y)i f�ur alle Vari-ablen y 2 (V n fxg), denn auf diesen stimmen � und � �uberein. Also gilt � vE �(Def. 3.3.2).Da� Û grund{vollst�andig ist, kann man durch wohlfundierte Induktion bez�uglichder Ordnung ��hE;s;ti zeigen.Induktionsanfang: Sei � ein minimaler Grund{Uni�kator. Dann erf�ullt �, wie in demBeweis zu Satz 4.8.17 gezeigt wurde, einen Constraint in der Menge C(hE; s; ti), liegtalso in U � Û .Induktionsschlu�: Sei � ein Grund{Uni�kator, der nicht minimal ist. Es gebe alsoeinen Grund{Uni�kator � mit � �E � und � ��hE;s;ti � . Dann mu� es aber auch einenGrund{Uni�kator �0 geben,1. der sich von � nur in der Belegung einer Variablen x unterscheidet,2. f�ur den �0 �E � und � ��hE;s;ti �0 gilt, und3. wegen der Vollst�andigkeit von R1 (Satz 4.8.17) (�(x)� �))R1 (�0(x)� c0)gilt.Auf �0 ist wegen � ��hE;s;ti �0 die Induktionsannahme anwendbar. Es gibt also eineSubstitution �00 2 U mit �00 � �0. Es gilt nun entweder auch �00 � �, oder aber esfolgt aus (�(x)� �))R1 (�0(x)� c0) (da �0 Grundsubstitution ist)(�00(x)� �))(R1)� (�000(x)� c) :Dabei ist �000 eine Substitution, die mit �00 auf allen Variablen au�er x �ubereinstimmt.�000 erf�ullt c, liegt also in Û , und es gilt �000 � �.Beispiel 4.10.4Das folgende ist ein Beispiel daf�ur, da� die dritte Bedingung in De�nition 4.10.2,da� n�amlich die abgeleitete Substitution � den Constraint c erf�ullen mu�, tats�achlichnotwendig ist.Gegeben sei das E{Uni�kationsproblem hE; s; ti = hfx � bg; a; xg. Es hat die L�o-sung � = fx=ag.



98 Kapitel 4: Vervollst�andigungsbasierte gemischte E{Uni�kationMit Hilfe der in der Inversen (R1)� einer Vervollst�andigung von E liegenden Re-duktionsregel x; b� hid; b � ai kann aus dem Term a� hx=a; truei der Termb� hfx=ag; b � ai abgeleitet werden. Dennoch gilt f�ur � = fx=bg, da � den Con-straint hx=a; fb � agi nicht erf�ullt, �)(R1)� � nicht. Das entspricht der Tatsache,da� � kein Uni�kator ist. 2Mit Satz 4.10.3 ist es m�oglich, bez�uglich � grund{vollst�andige Mengen von Uni�ka-toren f�ur die Einzelprobleme eines simultanen gemischten E{Uni�kationsproblemszu berechnen (bzw. aufzuz�ahlen). Damit kann nun auch eine grund{vollst�andigeMenge von Uni�katoren eines simultanen gemischten Problems aufgez�ahlt werden:Satz 4.10.5Sei fhE1; s1; t1i; : : : ; hEn; sn; tnig ein simultanes gemischtes E{Uni�kationsproblem,und seien die Mengen Û(hEk; sk; tki) (1 � k � n)wie in Satz 4.10.3 de�niert. Dann ist~U = f�1 t : : : t �n : �k 2 Û(hEk; sk; tki) (1 � k � n)g n f>geine grund{vollst�andige Menge von Uni�katoren des Problems.Beweis:Sei � 2 ~U beliebig. Dann gibt es Substitutionen �1; : : : ; �n, so da� � Spezialisierungaller dieser Substitutionen ist und �k 2 Û(hEk; sk; tki) Uni�kator von hEk; sk; tki)1 � k � n). Daraus folgt, da� auch � Uni�kator von hEk; sk; tki) ist (Satz 3.2.6);und da dies f�ur 1 � k � n gilt, ist � ein Uni�kator des simultanen Problems.Sei nun � ein beliebiger Grund{Uni�kator des simultanen Problems. Dann ist �auch Uni�kator der Einzelprobleme hEk; sk; tki 1 � k � n. Da Û(hEk; sk; tki) gem�a�Satz 4.10.3 grund{vollst�andig ist bez�uglich �, mu� es �k 2 Û(hEk; sk; tki) geben mit�k � �. Dann gilt aber f�ur die Substitution �0 = �1 t : : : t �n1. �0 2 ~U ,2. �0 � �.Also ist ~U grund{vollst�andig.Da man normalerweise nur einen Uni�kator eines simultanen Problems ben�otigt(insbesondere ist das bei der Gleichheitsbehandlung im Tableaukalk�ul der Fall, sieheAbschnitt 5.2.3), wird man statt ~U zun�achst die Menge ~U 0 � ~U betrachten, diede�niert ist durch~U 0 = f�1 t : : : t �n : �k 2 U(hEk; sk; tki) (1 � k � n)g n f>gZur Berechnung von ~U 0 verwendet man also die nur bez�uglich �Ek , nicht aberbez�uglich � grund{vollst�andigen Mengen U(hEk; sk; tki). Nur wenn ~U 0 leer ist,3636 In F�allen, in denen ~U 0 nur aufz�ahlbar aber nicht berechenbar ist, dann, wenn man nach einergewissen Rechenzeit kein Element der Menge gefunden hat.



4.11 Beziehung zu Conditional Rewriting 99wird man beginnen, weitere Uni�katoren der Einzelprobleme, die nicht schon in derMenge U(hEk; sk; tki) liegen, abzuleiten. Durch die Verwendung von Regeln aus derInversen (R1)� kann eine sehr gro�e Zahl von Uni�katoren abgeleitet werden. Dasf�uhrt zu einer Explosion des Suchraums, und jeder Vorteil der vervollst�andigungs-basierten E{Uni�kation geht verloren. Dann wird ein �aquivalenzklassenbasiertesVerfahren | in ine�zienter Weise | simuliert. Gl�ucklicherweise hat sich aber ge-zeigt, da� in der Praxis nur f�ur sehr wenige simultane Probleme in ~U 0 kein Uni�katorgefunden werden kann. Bei allen Experimenten trat dies nur bei eigens konstruiertenProblemen auf (wie dem aus Beispiel 4.10.4, siehe auch Abschnitt 7.1.4).4.11 Beziehung zu Conditional RewritingBeim Conditional Rewriting37 werden die Reduktionsregeln | �ahnlich wie bei demin diesem Kapitel vorgestellten Verfahren | mit Bedingungen versehen. Diese Be-dingungen sind aber grundlegend verschieden von den hier verwendeten Constraints.Meist werden Bedingungen der allgemeinen Form(s1 � t1) ^ : : : ^ (sn � tn) (n � 0)verwendet.38Auf der einen Seite sind diese Bedingungen sehr viel ausdrucksst�arker als Con-straints, denn das in ihnen enthaltene Pr�adikatensymbol � wird nicht als syntakti-sche Gleichheit auf den Termen interpretiert, sondern als Gleichheit bez�uglich desReduktionssystems bzw. bez�uglich der zugrunde Gelegten Menge E von Gleichun-gen. Eine Substitution � erf�ullt also die Bedingung s � t nicht nur, wenn s� = t�,sondern auch schon dann, wenn � ein E{Uni�kator von s und t ist. Auf der anderenSeite lassen sich aber die Ordnungsbedingungen, die Teil der Constraints sind, mitdiesen Bedingungen nicht ausdr�ucken. Lie�e man die obige Einschr�ankung der Formvon Bedingungen fallen, ginge man also zu beliebigen Formeln der Pr�adikatenlogikmit Gleichheit �uber, w�aren die Bedingungen nicht mehr handhabbar; vor allem w�areihre Erf�ullbarkeit nicht mehr entscheidbar. Zudem m�u�te man dann die verwendeteReduktionsordnung auf der Objektebene axiomatisieren, was v�ollig ine�zient w�are.Nichtsdestotrotz steht das vorgestellte Verfahren f�ur die gemischte E{Uni�kation ineinem engen Zusammenhang mit Conditional Rewriting, und es k�onnte von Vorteilsein, eine Kombination beider Methoden zu entwickeln.
37 Eine Einf�uhrung gibt [Kaplan & R�emy, 1989].38 Oft werden zus�atzliche Einschr�ankungen gemacht, die die Handhabbarkeit der Bedingungenverbessern.



5 Der Tableaukalk�ul mit freienVariablen und GleichheitTajbleau [ta0blo�:] das; -s, -s;wirkungsvoll gruppiertes Bild| DUDEN, Die Rechtschreibung derdeutschen Sprache5.1 Der Tableaukalk�ul mit freien Variablen5.1.1 Einf�uhrungIn seinen Urspr�ungen geht der Tableaukalk�ul zur�uck auf die Arbeiten von G. Gent-zen in den drei�iger und E. W. Beth und K. J. J. Hintikka in den f�unfziger Jahren.R. Smyllyan [Smullyan, 1968] entwickelte die | im wesentlichen unver�andert | bisheute verwendete Version des Tableaukalk�uls, die auch den Kern des im folgendenverwendeten Kalk�uls bildet. Auf ihn geht die Einteilung der Tableauregeln in �{Regeln (f�ur konjunktive Formeln), �{Regeln (f�ur disjunktive Formeln), {Regeln(f�ur universell quanti�zierte Formeln) und �{Regeln (f�ur existentiell quanti�zierteFormeln) zur�uck.Erst durch in den letzten Jahren entwickelte Verbesserungen allerdings wurde einee�ziente Implementierung des Tableaukalk�uls m�oglich, von denen die wichtigstedie Verwendung freier Variablen ist. Da ein wesentliches Ziel dieser Arbeit einee�ziente Implementierung ist, wird ihr ein solch verbesserter Kalk�ul zugrunde gelegt.Die im weiteren entwickelten Methoden zur Behandlung von Gleichheit lassen sichaber ohne weiteres auch auf andere Versionen des Tableaukalk�uls �ubertragen (sieheAbschnitt 5.2.5).Bevor formale De�nitionen gegeben werden, seien die wesentlichen Eigenschaftendes verwendeten Kalk�uls, die ihn von anderen Versionen unterscheiden, hier kurzzusammengefa�t. Sie sind auch die wesentlichen Merkmale des automatischen Be-weisers 3TAP , auf dem die Implementierung (Kapitel 6) aufsetzt.Signierte Formeln Der Kalk�ul verwendet signierte Formeln, die mit einem derVorzeichen T (f�ur wahr) und F (f�ur falsch) versehen sind.Freie Variablen Die Verwendung freier Variablen [Fitting, 1990] ist eine wichtigeOptimierung. Anstatt schon bei der Anwendung einer {Regel einen Grund-term zu "raten\ und f�ur die gebundene Variable einzusetzen, wird diese durcheine freie Variable ersetzt. Die freien Variablen werden erst sp�ater mit Termeninstantiiert, die erkennbar f�ur den Abschlu� eines Astes sinnvoll sind.100



5.1 Der Tableaukalk�ul mit freien Variablen 101Liberalisierte �{Regel Um die Korrektheit des Kalk�uls zu erhalten, m�ussen beiVerwendung freier Variablen auch die �{Regeln, n�amlich der Aufbau der durchsie eingef�uhrten Skolemterme, ver�andert werden. Ungl�ucklicherweise wird da-durch auch die Zahl m�oglicher Abschl�usse verringert. Es ist allerdings m�oglich,die in [Fitting, 1990] angegebene �{Regel f�ur freie Variablen etwas zu liberali-sieren [H�ahnle & Schmitt, 1993, Beckert et al., 1993], so da� eine gr�o�ere Zahlvon Abschl�ussen m�oglich ist, und die Korrektheit doch erhalten bleibt.Universelle Formeln {Formeln werden oft mehrfach zum Abschlu� eines Astesben�otigt (das tri�t ganz besonders h�au�g auf Gleichungen zu). Normaler-weise werden hierzu mehrere Instanzen einer solchen Formel durch Anwendender {Regel erzeugt. Bei den "universellen\ Formeln ist das nicht n�otig; siek�onnen | ohne die Korrektheit des Kalk�uls zu beeintr�achtigen | mehrfach,mit verschiedenen Instantiierungen verwendet werden [Beckert, 1991, Beckert& H�ahnle, 1992].Ein Tableaukalk�ul mit freien Variablen | allerdings ohne universelle Formeln unddie liberalisierte �{Regel | ist auch in allen Einzelheiten in [Fitting, 1990] be-schrieben, und wird dort um ein einfaches Verfahren zur Behandlung von Gleichheiterweitert (siehe Abschnitt 5.2.2).Eine aktuelle Darstellung des automatischen Beweisens mit dem Tableaukalk�ul,insbesondere auch neuer, e�zienter Verfahren zur Implementierung, �ndet sich in[H�ahnle, 1993].5.1.2 Syntax und SemantikIn diesem Abschnitt wird Syntax und Semantik des Tableaukalk�uls mit freien Va-riablen beschrieben | zun�achst ohne Gleichheit, d. h. dem Gleichheitspr�adikat �wird keine Sonderrolle zuerkannt.Wie schon erw�ahnt, werden signierte, d. h. mit Vorzeichen T und F versehene,Formeln verwendet. Sie seien �uber einer Signatur S de�niert, die die verwendetenSkolemsymbole schon enth�alt.1De�nition 5.1.1 (Signierte Formeln)Sei Form die Menge der Formeln �uber einer Signatur S. Dann istForm� = fT � : � 2 Formg [ fF � : � 2 Formgdie Menge der signierten Formeln �uber S.Erst die Gliederung der Tableauregeln nach den Schemata, denen sie folgen, erlaubteine elegante Formulierung des Tableaukalk�uls:1 Dies beschr�ankt die Allgemeinheit nicht; n�otigenfalls werde die Signatur um unendlich vieleSkolemsymbole f�ur jede Stelligkeit n � 0 erweitert.



102 Kapitel 5: Der Tableaukalk�ul mit freien Variablen und GleichheitDe�nition 5.1.2 (Tableauregel{Schemata)In Tabelle 5.1 sind die vier Schemata dargestellt, denen alle Tableauerweiterungsre-geln folgen. Oberhalb der waagerechten Linien sind die Pr�amissen angegeben, unter-halb die Konklusionen, die sich in durch eine senkrechte Linie getrennte Extensionengliedern k�onnen.2��1�2 ��1 �2 1(y)wobei y eine freieVariable ist. ��1(f(x1; : : : ; xn))wobei f eine neue Skolem-funktion ist, und fx1; : : : ; xngdie Menge der in � frei auftre-tenden Variablen.Tabelle 5.1: Die Tableauregel{Schemata.F�ur jede Kombination von Vorzeichen und logischem Operator ist genau eine Ta-bleauregel de�niert; jede dieser Regeln folgt einem der Schemata aus Tabelle 5.1.De�nition 5.1.3 (Tableauregeln)Auf jede nicht{atomare signierte Formeln ist genau eine Tableauregel anwendbar.Die Tabellen 5.2 (a) bis (d) geben f�ur jeden Formeltyp die entsprechende Tableauregelan und welchem Schema (Def. 5.1.2) sie folgt.� �1 �2T (� ^  ) T � T  F (� _  ) F � F  F (� �  ) T � F  T :� F � F �F :� T � T �(a) � �1 �2T (� _  ) T � T  F (� ^  ) F � F  T (� �  ) F � T  (b) 1(y)T (8x)�(x) T �(y)F (9x)�(x) F �(y)(c) � �1(f(x1; : : : ; xn))F (8x)�(x) F �(f(x1; : : : ; xn))T (9x)�(x) T �(f(x1; : : : ; xn))(d)Tabelle 5.2: (a) �{Regeln; (b) �{Regeln; (c) {Regeln; (d) �{Regeln.Es ist m�oglich, die �{Regel noch weiter zu liberalisieren, und die Einschr�ankungfallen zu lassen, da� das bei der Anwendung der �{Regel eingef�uhrte Skolemsymbolstets neu sein mu� [Beckert et al., 1993]. Der Tableaukalk�ul bleibt korrekt, wennman f�ur �{Formeln, die bis auf Variablenumbenennung gleich sind, jeweils das gleicheSkolemsymbol verwendet.2 Implizit sind die Extensionen disjunktiv, die Formeln innerhalb einer Extension konjunktivverkn�upft.



5.1 Der Tableaukalk�ul mit freien Variablen 103Alles folgende gilt ohne jede Einschr�ankung auch f�ur diese noch weiter liberalisierte�{Regel3 (im Zweifel sei jedoch auch weiter die �{Regel aus De�nition 5.1.2 gemeint).Tableaus k�onnen charakterisiert werden als diejenigen endlichen bin�aren B�aume,deren Knoten signierte Formeln sind,4 und die entsprechend der Tableauregeln ausDe�nition 5.1.2 und 5.1.3 aufgebaut sind:De�nition 5.1.4 (Tableau, Ast eines Tableaus)Sei Form� die Menge signierter Formeln �uber einer Signatur S. Tableaus �uber Ssind genau diejenigen endlichen bin�aren B�aume, die entsprechend einer der folgen-den Regeln aufgebaut sind:1. Ein linearer Baum T , dessen Knoten geschlossene Formeln aus Form� sind,ist ein Tableau (�uber S). (Ist � die Menge der Formeln, die Knoten von Tsind, dann hei�e T ein Tableau f�ur �.)2. Ist T ein Tableau (�uber S) und � ein Knoten in T , dann ist ein Baum T 0 einTableau (�uber S), der dadurch aus T entsteht, da� an einen maximalen Pfadin T (einen Ast von T ) soviele lineare Unterb�aume angeheftet werden, wie dieauf � anwendbare Tableauregel (Def. 5.1.2 und 5.1.3) Extensionen hat, wobeidie Knoten der Unterb�aume die Formeln aus den Extensionen sind. (Ist T einTableau f�ur eine Menge � von Formeln, dann ist auch T 0 ein Tableau f�ur �.)Die maximalen Pfade in einem Tableau T hei�en die �Aste von T . Ein Ast wirdh�au�g auch mit der Menge der auf ihm liegenden Formeln identi�ziert.De�nition 5.1.5 (Komplement�are Formeln, geschlossener Ast, geschlossenes Ta-bleau)Zwei Formeln T � und F �, die sich nur in ihrem Vorzeichen unterscheiden, hei�enkomplement�ar.Ein Ast A eines Tableaus hei�e geschlossen, wenn er komplement�are Formeln ent-h�alt. Gibt es eine Substitution �, so da� A� geschlossen ist, so hei�e A geschlossenunter �.Sei T ein Tableau. Gib es eine Grundsubstitution �, so da� alle �Aste von T unter� geschlossen sind, dann hei�e T geschlossen (unter �).Die Forderung, da� � eine Grundsubstitution sei, kann man fallen lassen. Allerdingsm�ussen auch dann die �Aste von T tats�achlich unter � geschlossen sein, und nichtetwa unter (verschiedenen) Spezialisierungen von �.Zu �uberpr�ufen, ob ein Tableau nach De�nition 5.1.5 geschlossen ist, ist | im Un-terschied zum Abschlu� ohne freie Variablen | ein keineswegs triviales Problem, daeine das Tableau abschlie�ende Substitution bestimmt werden mu�.53 Sie wird in [Beckert et al., 1993] als �++{Regel bezeichnet.4 Die Formeln werden also nicht als an die Knoten des Tableaus angeheftet angesehen, sondernmit den Knoten identi�ziert.5 Nichtsdestoweniger ist es besser, freie Variablen zu verwenden. Auch ohne sie tritt das Pro-blem, g�unstige Belegungen f�ur die Variablen zu �nden, auf, dann n�amlich schon fr�uher: bei derAnwendung der {Regeln.



104 Kapitel 5: Der Tableaukalk�ul mit freien Variablen und GleichheitUm zu beweisen, da� eine Formel G eine Tautologie ist, beginnt man mit einmTableau, dessen einziger Knoten (seine Wurzel) die Formel FG ist. Die Erweiterungdieses Tableaus entspricht einer systematischen Suche nach einem Modell f�ur FG.Dabei kann jeder Ast A als partielle De�nition eines Modells angesehen werden, indem die Formeln auf A den ihrem Vorzeichen entsprechenden Wahrheitswert haben.Da komplement�are Formeln nicht zugleich in einem Modell G�ultigkeit haben k�onnen,kann ein geschlossener Ast kein Modell darstellen. Ein geschlossenes Tableau f�ur FGzeigt, da� die Suche nach einem Modell vergeblich war, und also G eine Tautologieist.De�nition 5.1.6 (Tableaubeweis)Ein Tableau T ist ein Tableaubeweis f�ur eine geschlossene Formel �, wenn1. T geschlossen ist, und2. T ein Tableau ist f�ur fF �g.Die Suche nach einem Tableaubeweis f�ur eine Formel ist ein in h�ochstem Ma�e inde-terministischer Proze�, da es in der Regel viele verschiedene M�oglichkeiten gibt, eingegebenes Tableau zu erweitern. F�ur eine Implementierung ist es jedoch notwen-dig, festzulegen, wie die jeweils n�achste Tableauerweiterung auszuw�ahlen ist. Es istm�oglich, deterministische Auswahlkriterien (Konstruktionsregeln) anzugeben, mitderen Hilfe f�ur eine Tautologie stets ein Tableaubeweis gefunden werden kann. Ver-wendet man eine solche Konstruktionsregel, ist der Tableaukalk�ul beweiskonuent,d. h., es ist kein Backtracking notwendig.De�nition 5.1.7 (Faire Tableau{Konstruktionsregel)Eine Tableau{Konstruktionsregel legt fest, welche von mehreren m�oglichen Erweite-rungsregeln als n�achste auf ein Tableau anzuwenden ist. Sie st�utzt sich dabei aufdas Tableau selbst, sowie auf eine Menge von zus�atzlichen Informationen. Die Regelgibt an, wie diese zus�atzlichen Informationen aufzubauen sind.Eine Tableau{Konstruktionsregel hei�e fair, wenn jedes Tableau Tn (n � 0) in einergem�a� der Regel konstruierten Folge T1; T2; : : : von Tableaus folgende Eigenschaftenhat:1. Auf jede Formel in Tn, die kein Atom ist, wird in jedem Ast, in dem sie auftritt,die auf sie passende Tableau{Erweiterungsregel schlie�lich angewendet.2. Auf jede {Formel in Tn wird in jedem Ast, in dem sie auftritt, die {Regelbeliebig oft angewendet.Ein Beispiel f�ur eine faire Tableau{Konstruktionsregel ist in [Fitting, 1990] angege-ben. Die Existenz fairer Konstruktionsregeln ist also sichergestellt.66 Die von dem Tableaubeweiser 3TAP verwendete faire Konstruktionsregel ist in [H�ahnle et al.,1992] beschrieben.



5.1 Der Tableaukalk�ul mit freien Variablen 105Es ist m�oglich, neben diesen notwendigen Anforderungen an eine faire Konstruk-tionsregel zus�atzliche Einschr�ankungen zu machen, die das konstruierte Tableauverkleinern und damit auch die Suche nach einem Abschlu� vereinfachen.Beispielsweise ist es keinesfalls sinnvoll, auf Formeln, die keine {Formeln sind, dieentsprechende Tableauregel auf dem gleichen Ast eines Tableaus mehr als einmalanzuwenden.7 Bei komplizierteren Beschr�ankungen dagegen, wie beispielsweise sol-chen, die Links zwischen Formeln ber�ucksichtigen, w�are im Einzelfall zu pr�ufen,ob sie auch im Zusammenspiel mit der Gleichheitsbehandlung die Vollst�andigkeiterhalten.F�ur Implementierungen ist es h�au�g auch sinnvoll, die Zahl der Regelanwendungenauf {Formeln durch eine Grenze q zu beschr�anken. Auf dem selben Ast wird die {Regel dann h�ochstens q mal auf eine {Formel angewendet. Da die Vollst�andigkeitdes Tableaukalk�uls nur erhalten bleibt, wenn die Grenze q jeweils hinreichend hoch8gew�ahlt wird, mu� q, wenn zun�achst kein Tableaubeweis gefunden wird, schrittweiseerh�oht werden.De�nition 5.1.8 (Ersch�opfter Ast, ersch�opftes Tableau)Ein Ast A (bzw. ein Tableau T ) hei�e ersch�opft, wenn A (bzw. T ) nicht erweitertwerden kann, ohne gegen eine f�ur die jeweils verwendete Version des Tableaukalk�ulsgeltende Beschr�ankung zu versto�en, insbesondere� gegen die verwendete Tableaukonstruktionsregel,� gegen die Einschr�ankung, da� auf eine Formel, die keine {Formel ist, dieentsprechende Tableauregel auf jedem Ast nur einmal angewendet werden darf,� gegen eine Beschr�ankung der {Regelanwendungen durch eine Grenze q.Hier nun der zentrale Satz dieses Abschnittes, der die Korrektheit und Vollst�andig-keit des beschriebenen Kalk�uls zum Inhalt hat:Satz 5.1.9 (Korrektheit und Vollst�andigkeit des Tableaukalk�uls mit freien Vari-ablen)Sei � eine geschlossene Formel.Korrektheit: Gibt es einen Tableaubeweis f�ur �, dann ist � eine Tautologie.Vollst�andigkeit: Ist � eine Tautologie, dann gibt es einen Tableaubeweis f�ur �.Insbesondere gibt es auch einen nach einer beliebigen fairen Konstruktionsregel undunter Beachtung einer Grenze q f�ur die Anwendung der {Regeln aufgebauten Ta-bleaubeweis f�ur �, vorausgesetzt die Grenze q ist hinreichend hoch gew�ahlt.Beweis:Korrektheit: Siehe [H�ahnle & Schmitt, 1993].Vollst�andigkeit: Siehe [Fitting, 1990].7 Statt diese Einschr�ankung zu beachten, kann man auch Formeln (au�er {Formeln), auf die eineTableauregel angewendet wurde, von dem dadurch erweiterten Ast l�oschen (wobei man den Astals Menge von Formeln betrachtet).8 Wann eine Grenze "hinreichend hoch\ ist, h�angt von der zu beweisenden Formel ab und l�a�tsich nicht im voraus bestimmen (das widerspr�ache der Unentscheidbarkeit der Pr�adikatenlogik).



106 Kapitel 5: Der Tableaukalk�ul mit freien Variablen und GleichheitDer Beweis der Korrektheit des Tableaukalk�uls beruht darauf, da� die Anwendungeiner Tableauregel auf ein Tableau seine Erf�ullbarkeit erh�alt:De�nition 5.1.10 (Erf�ullbares Tableau)Ein Tableau T hei�e erf�ullbar, wenn es ein Modell M gibt, so da� M f�ur jedeGrundsubstitution � Modell eines Astes A� von T� ist, d. h. Modell aller Formelnauf A�.In [Fitting, 1990] ist die Erf�ullbarkeit eines Tableaus anders de�niert, n�amlich inder Weise, da� zu jeder Grundsubstitution die Existenz einer Interpretation M�gefordert wird, die Modell eines Astes von T� ist. In De�nition 5.1.10 dagegen wirddie Existenz einer Interpretation M gefordert, die die gew�unschte Eigenschaft f�uralle Grundsubstitutionen � hat.Die Erf�ullbarkeit nach Fitting kann bei der Anwendung der hier verwendten libera-lisierten �{Regel verloren gehen. Darum kann der Korrektheitsbeweis aus [Fitting,1990] nicht �ubernommen werden. Die Erf�ullbarkeit nach De�nition 5.1.10 dagegenbleibt erhalten.95.1.3 Universelle Formeln10{Formeln werden zum Abschlu� eines Tableaus oft mehrfach ben�otigt, mit unter-schiedlichen Instantiierungen f�ur die freien Variablen, die sie enthalten; besondersh�au�g gilt dies f�ur Gleichungen.Ein typisches Beispiel ist das Assoziativit�atsaxiomAs = (8x)(8y)(8z)((x � y) � z � x � (y � z))z. B. der Gruppentheorie. In der Regel mu� es mehrfach angewendet werden, mitverschiedenen Instantiierungen f�ur x, y und z, um selbst einfachste Theoreme derGruppentheorie zu beweisen.Normalerweise mu� auf solche Formeln die {Regel mehrfach angewendet werden,um die notwendige Zahl von Instanzen zu erzeugen. Das hat mehrere Nachteile:Zum einen, mu� eine Grenze q f�ur die Anwendung der {Regeln so hoch gew�ahltsein, da� gen�ugend Instanzen erzeugt werden k�onnen. Zum anderen werden auchKopien von {Formeln erzeugt, die gar nicht ben�otigt werden. Dadurch wird daserzeugte Tableau und damit der Suchraum nach einem Tableaubeweis aufgebl�aht.H�au�g ist es jedoch gar nicht notwendig die {Regel tats�achlich mehrfach anzuwen-den, n�amlich dann, wenn ohnehin beliebig viele Kopien einer Formel erzeugt werdenk�onnten, ohne da� das zu Verzweigungen f�uhrte oder sonst irgendeinen Einu� aufden Rest des Tableaus h�atte. Solche Formeln, das Assoziativit�atsaxiom As ist einBeispiel, werden als "universell\ bezeichnet:9 In [Beckert et al., 1993] ist bewiesen, da� dies auch f�ur die noch weiter liberalisierte �++{Regelgilt.10 Eine ausf�uhrliche Darstellung des Konzeptes der universellen Formeln �ndet sich in [Beckert,1991] und (k�urzer) in [Beckert & H�ahnle, 1992].



5.1 Der Tableaukalk�ul mit freien Variablen 107De�nition 5.1.11 (Universelle Formel)Sei � 2 Form� eine Formel auf einem Ast A eines Tableaus, und sei �u 2 Formdie zu � �aquivalente Formel ohne Vorzeichen, d. h., ist � = TG f�ur eine Formel G,dann sei �u = G; andernfalls, wenn � = FG, dann sei �u = :G.� ist universell bez�uglich einer Variablen x, wenn f�ur jedes Modell M und f�ur jedeGrundsubstitution � gilt:Wenn M j= A�, dann M j= ((8x)�u))� :Im allgemeinen ist es unentscheidbar, ob eine Formel universell ist. Ein Teil deruniversellen Formeln kann jedoch sehr leicht erkannt werden (was unerl�a�lich ist,will man das Konzept der universellen Formeln f�ur eine e�ziente Implementierungausnutzen).De�nition 5.1.12 (Methode zum Auf�nden universeller Formeln)Eine Abbildung� : fA : A der Ast eines Tableausg � Form� �! 2Vhei�e Methode zum Auf�nden universeller Formeln, falls ausx 2 �(A;�)folgt, da� die signierte Formel � auf A liegt und universell ist bez�uglich x.Dieser De�nition gen�ugt beispielsweise die triviale Methode�0(A;�) = ;;die �uberhaupt keine universelle Formel auf�ndet.Leistungsf�ahiger aber immer noch hinreichend einfach, so da� sie in der Praxiseinsetzbar ist, ist die folgende Methode:Satz 5.1.13Die Funktion � ist eine Methode zum Auf�nden universeller Formeln, die de�niertist durch:�(A;�) enthalte genau die Variablen x, f�ur die gilt: � liegt auf A und ist1. mit Hilfe einer {Regel aus einer {Formel abgeleitet, und x ist die freieVariable, die dabei f�ur die durch den Quantor gebundene Variable eingesetztwurde, oder2. mit Hilfe einer �{Regel oder einer {Regel aus einer Formel abgeleitet, dieuniversell ist bez�uglich x.Beweis:Siehe [Beckert, 1991].



108 Kapitel 5: Der Tableaukalk�ul mit freien Variablen und GleichheitDie im folgenden bewiesenen S�atze und die entwickelten Verfahren sind unabh�angigvon der tats�achlich gew�ahlten Methode zum Auf�nden universeller Formeln. In derPraxis ist aber die Methode aus Satz 5.1.13 die einzig sinnvolle (neben der trivialenMethode �0, mit der man auf die Verwendung universeller Formeln verzichtet).Wie schon gesagt ist der Vorteil universeller Formeln | zumindest solcher, die manals universell erkannt hat |, da� sie mehrfach, mit verschiedenen Instantiierungenf�ur die Variablen, bez�uglich derer sie universell sind, verwendet werden k�onnen. F�urden Tableaukalk�ul ohne Gleichheit bedeutet das, da� verschiedene �Aste mit ver-schiedenen Instanzen der selben universellen Formeln abgeschlossen werden k�onnen:De�nition 5.1.14 (Abschlu� mit universellen Formeln)Sei T ein Tableau mit den �Asten A1; : : : ; Ak und � eine Methode zum Auf�ndenuniverseller Formeln. Gibt es eine Grundsubstitution �, so da�1. es f�ur 1 � i � k Formeln �i;  i 2 Ai gibt und eine Grundsubstitution �i, soda� �i�i und  i�i komplement�ar sind,2. sich f�ur 1 � i � k die Substitution �i h�ochstens bei der Belegung solcher Va-riablen von � unterscheidet, bez�uglich derer �i und  i universell sind, d. h.�ijVn(�(Ai ;�i)\�(Ai; i)) = �jVn(�(Ai;�i)\�(Ai; i)) ;dann hei�e T geschlossen (unter � und mit �).Wie in [Beckert, 1991] bewiesen,11 ist jedes nach De�nition 5.1.14 geschlossene Ta-bleau unerf�ullbar, woraus folgt, da� die Korrektheit des Tableaukalk�uls durch die"Vereinfachung\ des Abschlusses nicht beeintr�achtigt wird. Der Begri� "Verein-fachung\ ist hier tats�achlich angebracht: Zwar ist die De�nition des Abschlusseskomplizierter geworden, durch die Verwendung universeller Formeln gibt es aber imallgemeinen mehr Substitutionen, unter denen ein Tableau geschlossen ist. Diesesind au�erdem auch einfacher zu �nden.Da jedes Tableau, das schon ohne universelle Formeln, d. h. nach De�nition 5.1.5,geschlossen ist, erst recht auch geschlossen ist, wenn man universelle Formeln ver-wendet (Def. 5.1.14), wird dadurch die Vollst�andigkeit des Tableaukalk�uls keinesfallsbeeintr�achtigt.Wie die Universalit�at von Gleichungen bei der Erweiterung des Tableaukalk�ul umGleichheitsbehandlung ausgenutzt werden kann, ist in Abschnitt 5.2.3 beschrieben.5.2 Der Tableaukalk�ul mit Gleichheit5.2.1 Einf�uhrungF�ur den Tableaukalk�ul mit Gleichheit, mu� man zun�achst zu allen De�nitionen,die in irgendeiner Weise auf Modellen beruhen, eine Einschr�ankung auf normale11 In [Beckert, 1991] ist der Abschlu� mit universellen Formeln zwar etwas anders formuliert |ohne Zuhilfenahme einer einzelnen Grundsubstitution �. Die �Aquivalenz beider Formulierungenist aber unmittelbar einsichtig. Der Vorteil der Formulierung aus De�nition 5.1.14 ist, da� mitihr auch weiter, wie beim Tableaukalk�ul ohne universelle Formeln, von einer (einzelnen) einTableau abschlie�enden Substitution gesprochen werden kann.



5.2 Der Tableaukalk�ul mit Gleichheit 109Modelle12 hinzuf�ugen | so ist beispielsweise ein Tableau T f�ur die Pr�adikatenlogikmit Gleichheit nur dann erf�ullbar, wenn es ein normales Modell M gibt, das f�urjede Grundsubstitution � Modell eines Astes A� von T� ist.Welche �Anderungen man vornehmen mu�, um den Tableaukalk�ul um eine Gleich-heitsbehandlung zu erweitern, wird deutlich, wenn man den Aufbau eines Tableausf�ur eine Formel � als Konstruktion der m�oglichen Modelle dieser Formel auffa�t.Daf�ur mu� der Tableaukalk�ul folgendes leisten:1. Formeln, die in einem ModellM der Formel � gelten, m�ussen auf den mitMkorrespondierenden Ast gebracht werden,2. Formeln oder Formelmengen, die in keinem Modell gelten k�onnen m�ussen alsAbschlu� eines Astes erkannt werden.Diese beiden Anforderungen sind nicht unabh�angig voneinander. Je genauer dieFormeln auf einem Ast ein Modell M darstellen, d. h. je mehr der in M g�ultigenFormeln auf dem Ast vorhanden sind, je einfacher ist es Widerspr�uche zu erkennen.In den kanonischen Modellen, die man f�ur die Pr�adikatenlogik mit Gleichheit be-trachtet, m�ussen nun zum einen mehr Formeln G�ultigkeit haben als in einem belie-bigen Modell der Pr�adikatenlogik (gelten beispielsweise in einem normalen ModellP (a) und a � b, so mu� in ihm auch P (b) gelten). Zum anderen gibt es aber auchzus�atzliche Widerspr�uche; so ist etwa :(a � a) in allen kanonischen Modell falsch.Es gibt nun zwei M�oglichkeiten, den Tableaukalk�ul um Gleichheitsbehandlung zuerweitern. Zum einen kann man die zus�atzlich in kanonischen Modellen g�ultigenFormeln zu den �Asten eines Tableaus hinzuf�ugen. Dazu mu� man neue, auf derAbleitbarkeitsrelation $E beruhende Tableauregeln de�nieren. Es gen�ugt dann,sehr einfache zus�atzliche Abschlu�regeln zu verwenden. Auf dieser naheliegendenMethode beruhende Verfahren sind im n�achsten Abschnitt beschrieben.Zum anderen kann man aber auch darauf verzichten, neue Tableauregeln einzuf�uh-ren, und statt dessen eine aufwendigere Abschlu�regel de�nieren, die auf der L�osungbestimmter aus den Formeln eines Astes gebildeter E{Uni�kationsprobleme beruht.5.2.2 Gleichheitsbehandlung durch zus�atzliche TableauregelnEine Ausf�uhrliche Diskussion der Vor{ und Nachteile der verschiedenen auf derVerwendung zus�atzlicher Tableauregeln beruhenden Verfahren, die auch Beispielef�ur ihre Anwendung zeigt, �ndet sich in [Beckert, 1991, Beckert & H�ahnle, 1992].Auch in [Fitting, 1990] wird auf die dabei auftretenden Probleme n�aher eingegangen.Schon in den sechziger Jahren wurden Verfahren f�ur die Gleichheitsbehandlung imTableaukalk�ul ohne freie Variablen entwickelt [Je�rey, 1967, Popplestone, 1967].R. C. Je�rey f�uhrte als zus�atzliche Tableauerweiterungsregel ein, da� die Gleichun-gen auf einem Ast des Tableaus in beide Richtungen auf Terme des Astes angewendetwerden d�urfen, um neue Formeln zu generieren (Tabelle 5.3).12 Oder kanonische Modelle | was wie Satz 2.2.7 zeigt gleichbedeutend ist.



110 Kapitel 5: Der Tableaukalk�ul mit freien Variablen und GleichheitT (t � s)�[t]�[s] T (s � t)�[s]�[t]Tabelle 5.3: Zus�atzliche Tableauerweiterungsregeln von R. C. Je�rey zur Be-handlung von Gleichheit im Tableaukalk�ul ohne freie Variablen.Neben dieser Erweiterungsregel gibt es eine zus�atzliche Abschlu�regel. Ein Ast istnun auch geschlossen, wenn er eine Formel der Form F (t � t) enth�alt (wobei t einbeliebiger Grundterm ist).Der Nachteil dieses Verfahrens ist die Symmetrie der Erweiterungsregeln. Sie f�uhrtzu einem sehr gro�en Suchraum. Enth�alt n�amlich beispielsweise ein Ast die Formelnf(a) � a und P (a), so k�onnen die Formeln P (f(a)); P (f(f(a))); P (f(f(f(a)))); : : :zu dem Ast hinzugef�ugt werden.Eine zu einem kleineren Suchraum f�uhrende zus�atzliche Tableauregel wurde vonS. Reeves [1987] eingef�uhrt. Sie beruht auf der Tatsache, da� in einem kanonischenModell, in dem Formeln T P (a1; : : : ; an) und F P (b1; : : : ; bn) gelten, wenigstens eineder Formeln F (a1 � b1), : : :, F (an � bn) gelten mu� (Tabelle 5.4). Auch mit dieserErweiterungsregel gen�ugt es, als zus�atzliche Abschl�usse Formeln der Form F (t � t)zu verwenden. Diese Regel hat nun aber den Nachteil, da� es zu einer sehr star-ken, f�ur eine Implementierung nicht mehr beherrschbaren Verzweigung des Tableausf�uhrt. T P (a1; : : : ; an)F P (b1; : : : ; bn)F (a1 � b1 ^ : : : ^ an � bn) F (f(a1; : : : ; an) � f(b1; : : : ; bn))F (a1 � b1 ^ : : : ^ an � bn)Tabelle 5.4: Zus�atzliche Tableauerweiterungsregeln von S. Reeves zur Be-handlung von Gleichheit im Tableaukalk�ul ohne freie Variablen.M. Fitting [1990] erweiterte Je�reys Ansatz, so da� er f�ur den Tableaukalk�ul mitfreien Variablen geeignet ist. Durch die Anwendung der Tableauerweiterungsregelmit freien Variablen (Tabelle 5.5) wird ein Tableau nicht nur erweitert, sondern ins-gesamt ver�andert. Soll n�amlich eine Gleichung angewendet werden, und mu� daf�ureine freie Variable durch einen Term substituiert werden, so mu� diese Substitutionauf das ganze Tableau erstreckt werden. Auch beim Abschlu� eines Astes kann nuneine Uni�kation notwendig werden; so ist ein Ast mit der Formel F (f(x) � f(a))geschlossen, nachdem die Substitution fx=ag (auf das ganze Tableau) angewendetworden ist.Fitting f�uhrte eine weitere Neuerung ein: Bei der in [Fitting, 1990] beschriebenenImplementierung seines Verfahrens ist die Anwendung der Gleichungen nicht in dieAnwendung der �ubrigen Tableauerweiterungsregeln integriert. Zuerst wird die An-wendung der anderen Regeln ersch�opft (die Anwendung der {Regeln wird durcheine Grenze q beschr�ankt), und erst dann werden die Gleichungsregeln angewendet.Nachdem ein Tableau ersch�opft ist, m�ussen Gleichungen nur noch auf atomare For-meln angewendet werden. Dadurch wird



5.2 Der Tableaukalk�ul mit Gleichheit 111T (t � s)�[t0](�[s])�wobei � ein MGU von t und t0 ist,der auf das ganze Tableau ange-wendet wird. T (t � s)�[s0](�[t])�wobei � ein MGU von s und s0ist, der auf das ganze Tableau an-gewendet wird.Tabelle 5.5: Zus�atzliche Tableauerweiterungsregeln von M. Fitting f�ur dieBehandlung von Gleichheit im Tableaukalk�ul mit freien Variablen.1. der Suchraum verkleinert, und die Zahl der m�oglichen Gleichungsanwendungenstark eingeschr�ankt,2. es m�oglich, sich auf solche atomare Formeln zu beschr�anken, die potentiellkomplement�ar sind also potentiell den Ast abschlie�en.De�nition 5.2.1 (Potentiell komplement�are Atome)Liegt auf einem Ast eines Tableaus ein PaarT P (s1; : : : ; sn) und F P (t1; : : : ; tn)von Atomen mit dem gleichen Pr�adikatensymbol und verschiedenen Vorzeichen, sohei�en diese Atome potentiell komplement�ar.Zwar kann es auch von Nachteil sein, die Anwendung von Gleichungen aufzuschiebenbis das Tableau ersch�opft ist, n�amlich dann, wenn ein Ast durch die Anwendungvon Gleichungen auf komplexe Formeln geschlossen werden k�onnte, bevor durch dieAnwendung von Tableauregeln auf diese komplexen Formeln der Ast verzweigt. Inder Praxis sind diese F�alle aber selten. Auch ist die Anwendung von Gleichungensehr viel aufwendiger als die der normalen Tableauerweiterungsregeln.Beispiel 5.2.2Abbildung 5.1 zeigt ein mit der Grenze q = 1 f�ur die Anwendung der {Regeln vollexpandiertes Tableau f�ur die Formeln(1) (8x)(:(x � a) _ (g(x) � f(x)))(2) (8x)(g(f(x)) � x)(3) b � c(4) P (g(g(a)); b)(5) :P (a; c) :Dieses Beispiel beinhaltet die wesentlichen Probleme bei der Suche nach einem Be-weis in einem Tableaukalk�ul mit einer auf zus�atzlichen Tableauregeln basierendenGleichheitsbehandlung. In Abbildung 5.2 ist gezeigt, wie das Tableau durch Anwen-dung der Erweiterungsregeln von Fitting (Tabelle 5.5) geschlossen werden kann.



112 Kapitel 5: Der Tableaukalk�ul mit freien Variablen und Gleichheit(1) T (8x)(:(x � a) _ (g(x) � f(x)))(2) T (8x)(g(f(x)) � x)(3) T (b � c)(4) T P (g(g(a)); b)(5) T :P (a; c)(6) F P (a; c)(7) T (g(f(x1)) � x1)(8) T (:(x2 � a) _ (g(x2) � f(x2)))(9) T :(x2 � a)(11) F (x2 � a)!!!! aaaa(10) T (g(x2) � f(x2))Abbildung 5.1: Das voll expandierte Tableau f�ur die in Beispiel 5.2.2 an-gegebene Formelmenge (vor der Erweiterung mit Hilfe von Gleichungen). Esist folgenderma�en aufgebaut: Die Formeln (1) bis (5) sind vorgegeben; manerh�alt Formel (6) aus (5), (7) aus (2), (8) aus (1), (9) und (10) aus (8) und(11) aus (9).Die f�ur die beiden Gleichungsanwendungen notwendigen Substitutionen fx1=ag undfx2=ag sind | wie in Abbildung 5.2 angedeutet13 | auf das ganze Tableau anzu-wenden. Der abgebildete Tableaubeweis ist minimal, d. h. die g�unstigste Reihenfolgevon Gleichungsanwendungen wurde gew�ahlt. 25.2.3 Gleichheitsbehandlung durch E{Uni�kationDie im vorangegangenen Abschnitt beschriebenen Verfahren kranken alle daran, da�Gleichungen relativ unbeschr�ankt angewendet werden k�onnen. Wegen der Symme-trie der Gleichheit f�uhrt das schon bei kleinen Problemen zu einem derart gro�enSuchraum, da� in einem vern�unftigen Zeitrahmen kein Tableaubeweis gefunden wer-den kann.Will man komplexere (und vor allem auch e�zientere) Verfahren zur Gleichheits-behandlung im Tableaukalk�ul einsetzen, beispielsweise vervollst�andigungsbasierte,13 x1=a bedeutet etwa, da� an dieser Stelle im Tableau zun�achst die freie Variable x1 auftritt,diese aber beim weiteren Aufbau des Tableaus durch die Konstante a ersetzt wird, n�amlich beider Anwendung einer Substitution auf das ganze Tableau.
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(1) T (8x)(:(x � a) _ (g(x) � f(x)))(2) T (8x)(g(f(x)) � x)(3) T (b � c)(4) T P (g(g(a)); b)(5) T :P (a; c)(6) F P (a; c)(7) T (g(f(x1=a)) � x1=a)(8) T (:(x2=a � a) _ (g(x2=a) � f(x2=a)))(9) T :(x2=a � a)(11) F (x2=a � a)!!!! aaaa(10) T (g(x2=a) � f(x2=a))(12) T P (g(f(a)); b)(13) T P (a; b)(14) T P (a; c)Abbildung 5.2: Der Abschlu� des in Abbildung 5.1 dargestellten Tableausmit Fittings Gleichheitsbehandlung f�ur den Tableaukalk�ul mit freien Vari-ablen (Beispiel 5.2.2). Der linke Ast des Tableaus ist durch Formel (11) nachAnwendung der Substitution fx2=ag geschlossen. Der rechte Ast wird durchAnwendung der Gleichung (10) auf (4) um Formel (12) erweitert, durch An-wendung der Gleichung (7) auf (12) um Formel (13) | dazu mu� die Substi-tution fx1=ag ausgef�uhrt werden | und durch Anwendung der Gleichung (3)auf (13) um Formel (14). Die Formel (14) bildet schlie�lich zusammen mit derFormel (6) den Abschlu� des rechten Astes.



114 Kapitel 5: Der Tableaukalk�ul mit freien Variablen und Gleichheitstellt man schnell fest, da� es schwierig ist, diese Verfahren in zus�atzliche Tableau-regeln zu kleiden.Wie jedoch in [Beckert, 1991] gezeigt wurde, ist es m�oglich, die Gleichheitsbehand-lung im Tableaukalk�ul auf die L�osung simultaner gemischter E{Uni�kationsprob-leme zu reduzieren; n�amlich dadurch, da� man ein Tableau als geschlossen de�-niert, wenn bestimmte simultane gemischte E{Uni�kationsprobleme eine L�osungbesitzen.14 Zus�atzliche Tableauregeln werden dann nicht ben�otigt. Die gesamteGleichheitsbehandlung wird in den Abschlu� der �Aste verlagert.Die Reduktion auf E{Uni�kationsprobleme gestattet es, beliebige Methoden zu de-ren L�osung zu verwenden, ohne die Besonderheiten des Tableaukalk�uls ber�ucksichti-gen zu m�ussen. In [Beckert, 1991] ist gezeigt, da� die Gleichheitsbehandlung durchReduktion auf E{Uni�kationsprobleme sehr viel e�zienter als die im vorigen Ab-schnitt beschriebenen auf zus�atzlichen Tableauregeln basierenden Verfahren ist, undzwar selbst dann, wenn man das vergleichsweise ine�ziente Verfahren aus [Beckert,1991] (siehe Abschnitt 3.5) zur L�osung der auftretenden E{Uni�kationsproblemeverwendet.Die Gleichungsmengen der zu l�osenden E{Uni�kationsprobleme enthalten die Glei-chungen auf dem jeweils zu schlie�enden Ast, und als zu uni�zierende Terme ver-wendet man potentiell komplement�are Atome. Kann man ein solches E{Uni�kati-onsproblem l�osen, hat man damit gezeigt, da� es eine Substitution (den Uni�kator)gibt, der in jedem Ast ein Paar potentiell komplement�arer Atome tats�achlich kom-plement�ar macht.Die auftretenden Unifkationsprobleme sind rein starr oder, wenn man universelleFormeln verwendet, gemischt | jedenfalls aber nicht rein universell. Darum k�onnenVerfahren wie der UKBA zur Gleichheitsbehandlung im Tableaukalk�ul mit freienVariablen nicht eingesetzt werden.15Die durch den Ast A eines Tableaus de�nierte Gleichungstheorie besteht aus denauf A liegenden Gleichungen, die bez�uglich der Variablen all{quanti�ziert sind,bez�uglich derer sie als universell erkannt werden.De�nition 5.2.3 (Menge der Gleichungen eines Astes)Sei A der Ast eines Tableaus und � eine Methode zum Auf�nden universeller For-meln. Dann istE(A) = f(8x1) : : : (8xn)(s � t) : T (s � t) 2 A; �(A;T (s � t)) = fx1; : : : ; xng gdie Menge der Gleichungen des Astes A.Beispiel 5.2.4Als Beispiel diene wieder das voll expandierte Tableau aus Abbildung 5.1. Sein linkerAst sei mit A1 bezeichnet und sein rechter mit A2. Zum Auf�nden universeller14 In [Beckert, 1991] wird der Begri� E{Uni�kation nicht verwendet. Wie man aber leicht feststellt,entsprechen die dort beschriebenen Strukturen gemischten E{Uni�kationsproblemen.15 Verzichtet man jedoch auf die Verwendung freier Variablen, enthalten die auftretenden Uni�-kationsprobleme keine Variablen. Dann sind die klassischen Vervollst�andigungsverfahren an-wendbar. Tats�achlich hat R. J. Browne [1988] ein vervollst�andigungsbasiertes Verfahren f�ur denTableaukalk�ul ohne freie Variablen formuliert; es ist allerdings mit Hilfe zus�atzlicher Tableaure-geln formuliert.



5.2 Der Tableaukalk�ul mit Gleichheit 115Formeln werde die Methode aus Satz 5.1.13 verwendet. Dann enth�alt E(A1) dieGleichungen b � c und (8x)(g(f(x)) � x) :E(A2) � E(A1) enth�alt zus�atzlich die Gleichungg(x2) � f(x2) : 2Die Menge der Uni�kationsprobleme P(A) eines Astes A enth�alt die Uni�kations-probleme, von denen man eines l�osen mu�, um den Ast abzuschlie�en.De�nition 5.2.5 (Menge der Uni�kationsprobleme eines Astes)Sei A der Ast eines Tableaus T und � eine Methode zum Auf�nden universellerFormeln. Dann ist die Menge der Uni�kationsprobleme P(A) von A die kleinsteMenge von Mengen von Term{Paaren, die die folgenden Bedingungen erf�ullt (alsogenau die im folgenden beschriebenen Elemente enth�alt):� Seien T P (s1; : : : ; sn) und F P (t1; : : : ; tn) ein Paar potentiell komplement�arerAtome auf A, wobei P 6= �.16fx1; : : : ; xmg = �(A;T P (s1; : : : ; sn)) \ �(A;F P (t1; : : : ; tn))sei die Menge der Variablen bez�uglich derer beide Atome als universell erkanntwerden. Die Substitution � = fx1=y1; : : : ; xm=ymgbenenne die Variablen x1; : : : ; xm um, d. h., y1; : : : ; ym sind Variablen, die imTableau T und auch in P(A) sonst nicht auftreten. Dann enth�alt P(A) dasElement fhs1�; t1�i; : : : ; hsn�; tn�ig :17� Sei F (s � t) eine Ungleichung auf A.fx1; : : : ; xmg = �(A;F (s � t))sei die Menge der Variablen bez�uglich derer die Ungleichung als universellerkannt wird. Die Substitution� = fx1=y1; : : : ; xm=ymgbenenne die Variablen x1; : : : ; xm in neue Variablen um. Dann enth�alt P(A)das Element fhs�; t�ig :1816 Paare von Gleichungen und Ungleichungen sind also ausgeschlossen.17 Die Wahl der Variablen y1; : : : ; ym bietet einen Freiheitsgrad, der es erlaubt, viele verschiedenesolcher Elemente zu bilden. Dieser soll aber nicht ausgenutzt werden; die Wahl der y1; : : : ; ymsoll eindeutig sein, und f�ur jedes Paar potentiell komplement�arer Atome nur ein entsprechendesElement in P(A) enthalten sein.18 Das in Fu�note 17 gesagte gilt entsprechend: Auch f�ur jede Ungleichung soll nur ein Elementin P(A) enthalten sein.



116 Kapitel 5: Der Tableaukalk�ul mit freien Variablen und GleichheitBeispiel 5.2.6Seien wieder A1 der linke und A2 der rechte Ast des Tableaus in Abbildung 5.1.Dann ist P(A1) = ffhx2; aig;fhg(g(a)); ai; hb; ciggP(A2) = ffhg(g(a)); ai; hb; cigg 2Die Mengen der Uni�kationsprobleme und der Gleichungen eines Astes h�angen vonder verwendeten Methode zum Auf�nden universeller Formeln ab. Man kann belie-bige Methoden verwenden. Damit aber im folgenden die Mengen der Uni�kations-probleme und der Gleichungen eines Astes eindeutig bestimmt sind, sei nun eineMethode fest gew�ahlt.De�nition 5.2.7 (Abschlu� eines Tableaus mit freien Variablen, universellen For-meln und Gleichheit)Ein Tableau T mit den �Asten A1; : : : ; Ak ist geschlossen, wenn es in den MengenP(Ai) (1 � i � k) der Uni�kationsprobleme der �Aste Elementefhsi1; ti1i; : : : ; hsini ; tiniig 2 P(Ai) (1 � i � k)gibt, so da� das simultane gemischte E{Uni�kationsproblemfhE(A1); s11; t11i;: : : ;hE(A1); s1n1; t1n1i;: : : ; : : : ; : : : ;hE(Ak); sk1; tk1i;: : : ;hE(Ak); sknk ; tknkigeine L�osung besitzt.Beispiel 5.2.8Verwendet man die Methode aus Satz 5.1.13 zum Auf�nden universeller Variablen,dann ist das Tableau aus Abbildung 5.1 gem�a� De�nition 5.2.7 geschlossen.Die Substitution � = fx2=ag ist n�amlich ein Uni�kator des simultanen gemischtenE{Uni�kationsproblems fhE(A1); x2; ai;hE(A2); g(g(a)); ai;hE(A2); b; cig 2In [Beckert, 1991] ist bewiesen, da� diese De�nition des Abschlusses eines Tableauszu einem korrekten und Vollst�andigen Kalk�ul f�uhrt:Satz 5.2.9 (Korrektheit und Vollst�andigkeit)Sei � eine geschlossene Formel. Verwendet man De�nition 5.2.7 f�ur den Abschlu�eines Tableaus,19 dann gilt:19 Die De�nition des Abschlusses eines Tableaus spielt eine wesentliche Rolle f�ur die Frage, ob einTableau ein Tableaubeweis ist.



5.2 Der Tableaukalk�ul mit Gleichheit 117Korrektheit: Gibt es einen Tableaubeweis f�ur �, dann ist � eine Tautologie derPr�adikatenlogik mit Gleichheit.Vollst�andigkeit: Ist � eine Tautologie der Pr�adikatenlogik mit Gleichheit, dann gibtes einen Tableaubeweis f�ur �. Insbesondere gibt es auch einen nach einer beliebigenfairen Konstruktionsregel und unter Beachtung einer Grenze q f�ur die Anwendungder {Regeln aufgebauten Tableaubeweis f�ur �, vorausgesetzt die Grenze q ist hin-reichend hoch gew�ahlt.Beweis:Siehe [Beckert, 1991].20Ein Charakteristikum der auftretenden E{Un�kationsprobleme ist, da� mehrere(viele) der Probleme die selbe Gleichungsmenge E enthalten. Das Verfahren ausKapitel 4 ist f�ur solche Probleme besonders geeignet, denn die zu uni�zierendenTerme gehen nicht in die Vervollst�andigung R1 von E ein. Sie kann darum f�ur alleProbleme, die E enthalten verwendet werden.Auch mu� bei dem Abschlu� gem�a� De�nition 5.2.7 f�ur jeden Ast ein Uni�kations-problem ausgew�ahlt werden, das Teil des simultanen Problems wird. Verwendeteman ein v�ollig beliebiges Verfahren zur L�osung simultaner E{Uni�kationsprobleme,k�onnte das bedeuten, da� man versuchen m�u�te alle simultanen Probleme, die sichals Kombination dieser Einzelprobleme bilden lassen, zu l�osen. Das w�are aber v�olligunpraktikabel. Bei dem Verfahren aus Kapitel 4 tritt dieses Problem nicht auf, weilzur L�osung simultaner Probleme zun�achst die Einzelprobleme gel�ost werden, ausdenen sie bestehen.Die Aufteilung der Paare T P (s1; : : : ; sn) und F P (t1; : : : ; tn) potentiell komplemen-t�arer Atome in mehrere Uni�kationsprobleme hs1; t1i; : : : ; hsn; tni ist eigentlich unn�o-tig; man k�onnte auch versuchen, die Paare als ganze zu uni�zieren, also das ProblemhP (s1; : : : ; sn); P (t1; : : : ; tn)i zu l�osen. Das w�are aber ine�zient, weil die Uni�kationder Einzelterme unabh�angig voneinander ausgef�uhrt werden kann.5.2.4 Sukzessiver Abschlu� der �AsteMit Hilfe des Verfahrens f�ur die L�osung simultaner gemischterE{Uni�kationsproble-me wie es in Abschnitt 4.10 beschrieben ist | es ist nach Satz 4.10.5 vollst�andig undliefert also ein Semi{Entscheidungsverfahren f�ur die Existenz von Uni�katoren |,kann man �uberpr�ufen, ob ein Tableau gem�a� De�nition 5.2.7 geschlossen ist. Damitschlie�t man ein Tableau sozusagen "auf einen Schlag\ sobald man einen Uni�kator�ndet.Statt dessen kann man aber die �Aste eines Tableaus auch nacheinander betrachtenund abschlie�en. Man w�ahlt dazu jeweils die erste Substitution, die einen Ast Aiabschlie�t und wendet sie auf das ganze Tableau an. Kann man danach einenanderen Ast Aj nicht abschlie�en, f�uhrt man Backtracking aus, und sucht einenweiteren Abschlu� des Astes Ai.20 Wie gesagt (Fu�note 14 auf Seite 114), werden in [Beckert, 1991] andere Begri�e verwendet.Das gilt auch f�ur diesen Beweis. Abgesehen von den Bezeichnungen kann er aber unver�andert�ubernommen werden.



118 Kapitel 5: Der Tableaukalk�ul mit freien Variablen und GleichheitIn [Beckert, 1991] ist bewiesen, da� auch dieses Verfahren korrekt und vollst�andigist | vollst�andig aber nur, wenn man eine Grenze r einf�uhrt, die die Suche nacheinem (weiteren) Abschlu� eines Astes beschr�ankt.21. Diese Grenze r mu� dann,damit das Verfahren vollst�andig bleibt, �ahnlich wie die Grenze q f�ur die Anwendungder {Regeln, schrittweise erh�oht werden, wenn kein Beweis gefunden wird.5.2.5 �Ubertragung auf andere Versionen des Tableaukalk�ulsDie Ergebnisse und beschriebenen Verfahren lassen sich auf alle anderen bekanntenVersionen des Tableaukalk�uls �ubertragen | zumindest auf diejenigen f�ur die Pr�adi-katenlogik mit Gleichheit. Sie alle k�onnen als Variante oder sogar Spezialfall deshier verwendeten Kalk�uls angesehen werden: Kalk�ule mit nicht{signierten Formeln,solche ohne freie Variablen oder ohne universelle Formeln, mit anderen �{Regeln(insbesondere der nicht liberalisierten), Kalk�ule mit Verfahren zur Einschr�ankungendes Suchraums22, mit Lemmagenerierung usw.Schwierigkeiten k�onnen allenfalls bei Tableaukalk�ulen f�ur andere Logiken auftre-ten, beispielsweise wenn die Terme mit Sorten versehen sind, denn dies hat direkteAuswirkungen auf den Begri� der Gleichheit von Termen und damit die Gleichheits-behandlung.Je nachdem welchen Tableaukalk�ul man verwendet, k�onnen einfachere Versionender E{Uni�kation als die gemischte zur Gleichheitsbehandlung ausreichen. Bei-spielsweise treten bei der Gleichheitsbehandlung im Tableaukalk�ul ohne universelleFormeln nur rein starre Uni�kationsprobleme auf.23
21 Bei der Implementierung ist die Zahl der Transformations{ und Normalisierungsschritte und dieZahl der jeweils erzeugten Abschl�usse beschr�ankt (siehe Abschnitt 6.1)22 Solche Verfahren sind beispielsweise die Beachtung von Links zwischen Formeln und die Einhal-tung von Regularit�atsbedingungen.23 Die Frage, ob ein Ast eines Tableaus ohne universelle Formeln geschlossen ist, ist also entscheid-bar | was allerdings nicht von gro�er Bedeutung ist, da die Frage, ob der Ast so erweitertwerden kann, da� die Erweiterung geschlossen ist, unentscheidbar bleibt.



6 Implementierung6.1 Implementierung als Teil des Tableaubeweiser 3TAPDas Verfahren zur vervollst�andigungsbasierten Gleichheitsbehandlung im Tableau-kalk�ul, wie es in den Kapiteln 4 und 5 beschrieben ist, ist als neues Modul desTableaubeweisers 3TAP [H�ahnle et al., 1992] implementiert worden. Es ersetzt dasbisher verwendete Modul zur Gleichheitsbehandlung, das eine Implementierung des�aquivalenzklassenbasierten Verfahrens aus [Beckert & H�ahnle, 1992] ist.In seiner zweiwertigen1 Version stellt 3TAP | schaltet man Zusatzfunktionen wieLemma{Generierung u. �a. aus | eine Implementierung des in Kapitel 5 beschriebe-nen Tableaukalk�uls mit freien Variablen, universellen Formeln und der liberalisierten�{Regel dar.3TAP generiert und schlie�t die �Aste eines Tableaus nacheinander. Darum kann auchzum Abschlu� mit Gleichheit immer nur ein Ast betrachtet werden; implementiertist also das Verfahren aus Abschnitt 5.2.4, bei dem die �Aste sukzessive geschlos-sen werden. Wie dort ausgef�uhrt, ist diese Methode nur vollst�andig, wenn sowohldie Suche nach Uni�katoren, mit denen ein Ast geschlossen ist, begrenzt wird, alsauch die Zahl von Abschl�ussen, die f�ur einen Ast betrachtet werden. Bei der Imple-mentierung wird dies durch zwei Grenzen r f�ur die Zahl der Transformationen undNormalisierungen und r0 f�ur die Zahl generierter Uni�katoren erreicht.2Die Schnittstelle zwischen dem Modul zur Gleichheitsbehandlung und den rest-lichen Modulen konnte unver�andert bleiben. An dieser Schnittstelle wird demGleichheits{Modul die Menge der Gleichungen E(A) eines schon voll expandierten,abzuschlie�enden AstesA (Def. 5.2.3) und die Menge der ProblemeP(A) (Def. 5.2.5)�ubergeben. 3TAP verwendet die Methode aus Satz 5.1.13 zum Auf�nden universellerFormeln, die Gleichungen in E(A) k�onnen also universell sein bez�uglich Variablen,die sie enthalten.Das Gleichheits{Modul berechnet die Menge ~U (Satz 4.10.3) f�ur die simultanengemischten E{Uni�kationsprobleme des Astes A, die eine bez�uglich � grund{voll-st�andige Menge von Uni�katoren ist. Die Uni�katoren in dieser Menge werdenbenutzt, um den Ast gem�a� De�nition 5.2.7 abzuschlie�en.Die Implementierung ist wie der Rest des Beweisers 3TAP in Quintus Prolog, Ver-sion 3.1, geschrieben; sie umfa�t etwa 2.500 Zeilen bzw. 85KB Code.1 Der Beweiser 3TAP ist f�ur beliebige mehrwertige Logiken geeignet.2 Allerdings werden diese Grenzen nicht | wie es f�ur die Vollst�andigkeit eigentlich notwendigw�are | automatisch erh�oht, wenn kein Beweis gefunden wurde, sondern es bleibt dem Benutzer�uberlassen, h�ohere Werte f�ur r und r0 zu w�ahlen. Standardm�a�ig sind beide Grenzen so hochgesetzt, da� sie praktisch nicht erreicht werden k�onnen.119



120 Kapitel 6: Implementierung6.2 �Uberpr�ufen der Erf�ullbarkeit von ConstraintsVerwendet man eine lexikographische Pfadordnung �X = �LPO (Def. 3.6.7) zur In-terpretation des Symbols � in den Ordnungsbedingungen, ist die Konsistenz einesConstraints c entscheidbar, und die O erf�ullenden Substitutionen sind aufz�ahlbar(Satz 4.2.14). Wie H. Comon gezeigt hat, bleibt die Entscheidbarkeit erhalten,wenn man auch � als Pr�adikatensymbol in Ordnungsbedingungen zul�a�t | wasaber, wie schon in Abschnitt 4.2 gesagt, keine wesentlichen Vorteile h�atte.Prinzipiell w�urde es f�ur die Implementierung des Verfahrens zur gemischten E{Uni�kation aus Kapitel 4 gen�ugen, den in [Comon, 1990] beschriebenen Entschei-dungsalgorithmus zu implementieren. Dieser ist allerdings h�ochst komplex | wasnicht anders zu erwarten ist, da es ein NP{hartes Problem ist, zu entscheiden, obein Constraint konsistent ist. Man mu� n�amlich auch solche Inkonsistenzen ber�uck-sichtigen und aufdecken, die beispielsweise dadurch entstehen, da� die Ordnungs-bedingung (b � x) ^ (x � a) unerf�ullbar ist, wenn es kein Konstantensymbol gibt,das | bez�uglich der die LPO induzierenden Ordnung >F auf den Funktions{ undKonstantensymbolen | zwischen a und b liegt.Weil die Konsistenz von Constraints sehr oft �uberpr�uft werden mu�, n�amlich immerdann, wenn man mit Hilfe von Satz 4.2.12 testen will, ob ein Constraint einenanderen subsumiert, ist Comons Verfahren f�ur die Implementierung zu ine�zientund ungeeignet.Besser ist der folgende pragmatische Ansatz. Er basiert auf der Annahme, da�es kein wirklicher Schaden sein kann, wenn man die Signatur durch Hinzunahmeendlich vieler Konstantensymbole �andert. Der Vorteil einer solchen Erweiterungder Signatur ist, da� man ein hinzugenommenes (bzw. hinzugedachtes) Konstanten-symbol als | beispielsweise | zwischen a und b liegend de�nieren kann. F�ur dieAnnahme, da� dies unsch�adlich sei, spricht, da� das Verfahren aus Kapitel 4 korrektund vollst�andig bleibt, wenn man Inkonsistenzen wie (b � x) ^ (x � a) ignoriert.Es ist vergleichsweise einfach, zu entscheiden, ob eine Ordnungsbedingung O oder,darauf aufbauend, ein Constraint h�;Oi schwach konsistent ist, konsistent n�amlichzumindest dann, wenn man die Signatur in geeigneter Weise �andert. Dazu formtman O in eine Menge �aquivalenter "einfacher\ Ordnungsbedingungen um.3De�nition 6.2.1 (Einfache Ordnungsbedingung)Eine Ordnungsbedingung O hei�e einfach, wenn sie gleich true oder false ist odervon der Form (s1 � t1) ^ : : : ^ (sn � tn) (n � 1) ;und | fa�t man O als (implizit konjunktiv verkn�upfte) Menge auf | f�ur alle(s � t) 2 O gilt:1. s � t ist weder wahr noch falsch.2. s 2 V oder t 2 V.3 In etwa entsprechen die einfachen Ordnungsbedingungen der in [Comon, 1990] solved formgenannten Normalform von Ordnungsbedingungen.



6.2 �Uberpr�ufen der Erf�ullbarkeit von Constraints 1213. Es gibt kein (s � u) 2 O, so da� u = u[t].4. Es gibt kein (u � t) 2 O, so da� s = s[u].5. Falls (u � v[s]) 2 O, dann auch (u � v[t]) 2 O.Eine einfache Ordnungsbedingungen ist also | sofern sie nicht gleich true oder falseist | auf atomarer Ebene konsistent (Punkt 1); je eine Seite ihrer Atome ist eineVariable (Punkt 2); sie enth�alt keine durch die Montonie von � bez�uglich derTermstruktur entstehenden Inkonsistenzen (Punkte 3 und 4); und sie ist in gewissemSinne transitiv vollst�andig (Punkt 5).De�nition 6.2.2 (Schwach konsistente Ordnungsbedingung)Ein Ordnungsbedingung hei�e schwach konsistent, wenn sie gem�a� De�nition 4.2.4konsistent ist, nachdem die verwendete Signatur S und die zur Interpretation desSymbols � in den Ordnungsbedingungen verwendete LPO �LPO dadurch ver�andertwerden, da�� endlich viele neue Konstantensymbole zu S hinzugef�ugt werden,� �LPO geeignet erweitert wird.Beispiel 6.2.3a und b seien die einzigen Konstantensymbole; es gelte b �LPO a; und f sei ein mini-males Funktionssymbol bez�uglich �LPO.Dann sind die folgenden Ordnungsbedingungen schwach konsistent aber nicht kon-sistent:� (b � x) ^ (x � a),� (f(a) � x) ^ (x � b),� (a � x).Weder konsistent noch schwach konsistent sind� x � x,� (x � y) ^ (y � z) ^ (z � x),� x � f(x). 2Eine einfache Ordnungsbedingung ist genau dann schwach konsistent, wenn sie un-gleich false ist. Darum gen�ugt es, will man die schwache Konsistenz einer beliebigenOrdnungsbedingung �uberpr�ufen, diese in eine �aquivalente einfache Ordnungsbedin-gung umzuformen | oder, falls eine solche nicht existiert, in eine Disjunktion ein-facher Ordnungsbedingungen (Lemma 6.2.4).



122 Kapitel 6: ImplementierungNeben der M�oglichkeit, ihre Konsistenz in sehr einfacher Weise zu entscheiden, sinddie einfachen Ordnungbedingungen auch sonst sehr viel leichter handhabbar alsbeliebige Ordnungsbedingungen. Insbesondere lassen sich auch die Negation unddie Konjunktionen einfacher Ordnungsbedingungen leicht wieder in eine �aquivalenteMenge einfacher Ordnungsbedingungen umformen.Man darf aber nat�urlich nicht verschweigen, da� eine (wenn auch nur gedachte)�Anderung der Signatur sehr wohl ung�unstige Auswirkungen hat, insbesondere aufdie E�zienz des Verfahrens | sieht man von dem verringerten Aufwand f�ur die�Uberpr�ufung der Konstistenz von Ordnungsbedingungen ab. Erkennt man eine In-konsistenz nicht, weil man sich eine Konstante hinzugedacht hat, kann eine Ver-vollst�andigung wenn auch nicht falsche so doch unn�otige Reduktionsregeln enthal-ten. Auch Terme (und Normalformen von Termen), die eigentlich gel�oscht werdenk�onnten, bleiben unter Umst�anden erhalten, weil man nicht merkt, da� ihr Con-straint inkonsistent ist oder sie subsumiert werden.In den Beweisen der Korrektheit und der Vollst�andigkeit des Verfahrens wird kei-nerlei Bezug auf die verwendete Signatur genommen. Darum gen�ugt der Test aufschwache Konsistenz, um "schlechte\ Inkonsistenzen aufzudecken, n�amlich solche,die, wenn man sie �ubersieht, die Korrektheit oder die Vollst�andigkeit beeintr�achtigenw�urden.Nicht zu jeder Ordnungsbedingung existiert eine �aquivalente einfache Ordnungsbe-dingung | beispielsweise nicht zu (x � a) _ (x � b). Es ist aber m�oglich, zu jedemConstraint c eine (implizit disjunktive verkn�upfte) �aquivalente Menge C von Con-straints anzugeben, die ausschlie�lich einfache Ordnungsbedingungen enthalten. Mitdiesen Mengen C k�onnen die �Aquivalenzumformungsregeln (Def. 4.4.4) und 4.5.2)angewendet werden, so da� die Constraints der Reduktionsregeln einer Vervollst�an-digung und der Terme einer Menge von Normalformen nur einfache Ordnungsbedin-gungen enthalten.Lemma 6.2.4Sei c ein Constraint. Dann gibt es eine MengeC = fh�1; O1i; : : : ; h�m; Omig (m � 0)von Constraints, so da� Sat(C) = Sat(c) ;und die Ordnungsbedingungen Oi (1 � i � m) einfach sind.Eine | gem�a� Lemma 6.2.4 zu jedem Constraint c existierende | �aquivalente Mengevon Constraints C mit einfachen Ordnungsbedingungen kann in folgender Weiseaus c = h�;Oi berechnet werden:41. Zun�achst wird die Ordnungsbedingung O durch logische Umformungen aufdisjunktive Normalform (DNF) gebracht,5 d. h. auf die Form(O1;1 ^ : : : ^ O1;l1) _ : : : _ (Ok;1 ^ : : : ^Ok;lk) (k; l1; : : : ; lk � 1) ;4 Dieses Verfahren zur Berechnung kann zugleich auch als konstruktiver Beweis f�ur Lemma 6.2.4aufgefa�t werden.5 Da nur solche Ordnungsbedingungen auftreten (s. u.), die Negationen, Konjunktionen oder In-stanzen einfacher Ordnungsbedingungen sind, gen�ugen wenige Umformungsschritte.



6.4 Die verwendete Vervollst�andigungs{ und Normalisierungsprozedur 123wobei die Oij atomare Ordnungsbedingungen sind.2. Damit kann die zu c �aquivalente MengeC 0 = fc01; : : : ; c0kg= fh�; (O1;1 ^ : : : ^O1;l1)i; : : : ; h�; (Ok;1 ^ : : : ^Ok;lk)ierstellt werden.3. Die nur noch ^ als logischen Operator enthaltenden Constraints c0i (1 � i � k)k�onnen in Constraints mit einfachen Ordnungsbedingungen umgeformt wer-den, indem man Punkt 5 in der De�nition einfacher Ordnungsbedingungen(Def. 6.2.1) und die Punkte 1 bis 3 in der De�nition der lexikographischen Pfad-ordnungen (Def. 3.6.7) als Algorithmus (in Form eines logischen Programms)auffa�t. Die Umformung terminiert, wenn entweder eine einfache Ordnungs-bedingung erreicht wird, oder wenn eine o�ensichtliche Inkonsistenz auftritt,d. h. ein Versto� gegen einen der Punkte 1 bis 4 in der De�nition einfacherOrdnungsbedingungen, oder eine atomare Ordnungsbedingungen auftritt, dieinkonsistent ist.Alle auftretenden Constraints werden immer sofort in dieser Weise umgeformt, d. h.nach jeder Anwendung einer Transformations{ oder Normalisierungsregel werden die�aquivalenten Mengen einfacher Constraints zu den Constraints der neuen Redukti-onsregeln und Terme berechnet, die �Aquivalenzumformungsregel angewendet, undgegebenenfalls Subsumtionen und L�oschungen ausgef�uhrt. Dadurch treten niemalskomplexere Ordnungsbedingungen auf als solche, die Negationen, Konjunktionenoder Instanzen von Ordnungsbedingungen sind.6.3 Die Ordnung auf den Funktions{ und KonstantensymbolenStandardm�a�ig wird diejenige LPO zur Interpretation des Symbols � verwendet,die durch die folgende Ordnung >F auf den Funktions{ und Konstantensymbolen(bzw. deren transitivem Abschlu�) induziert wird: Es gilt g >F f , falls1. die Stelligkeit6 von g gr�o�er ist als die von f , oder2. g und f die gleiche Stelligkeit haben, und g in der alphabetischen Ordnunghinter f steht.Diese Ordnung hat sich f�ur die meisten Probleme als geeignet erwiesen (siehe jedochdas Beispiel in Abschnitt 7.2.1).Der Benutzer kann andere Ordnungen durch Prolog{Fakten wieprecedence(f,g).de�nieren. Symbole, die im transitiven Abschlu� dieser Fakten nicht vergleichbarsind, bleiben gem�a� dem oben beschriebenen Standard angeordnet.6 Konstantensymbole werden als nullstellige Funktionssymbole aufgefa�t.



124 Kapitel 6: Implementierung6.4 Die verwendete Vervollst�andigungs{ und Normalisierungs-prozedurF�ur die E�zienz der Implementierung ist es von entscheidender Bedeutung, wel-che Vervollst�andigungs{ und Normalisierungsprozedur man verwendet. Dazu isteine Heuristik implementiert, die die m�oglichen Regelanwendungen bewertet; auchVervollst�andigungs{ und Normalisierungsschritte werden miteinander verglichen.Um die jeweils g�unstigste Regelanwendung ausw�ahlen zu k�onnen, werden alle m�ogli-chen Regelanwendungen, d. h. alle M�oglichkeiten, die Kritisches{Paar{, die Kompo-sitions{, die Vereinfachungs{ oder die Ableitungsregel anzuwenden, in einer nachihrer Bewertung sortierten Liste gehalten. Dabei wird nur eine solche Liste be-rechnet f�ur alle Vervollst�andigungs{ und Normalisierungsfolgen, die sich aus denverschiedenen zum Abschlu� eines Astes zu betrachtenden Uni�kationsproblemenergeben.Nach jedem Vervollst�andigungs{ oder Normalisierungsschritt werden1. die Constraints der neuen Terme oder Regeln durch eine �Aquivalenzumfor-mung auf Normalform gebracht (Abschnitt 6.2);2. Terme oder Regeln mit inkonsistenten Constraints und solche, die von anderensubsumiert werden, werden entfernt;3. die neuen M�oglichkeiten, Reduktionsregeln anzuwenden, werden bestimmt,bewertet und in die Liste der m�oglichen Regelanwendungen einsortiert;4. M�oglichkeiten, die nicht mehr bestehen, weil ein beteiligter Term oder einebeteiligte Reduktionsregel gel�oscht worden ist, werden aus der Liste entfernt.Bezeichne Mi (i = 1; 2) die M�oglichkeit, durch Anwendung der Regel ri auf denTerm ti (der auch eine Regel sein kann) neue Terme t1i ; : : : ; tki abzuleiten (die schonnormalisiert sind). G(t) sei das Gewicht des Terms t;7 Index(t) sei der einem Term(oder einer Regel) eindeutig zugeordnete Index, d. h., ist Index(t) = n, dann ist t dernte Term, der in der Vervollst�andigungs{ und Normalisierungsfolge aufgetreten ist.Mit diesen Bezeichnungen lassen sich die von der implementierten Heuristik f�ur dieBewertung der m�oglichen Regelanwendungen verwendeten Kriterien folgenderma�enformulieren:8Die M�oglichkeit M1 ist besser zu bewerten als M2, wenn:1. max(Index(r1); Index(t1))�max(Index(r2); Index(t2)) > d.Dieses erste Kriterium stellt die Fairne� (Def. 4.6.5) aller zugleich betrachtetenVervollst�andigungs{ und Normalisierungsfolgen sicher. Der Wert d ist so hochgew�ahlt, da� das Kriterium gew�ohnlich keine Rolle spielt (in der Praxis etwad = 300). Nur wenn eine M�oglichkeit zu lange nicht ausgew�ahlt wurde, greiftes doch.7 G(t) ist die Anzahl aller in dem Term t (einschlie�lich seines Constraints) auftretendenKonstanten{ und Funktionssymbole, Variablen und logischen Operatoren.8 Die Kriterien sind in der Reihenfolge ihrer Wichtigkeit aufgelistet. Nur wenn ein Kriteriumkeine unterschiedliche Bewertung zur Folge hat, wird das n�achste betrachtet.



6.5 Ein{ und Ausgabe 1252. M1 eine Vereinfachung oder Kompositition ist, M2 aber eine Anwendung derKritisches{Paar{ oder der Ableitungsregel.Durch dieses Kriterium wird die Zahl der Regeln und Normalformen kleingehalten, denn nach Vereinfachungen und Kompositionen wird der alte Term(bzw. die Regel) entfernt.3. max(G(t11); : : : ; G(tk1)) < max(G(t12); : : : ; G(tk2)).4. max(G(r1); G(t1)) < max(G(r2); G(t2)).5. min(G(r1); G(t1)) < min(G(r2); G(t2)).6. max(Index(r1); Index(t1)) < max(Index(r2); Index(t2)).7. min(Index(r1); Index(t1)) < min(Index(r2); Index(t2)).Es hat sich sehr schnell gezeigt, da� es unbedingt notwendig ist, das Termgewichtder beteiligten Regeln und Terme zu ber�ucksichtigen und solche mit einem geringenGewicht zu bevorzugen. Die oben beschriebenen auf die verschiedenen Termgewichtegest�utzten Kriterien 3{5 haben sich aber erst durch viele Experimente herausgebildetund als g�unstig erwiesen.6.5 Ein{ und AusgabeDa die Implementierung als Modul an den Beweiser 3TAP angebunden ist, m�ussendie zu l�osenden Probleme in 3TAP s Eingabesyntax angegeben werden [H�ahnle et al.,1992].Ist die 3TAP{Variable eqdebuglevel von Null verschieden, wird ein Protokoll derausgef�uhrten Vervollst�andigungs{ und Normalisierungsschritte ausgegeben. Der die-ser Variablen zugewiesene Wert legt fest, welche Einzelheiten ausgegeben werden.Als Beispiel ist hier das Protokoll wiedergegeben, das man erh�alt, wennE(A) = f(8x)(8y)(p(x; y)� p(x; x))gP(A) = ffhp(c; a); p(c; b)igg :Zun�achst werden die Menge E(A) der Gleichungen des zu schlie�enden Astes unddie zu l�osenden E{Uni�kationsprobleme P(A) ausgegeben. Quanti�zierungen wie(8x)(8y) werden in der Form [X,Y] angegeben. Das Symbol \= kennzeichnet die zul�osenden Uni�kationsprobleme (im Beispiel nur eines):Beginning search for closure with equality of branch b1Equalities extracted from Branch:1: [X,Y] p(X,Y) = p(X,X)2: [X,Y] p(X,X) = p(X,Y)Problems extracted from Branch:(1,1): p(c,a) \= p(c,b)



126 Kapitel 6: ImplementierungDas initiale System zu den Gleichungen wird ausgegeben. Regeln mit inkonsistentenRegeln sind schon entfernt worden:Initial System:1: [X,Y] p(X,Y)=>p(X,X) << <[] and [gr(Y,X)]>2: [X,Y] p(X,X)=>p(X,Y) << <[] and [gr(X,Y)]>Nun beginnt die Vervollst�andigung und Normalisierung. Wie man an dem Hinweis"0 left\ erkennt, gibt es nur eine m�oglich Regelanwendung; diese wird ausgew�ahlt.Chosen possibility (0 left):critical_pair:2: [X,Y] p(X,X)=>p(X,Y) << <[] and [gr(X,Y)]>--- 2: [X,Y] p(X,X)=>p(X,Y) << <[] and [gr(X,Y)]> at [1] --->[X,Y,Z,U] p(Z,Y)=>p(Z,U) << <[] and [gr(Z,U),gr(Z,Y)]>Die obige Ausgabe bedeutet, da� die Regelr2 = (8x)(8y)(p(x; x); p(x; y)� hid; x � yi)and der Position h1i auf sich selbst angewendet werden kann.Critical pair rule appliesNew Rules:3: [X,Y,Z] p(Y,X)=>p(Y,Z) << <[] and [gr(Y,Z),gr(Y,X),gr(X,Z)]>4: [X,Y,Z] p(Y,Z)=>p(Y,X) << <[] and [gr(Y,Z),gr(Y,X),gr(Z,X)]>Die beiden Regeln, die Ergebnis der Anwendung der Kritisches{Paar{Regel sind,werden ausgegeben. Ihre Constraints haben Normalform, denn die �Aquivalenzum-formungsregel ist schon angewendet worden.3: [X,Y,Z] p(Y,X)=>p(Y,Z) << <[] and [gr(Y,Z),gr(Y,X),gr(X,Z)]>subsumed by4: [X,Y,Z] p(Y,Z)=>p(Y,X) << <[] and [gr(Y,Z),gr(Y,X),gr(Z,X)]>Die erste der neuen Regeln wird also von der zweiten subsumiert. Nun wird dasneue Reduktionssystem R1 ausgegeben:System:1: [X,Y] p(X,Y)=>p(X,X) << <[] and [gr(Y,X)]>2: [X,Y] p(X,X)=>p(X,Y) << <[] and [gr(X,Y)]>4: [X,Y,Z] p(Y,Z)=>p(Y,X) << <[] and [gr(Y,Z),gr(Y,X),gr(Z,X)]>0 possibilities leftDer Hinweis "0 possibilities left\ zeigt, da� die Vervollst�andigung abgeschlos-sen ist.Als n�achstes wird eine Normalisierung ausgef�uhrt. Die neue Regel r4 wird auf denTerm p(c; a) angewendet. "Non-simplification rule applies\ bedeutet, da� essich um eine Ableitung, nicht um eine Vereinfachung handelt.



6.5 Ein{ und Ausgabe 127Chosen possibility (2 left):non_simplification:[1,1,l,0]: [] p(c,a) << <[] and []>--- 4: [X,Y,Z] p(Y,Z)=>p(Y,X) <<<[] and [gr(Y,Z),gr(Y,X),gr(Z,X)]> at [] --->[X,Y,Z] p(c,X) << <[] and [gr(a,X),gr(c,X)]>Non-simplification rule appliesNew Terms:[1,1,l,1]: [X] p(c,X) << <[] and [gr(a,X),gr(c,X)]>Terms:[1,1,l,0]: [] p(c,a) << <[] and []>[1,1,l,1]: [X] p(c,X) << <[] and [gr(a,X),gr(c,X)]>2 possibilities leftDie Kennzeichnung des neuen Termes | er ist universell bez�uglich der Variablen x| mit [1,1,l,1] bedeutet, da� es sich um die Normalform Nummer 1 des Termsauf der linken Seite des ersten Problems im ersten simultanen Uni�kationsproblemhandelt.Chosen possibility (2 left):non_simplification:[1,1,r,0]: [] p(c,b) << <[] and []>--- 4: [X,Y,Z] p(Y,Z)=>p(Y,X) <<<[] and [gr(Y,Z),gr(Y,X),gr(Z,X)]> at [] --->[X,Y,Z] p(c,X) << <[] and [gr(b,X),gr(c,X)]>Non-simplification rule appliesNew Terms:[1,1,r,1]: [X] p(c,X) << <[] and [gr(b,X),gr(c,X)]>Terms:[1,1,r,0]: [] p(c,b) << <[] and []>[1,1,r,1]: [X] p(c,X) << <[] and [gr(b,X),gr(c,X)]>2 possibilities leftNach einer zweiten Ableitung kann nun das Uni�kationsproblem gel�ost, und der Astdes Tableaus geschlossen werden. Die Constraints hid; (a � x) ^ (b � x) ^ (c � x)iund � werden gefunden, die L�osungen des Problems de�nieren.[1,1] closed with constraint(s)<[] and [gr(a,X),gr(b,X),gr(c,X)]>by combination of the normal forms[1,1,r,1]: [X] p(c,X) << <[] and [gr(b,X),gr(c,X)]>[1,1,l,1]: [X] p(c,X) << <[] and [gr(a,X),gr(c,X)]>



128 Kapitel 6: Implementierung[1,1] closed with constraint(s)<[] and []>by combination of the normal forms[1,1,r,1]: [X] p(c,X) << <[] and [gr(b,X),gr(c,X)]>[1,1,l,0]: [] p(c,a) << <[] and []>Der leere Constraint ist hier eine L�osung, weil (8x)(p(c; x)� hid; (b � x) ^ (c � x)i)universell ist bez�uglich x, und die eigentlich zur Uni�kation notwendige Belegungvon x mit a also unerheblich ist.Der einfachere Constraint � und die ihn erf�ullende leere Substitution id werden zumAbschlu� des Astes ausgew�ahlt.Branch closed with instantiation []-------------------- PROOF --------------------



7 Experimente und BeispieleIn diesem Kapitel sind einige Experimente mit der in Kapitel 6 beschriebenen Imple-mentierung des neuen Verfahrens f�ur die Gleichheitsbehandlung im Tableaukalk�ulbeschrieben. Dabei wurden auch Beispiele, bei denen es nur um die Vervollst�andi-gung von Reduktionssystemen oder die L�osung einzelner E{Uni�kationsproblemegeht, als Pr�adikatenlogische Probleme formuliert. N�amlich in der Weise, da� einTableau mit genau einem Ast entsteht, zu dessen Abschlu� gerade das Problem desjeweiligen Beispiels gel�ost werden mu�, und darum von dem Tableaubeweiser 3TAPan das neue Gleichheitsmodul �ubergeben wird.Zum Vergleich sind (teilweise) bei den rein universellen Problemen die Laufzeitendes Gleichheitsbeweisers SbREVE angegeben. Er ist eine e�ziente Implementierungdes UKBA [Hsiang & Mzali, 1988].Auch sind zum Vergleich die Laufzeiten der alten Gleichheitsbehandlung des Be-weisers 3TAP , die auf dem �aquivalenzklassenbasierten Verfahren aus [Beckert, 1991]beruht, angegeben, sofern die Probleme mit ihr gel�ost werden k�onnen (wo keineZeiten angegeben sind, ist das also nicht nicht m�oglich).1Hier einige Hinweise zu den in den Statistiken angegebenen Werten:� Die angegebenen Laufzeiten wurden auf einer SUN SPARC 10 Workstationgemessen. Das gilt auch f�ur die zum Vergleich angegebenen Laufzeiten deralten Gleichheitsbehandlung des Beweisers 3TAP . Die angegebenen Laufzeitendes Beweiser SbREVE sind [Hsiang & Mzali, 1988] und [Anantharaman & Bo-nacina, 1989] entnommen. Sie wurden auf einer langsameren SUN 3/260 Work-station gemessen und sind darum nicht ohne weiteres mit den anderen Zeitenvergleichbar.� Die angegebenen Laufzeiten schlie�en immer auch die f�ur die Anwendung derTableauregeln ben�otigte Zeit ein; es sind also die f�ur den gesamten Beweis desjeweiligen Theorems ben�otigten Zeiten und nicht nur die f�ur die Gleichheits-behandlung.� Der Wert "Anwendungen\ in den Statistiken ist die Zahl der Transformationenbzw. Normalisierungen, die auf Regelanwendungen beruhen, also Anwendun-gen der Kritisches{Paar{Regel, der Kompositions{ und der Vereinfachungs-regel bzw. der Ableitungs{ und der Vereinfachungsregel. Nicht dazu geh�oren�Aquivalenzumformungen, Subsumtionen und L�oschungen. Zu den "m�oglichenAnwendungen\ geh�oren zus�atzlich solche Anwendungen dieser Transformati-onsregeln, die nicht ausgef�uhrt wurden, weil entweder vorher schon eine L�osung1 In den Statistiken sind diese Zeiten mit "Laufzeit 3TAP\ bezeichnet.129



130 Kapitel 7: Experimente und Beispielegefunden wurde, oder aber die an der Anwendung beteiligten Regeln bzw.Terme nicht persistent waren, und durch andere Transformationen wieder ent-fernt wurden.� Die Zahl der �Aquivalenzumformungen ist nicht angegeben. Die Implementie-rung bringt alle neu entstehenden Regeln und Terme (bzw. ihre Constraints)auf die in Abschnitt 6.2 beschriebene Normalform. Die Zahl der �Aquivalenz-umformungen ist also gleich der Zahl der berechneten Regeln und Terme (oderauch kleiner, wenn Regeln oder Terme entstehen, deren Constraints schon Nor-malform haben).� Wird nur die faire Vervollst�andigung einer Gleichungsmenge berechnet, ohneda� ein zu l�osendes E{Uni�kationsproblem gegeben ist, schlie�en die angege-benen Daten immer auch den Aufwand ein, der entsteht, nachdem schon alleRegeln der endlichen Vervollst�andigung berechnet sind. Zu diesem Zeitpunktist die Vervollst�andigung in der Regel noch nicht fair. Weitere Transformatio-nen sind auszuf�uhren. Diese letzte Phase der Vervollst�andigung kann auch alsTest daf�ur aufgefa�t werden, da� das berechnete Reduktionssystem tats�achlichvollst�andig ist | was der Fall ist, wenn alle noch entstehenden Regeln durchL�oschung oder Subsumtion wieder entfernt werden k�onnen.� Der mit "Probleme\ bezeichnete Wert ist die Anzahl der jeweils zum Abschlu�des Tableaus zu l�osenden E{Uni�kationsprobleme.� Die Bezeichnung einer Regel mit rn in der Auflistung eines berechneten Re-duktionssystems bedeutet, da� Index(rn) = n, da� also rn die nte w�ahrend derVervollst�andigung auftretenden Regel ist.Im folgenden Abschnitt sind zun�achst die Beweise einiger (mehr oder weniger) ein-facher Probleme dargestellt, die die besonderen Eigenschaften des neuen Verfahrensund seiner Implementierung aufzeigen.7.1 Testprobleme7.1.1 Ein einfaches rein universelles ProblemZu beweisen ist die TautologieT1 = (8x)(x � g(x)) � (g(g(g(g(g(a))))) � a) :Nachdem das entsprechende Tableau erstellt ist, ist das rein universelle E{Uni�ka-tionsproblem hE; s; ti = hf(8x)(x � g(x))g; g(g(g(g(g(a))))); aizu l�osen. Daf�ur sind keine Transformationen des initialen Reduktionssystems not-wendig. F�unf vereinfachende Normalisierungen der Terme gen�ugen (siehe Statistikin Tabelle 7.1).



7.1 Testprobleme 131Vervollst�andigung Kritisches Paar 0Anwendungen 0 Komposition 0von m�oglichen 0 Vereinfachung 0Regeln in R0 2 L�oschung 1Regeln in Rn 1 Subsumtion 0 NormalisierungAnwendungen 5 Ableitung 0von m�oglichen 15 Vereinfachung 5L�oschung 0Subsumtion 0Laufzeit [s] 0,15 Probleme 1 Backtr. 0 Zeit 3TAP [s] 0,13Tabelle 7.1: Statistik f�ur den Beweis der Tautologie T1.7.1.2 Ein einfaches rein starres ProblemZu beweisen ist die TautologieT2 = (8x)(((f(a) � a) ^ (g(g(x)) � f(a)) ^ :(g(g(g(x))) � x)) _(p ^ :p))Das entstehende Tableau hat zwei �Aste. Wegen der Verzweigung k�onnen die auf-tretenden Gleichungen mit der Methode aus Satz 5.1.13 nicht als universell erkanntwerden. Darum ist das rein starre ProblemhE; s; ti = hff(a) � a; g(g(x)) � f(a)g; g(g(g(x))); xizu l�osen (siehe auch Beispiel 3.6.19 und 4.6.2). Die Statistik f�ur den Beweis ist inTabelle 7.2 enthalten.Vervollst�andigung Kritisches Paar 0Anwendungen 0 Komposition 0von m�oglichen 1 Vereinfachung 0Regeln in R0 4 L�oschung 2Regeln in Rn 2 Subsumtion 0 NormalisierungAnwendungen 1 Ableitung 0von m�oglichen 2 Vereinfachung 1L�oschung 0Subsumtion 0Laufzeit [s] 0,13 Probleme 1 Backtr. 0 Zeit 3TAP [s] 0,13Tabelle 7.2: Statistik f�ur den Beweis der Tautologie T2.7.1.3 Systeme mit schnell wachsenden Vervollst�andigungenGleichungen, die sich nur mit Hilfe von Constraints orientieren lassen, und die zu-dem freie Variablen enthalten, die nur in jeweils einer Seite der Gleichung auftre-ten, haben die unangenehme Eigenschaft, da� sie zu sehr schnell wachsenden Ver-vollst�andigungen f�uhren, denn mit ihnen k�onnen in der Regel sehr viele verschiedenekritische Paare gebildet werden. Dies verschlimmert sich noch, wenn Gleichungender Form x � y auftreten, die mit jeder anderen Gleichung (bzw. Reduktionsregel)ein kritisches Paar bilden.Die Vervollst�andigung der Gleichungsmenge E1 = fx1 � y1g enth�alt nur die beidenRegeln r1 = x1; y1 � hid; x1 � y1ir2 = y1 ; x1 � hid; y1 � x1i



132 Kapitel 7: Experimente und BeispieleAber schon bei der Vervollst�andigung vonE2 = fx1 � y1; x2 � y2gtreten acht kritische Paare auf, und R1 enth�alt die zw�olf in Tabelle 7.3 aufgef�uhrtenRegeln. r1 = x1; y1� hid; x1 � y1ir2 = y1; x1� hid; y1 � x1ir3 = x2; y2� hid; x2 � y2ir4 = y2; x2� hid; y2 � x2ir5 = y2; y1 � hfx2=x1g; (x1 � y1) ^ (x1 � y2) ^ (y2 � y1)ir6 = y1; y2 � hfx2=x1g; (x1 � y1) ^ (x1 � y2) ^ (y1 � y2)ir9 = y2; x1� hfx2=y1g; (y1 � x1) ^ (y1 � y2) ^ (y2 � x1)ir10 = x1; y2� hfx2=y1g; (x1 � y2) ^ (y1 � x1) ^ (y1 � y2)ir13 = x2; y1� hfy2=x1g; (x1 � y1) ^ (x1 � x2) ^ (x2 � y1)ir14 = y1; x2� hfy2=x1g; (x1 � y1) ^ (x1 � x2) ^ (y1 � x2)ir17 = x2; x1� hfy2=y1g; (y1 � x1) ^ (y1 � x2) ^ (x2 � x1)ir18 = x1; x2� hfy2=y1g; (x1 � x2) ^ (y1 � x1) ^ (y1 � x2)iTabelle 7.3: Vervollst�andigung von E2.Die Vervollst�andigung von E3 = fx1 � y1; x2 � y2; x3 � y3g enth�alt schon 126 Re-duktionsregeln. Ihre Berechnung dauert �uber 10 Minuten.�Ahnlich problematisch ist es, eine Vervollst�andigung der beiden auf den ersten Blickrecht einfach erscheinenden Gleichungenf(x) � g(y) und f(f(u)) � g(g(v))zu berechnen (siehe Statistik in Tabelle 7.4).Vervollst�andigung Kritisches Paar 19Anwendungen 31 Komposition 10von m�oglichen 50 Vereinfachung 2Regeln in R0 4 L�oschung 35Regeln in R1 16 Subsumtion 15Laufzeit [s] 6,1 Probleme |Tabelle 7.4: Statistik f�ur die Vervollst�andigung der Menge von GleichungenE = ff(x) � g(y); f(f(u)) � g(g(v))g.In der Praxis spielt diese Problematik keine gro�e Rolle, weil es nicht n�otig ist, einekomplette Vervollst�andigung solcher Gleichungssysteme zu berechnen, um den Asteines Tableaus abzuschlie�en. Reduktionsregeln wiex; y � hid; x � yiliefern meist sofort eine L�osung des Uni�kationsproblems. Die Komplexit�at derVervollst�andigung ist ein Ausdruck der Tatsache, da� viele verschiedene Uni�katorenexistieren, wenn solche Reduktionsregeln vorhanden sind.



7.2 Beispiele f�ur rein universelle Probleme 133F :(8x)(((f(a) � a) ^ :(f(x) � a)) _ :(x � f(f(f(f(f(a)))))))T (8x)(((f(a)� a) ^ :(f(x) � a)) _ :(x � f(f(f(f(f(a)))))))T (((f(a) � a) ^ :(f(x) � a)) _ :(x � f(f(f(f(f(a)))))))T ((f(a) � a) ^ :(f(x) � a))T (f(a) � a)T :(f(x) � a)F (f(x) � a) ����� XXXXXT :(x � f(f(f(f(f(a))))))F (x � f(f(f(f(f(a))))))Abbildung 7.1: Das voll expandierte Tableau f�ur die Formel T3.7.1.4 Ein Beispiel f�ur die Berechnung weiterer Uni�katorenWie in Abschnitt 4.10 beschrieben, ist es in manchen F�allen zur L�osung simultanerE{Uni�kationsprobleme notwendig, weitere Uni�katoren der einfachen Probleme zuberechnen, indem man die Regeln aus der Inversen der Vervollst�andigung auf dieschon gefundenen allgemeinsten Uni�katoren anwendet.Beispielsweise wird zum Beweis der TautologieT3 = :(8x)(((f(a) � a) ^ :(f(x) � a)) _ :(x � f(f(f(f(f(a)))))))zun�achst das in Abbildung 7.1 dargestellte Tableau generiert. Zum Abschlu� seineslinken Astes ist das rein starre E{Uni�kationsproblemhE; s; ti = hf(a) � a; f(x); aizu l�osen. Berechnet wird zun�achst der bez�uglich der Subsumtionsrelation �E allge-meinste Uni�kator fx=ag. Das Tableau kann aber erst geschlossen werden, nachdemaus diesem sukzessive die weiteren Uni�katorenfx=f(a)gfx=f(f(a))gfx=f(f(f(a)))gfx=f(f(f(f(a))))gfx=f(f(f(f(f(a)))))gabgeleitet worden sind.2Der Beweis gelingt in 0,3s. Mit der �aquivalenzklassenbasierten Gleichheitsbehand-lung ben�otigt 3TAP genauso lange, was nicht �uberrascht, da hier alle Vorteile dervervollst�andigungsbasierten Gleichheitsbehandlung verloren gehen.2 Die zwar bez�uglich � allgemeinste Uni�katoren sind, nicht aber bez�uglich �E.



134 Kapitel 7: Experimente und Beispiele7.2 Beispiele f�ur rein universelle Probleme7.2.1 GruppentheorieDie Axiome der Gruppentheorie sind das Standardbeispiel f�ur die Vervollst�andigungrein universeller Systeme. Gibt man die Axiome(8x)(p(e; x) � x)(8x)(p(i(x); x)� e)(8x)(8y)(8z)(p(x; p(y; z))� p(p(x; y); z))vor, so wird die in Tabelle 7.5 angegebene endliche, zehn Regeln enthaltende Ver-vollst�andigung berechnet (siehe Statistik in Tabelle 7.6). Die Regeln sind in derReihenfolge aufgelistet, in der sie w�ahrend der Vervollst�andigung auftreten. Diesist das �ubliche vollst�andige Reduktionssystem f�ur die Gruppentheorie, wie es bei-spielsweise auch von SbREVE gefunden wird (in 6 Sekunden, bei 76 berechnetenkritischen Paaren).r1 = (8x)(8y)(8z)(p(p(x; y); z); p(x; p(y; z))� �)r2 = (8x)(p(e; x); x� �)r3 = (8x)(p(i(x); x); e� �)r6 = (8x)(8y)(p(i(x); p(x; y)); y � �)r12 = i(e); e� �r25 = (8x)(p(x; e); x� �)r30 = (8x)(p(x; i(x)); e� �)r37 = (8x)(i(i(x)); x� �)r41 = (8x)(8y)(p(x; p(i(x); y)); y � �)r104 = (8x)(8y)(i(p(x; y)); p(i(y); i(x))� �)Tabelle 7.5: Die Vervollst�andigung der Gruppentheorie{Axiome.Vervollst�andigung Kritisches Paar 91Anwendungen 174 Komposition 70von m�oglichen 1494 Vereinfachung 13Regeln in R0 6 L�oschung 181Regeln in R1 10 Subsumtion 70Laufzeit [s] 29,4 Probleme |Tabelle 7.6: Statistik f�ur die Vervollst�andigung der Gruppentheorie{Axiome.Das Theorem (8x)(p(e; x) � x)der Gruppentheorie l�a�t sich beispielsweise in 5s beweisen. 3TAP be�otigt hierzu 8,3s,also nicht viel l�anger. Um die Eindeutigkeit der Vern�upfung in einer Gruppe, d. h.(8x)(8y)(8z)(p(x; y)� p(x; z) � (y � z)) ;zu beweisen, ben�otigt 3TAP schon 246s. Mit dem neuen Verfahren jedoch kann die-ses Theorem in 19,6s bewiesen werden. Auch komplexere Theoreme der Gruppen-theorie, an denen �aquivalenzklassenbasierte Verfahren scheitern, k�onnen in ca. 30s



7.2 Beispiele f�ur rein universelle Probleme 135bewiesen werden, denn nach dieser Zeit stehen alle Regeln des vollst�andigen Reduk-tionssystems zur Verf�ugung.Verwendet man statt der �ublichen Anordnung i >F p >F e der auftretenden Funk-tionssymbole die ung�unstige Anordnung p >F i >F e,3 kann keine endliche Ver-vollst�andigung berechnet werden. In Tabelle 7.7 sind die ersten 16 persistentenRegeln angegeben, die in diesem Fall abgeleitet werden. Wie man sieht treten nunauch Regeln mit nicht{leeren Constraints auf (alleine schon deswegen wird eine mitHilfe des UKBA berechnete Vervollst�andigung andere Regeln enthalten).r1 = (8x)(8y)(8z)(p(p(x; y); z); p(x; p(y; z))� �)r2 = (8x)(p(e; x); x� �)r3 = (8x)(p(i(x); x); e� �)r6 = (8x)(8y)(p(i(x); p(x; y)); y � �)r12 = i(e); e� �r30 = (8x)(p(x; i(x)); e� �)r37 = (8x)(i(i(x)); x� �)r38 = (8x)(p(x; e); x� �)r45 = (8x)(8y)(p(x; p(i(x); y)); y � �)r143 = (8x)(8y)(p(y; i(p(x; y))); i(x)� �)r171 = (8x)(8y)(p(y; i(x)); i(p(x; i(y)))� hid; y � x)ir196 = (8x)(8y)(p(y;x); i(p(i(x); i(y)))� hid; y � i(x))ir210 = (8x)(8y)(8z)(p(i(p(x; y)); p(x; p(y; z))); z � �)r289 = (8x)(8y)(8z)(p(y; p(i(p(x; y)); z)); p(i(x); z)� �)r330 = (8x)(8y)(8z)(p(y; p(z; i(p(x; p(y; z))))); i(x)� �)r332 = (8x)(8y)(p(x; p(y; i(y))); x� �)Tabelle 7.7: Die ersten 16 persistenten Regeln, die bei einer Vervollst�andi-gung der Gruppentheorie{Axiome auftreten, wenn p >F i.7.2.2 Mika{BeispielZu vervollst�andigen ist das Gleichungssystem4(8x)(m(x; 1) � x)m(a; b) � p(a; 1)(8x)(8y)(m(x; y)� m(y; x))(8x)(8y)(p(x; y)� p(y; x))Dieses aus [Hsiang & Mzali, 1988] stammende Beispiel zeigt, da� das Constraintsverwendende Verfahren auch bei rein universelle Problemen Vorteile haben und sogardem UKBA �uberlegen sein kann. Da die beiden die Kommutativit�at der Funktions-symbole m und p ausdr�uckenden Gleichungen nicht orientiert werden k�onnen, kannder Beweiser SbREVE nur eine noch zwei Gleichungen enthaltene Vervollst�andi-gung generieren (Tabelle 7.8); dabei werden in zwei Sekunden 16 kritische Paareberechnet.3 Macht der Benutzer keine Vorgaben, wird diese ung�unstige Ordnung verwendet (siehe Ab-schnitt 6.3).4 m kann als Multiplikation und p als Addition verstanden werden.



136 Kapitel 7: Experimente und Beispiele(8x)(m(x; 1); x)(8x)(m(1; x); x)(8x)(8y)(m(x; y)� m(y; x))(8x)(8y)(p(x; y)� p(y; x))m(b; a) � p(1; a)Tabelle 7.8: Die vom Beweiser SbREVE berechnete Vervollst�andigung f�urdas Mika{Beispiel.Die Implementierung des Verfahrens aus Kapitel 4 dagegen �ndet die in Tabelle 7.9dargestellte, nur aus Reduktionsregeln bestehende und darum sehr viel g�unstigereVervollst�andigung R1, die noch dazu in k�urzerer Zeit und mit geringerem Aufwand(zwei kritische Paare) berechnet werden kann (siehe Statistik in Tabelle 7.10).5r3 = (8x)(8y)(p(y; x); p(x; y)� hid; y � xi)r4 = (8x)(m(x; 1); x� �)r6 = (8x)(8y)(m(y; x); m(x; y)� hid; y � xi)r7 = m(a; b); p(1; a)� �r8 = (8x)(m(1; x); x� hid; x � 1i)Tabelle 7.9: Die von der Implementierung des neuen Verfahrens berechneteVervollst�andigung f�ur das Mika{Beispiel.Vervollst�andigung Kritisches Paar 2Anwendungen 3 Komposition 0von m�oglichen 3 Vereinfachung 1Regeln in R0 8 L�oschung 4Regeln in R1 5 Subsumtion 3Laufzeit [s] 0,4 Probleme |Tabelle 7.10: Statistik f�ur die Vervollst�andigung der Axiome des Mika{Beispiels.7.2.3 Transitivit�ats{BeispielEin weiteres Beispiel daf�ur, da� es auch f�ur rein universelle Probleme von Vorteil seinkann, Constraints zu verwenden, ist die Vervollst�andigung des aus zwei Gleichungenbestehenden Systems(8x)(8y)(8z)(h(p(x; y); p(y; z))� h(p(x; y); p(x; z)))(8x)(8y)(h(x; y)� h(y; x))Der Beweiser SbREVE generiert (mit Hilfe des UKBA) eine aus elf Gleichungen be-stehende Vervollst�andigung. Er ben�otigt dazu �uber zehn Minuten (!) und berechnet264 kritische Paare.5 Zur Vervollst�andigung wurde die Ordnung m >F p >F b >F a >F 1 auf den Funktions{ undKonstantensymbolen verwendet.



7.2 Beispiele f�ur rein universelle Probleme 137Die Anwendung des Verfahrens aus Kapitel 4 dagegen liefert die in Tabelle 7.11dargestellte, aus nur vier Reduktionsregeln bestehende Vervollst�andigung in wenigenSekunden (siehe Statistik in Tabelle 7.12):r2 = (8x)(8y)(h(y; x); h(x; y)� hid; y � xi)r3 = (8x)(8y)(8z)(h(p(x; y); p(y; z)); h(p(x; y); p(x; z))� hid; y � xi)r4 = (8x)(8y)(8z)(h(p(x; y); p(x; z)); h(p(x; y); p(y; z))� hid; x � yi)r9 = (8x)(8y)(8z)(h(p(y; z); p(x; y)); h(p(z; y); p(x; z))�hid; (x � y) ^ (x � z) ^ (y � z)iTabelle 7.11: Die berechnete Vervollst�andigung f�ur das Transitivit�ats{Beispiel. Vervollst�andigung Kritisches Paar 2Anwendungen 8 Komposition 2von m�oglichen 18 Vereinfachung 4Regeln in R0 4 L�oschung 4Regeln in R1 4 Subsumtion 4Laufzeit [s] 4,1 Probleme |Tabelle 7.12: Statistik f�ur die Vervollst�andigung der Axiome des Transiti-vit�ats{Beispiels.7.2.4 Weitere Beispiele aus [Hsiang & Mzali, 1988]F�ur die Vervollst�andigung der einen entropic groupoid de�nierenden Gleichungen(8x)(8y)(8z)(8w)(p(p(x; y); p(z;w))� p(p(x; z); p(y;w)))(8x)(8y)(p(p(x; y); x)� x)ben�otigt SbREVE 14 Sekunden, berechnet dabei 53 kritische Paare und generierteine aus drei Reduktionsregeln und einer Gleichung bestehende Vervollst�andigung.Die Constraints verwendende Implementierung berechnet die in Tabelle 7.13 darge-stellte Vervollst�andigung (siehe Statistik in Tabelle 7.14):r3 = (8x)(8y)(p(p(x; y); x); x� �)r40 = (8x)(8y)(8z)(p(z; p(y; x)); p(z; x)� �)r41 = (8x)(8y)(8z)(8u)p(p(x; z); u); p(p(x; y); u)� hid; z � yi)r71 = (8x)(8y)(8z)(8u)(p(p(p(z; y); x); u); p(z; u)� �)Tabelle 7.13: Vervollst�andigung der einen entropic groupoid de�nierendenGleichungen.Gelten die drei Gruppenaxiome (wie in Abschnitt 7.2.1), das die Funktion h de�-nierende Axiom (8x)(8y)(h(x; y)� p(x; p(y; p(i(x); i(y)))))



138 Kapitel 7: Experimente und BeispieleVervollst�andigung Kritisches Paar 91Anwendungen 112 Komposition 9von m�oglichen 658 Vereinfachung 12Regeln in R0 4 L�oschung 106Regeln in R1 4 Subsumtion 87Laufzeit [s] 22,5 Probleme |Tabelle 7.14: Statistik f�ur die Vervollst�andigung der Axiome f�ur einen entro-pic groupoid.und zudem (8x)(p(x; p(x; x)) � e)dann kann man das TheoremTh = (8x)(8y)(h(h(x; y); y)� e)beweisen. SbREVE ben�otig dazu eine Minute und berechnet 133 kritische Paare.Auch die Implementierung des neuen Verfahrens mit Constraints kann das Theorembeweisen6 | allerdings ist damit die Leistungsgrenze f�ur rein universelle Problemepraktisch erreicht. Tabelle 7.15 enthalt die Statistik f�ur den Beweis.Vervollst�andigung Kritisches Paar 199Anwendungen 478 Komposition 205von m�oglichen 6567 Vereinfachung 74Regeln in R0 10 L�oschung 463Regeln in Rn 16 Subsumtion 87Laufzeit [s] 197 NormalisierungAnwendungen 36 Ableitung 0von m�oglichen 58 Vereinfachung 36L�oschung 0Subsumtion 0Probleme 1Tabelle 7.15: Statistik f�ur den Beweis des Theorems Th.Auch alle weiteren in [Hsiang & Mzali, 1988] gegebenen Beispiele f�ur rein universelleProbleme k�onnen mit der Implementierung des neuen Verfahrens gel�ost werden.7.3 Aussagen �uber  Lukasiewicz LogikenDas folgende Beispiel stammt aus [Anantharaman & Bonacina, 1989]. Gegeben isteine Axiomatisierung7(8x)(i(true;x)� x)(8x)(8y)(8z)(i(i(x; y); i(i(y; z); i(x; z)))� true)(8x)(8y)(i(i(x; y); y)� i(i(y; x); x))(8x)(8y)(i(i(n(x); n(y)); i(y;x))� true)6 Mit der Ordnung h >F i >F p >F e auf den Funktions{ und Konstantensymbolen.7 i steht f�ur die Implikation, n f�ur die Negation.



7.4 Pelletiers Probleme 139der  Lukasiewicz Logiken, aus der sich unter anderem die folgenden Theoreme ablei-ten lassen:8 L1 = (8x)(i(x; x)� true)L3 = (8x)(i(x; true)� true)L4 = (8x)(8y)(i(x; i(y;x))� true)Tabelle 7.17 enth�alt Statistiken von Beweisen dieser drei Theoreme. Bei diesenBeweisen ist nur die Vervollst�andigung des Reduktionssystems aufwendig. Sobalddie notwendigen Regeln zur Verf�ugung stehen, gen�ugt eine einzige Anwendung derVereinfachungsregel. Darum enthalten die Statistiken keine Daten �uber die Norma-lisierung. Tabelle 7.16 zeigt das von der Implementierung generierte Reduktionssy-stem Rn, mit dem der Beweis aller drei Theoreme gelingt.Anantharaman und Bonacina [1989] zufolge ben�otigt der den UKBA verwendendeTheorembeweiser SBR3, der eine Erweiterung von SbREVE ist, zwischen etwa zweiund drei�ig Sekunden f�ur die Beweise.r1 = (8x)(i(true; x); x� �)r2 = (8x)(8y)(8z)(i(i(x; y); i(i(y; Z); i(x;Z))); true� �)r4 = (8x)(8y)(i(i(y;x); x); i(i(x; y); y)� hid; y � xi)r5 = (8x)(8y)(i(i(n(x); n(y)); i(y; x)); true� �)r6 = (8x)(i(i(n(x); n(true)); x); true� �)r15 = (8x)(8y)(i(x; i(i(x; y); y)); true� �)r17 = (8x)(i(x; x); true� �)r46 = (8x)(i(x; true); true� �)r67 = (8x)(8y)(i(y; i(x; y)); true� �)Tabelle 7.16: Das von der Implementierung generierte, neun Regeln umfas-sende Reduktionssystem, mit dem der Beweis der Theoreme L1, L3 und L4�uber  Lukasiewicz Logiken gelingt.7.4 Pelletiers Probleme[Pelletier, 1986] enth�alt eine Sammlung vieler verschieder Probleme zum Testen au-tomatischer Theorembeweiser. Tabelle 7.18 enth�alt Statistiken von Beweisen f�urPelletiers 48., 49., 56., 58. und 61. Problem.9 Die angegebenen Daten zur Ver-vollst�andigung und Normalisierung sind Durchschnittswerte f�ur alle zum Abschlu�des jeweiligen Tableaus gel�osten E{Uni�kationsprobleme. F�ur die Probleme 51{55wird kein Beweis gefunden; bei diesen tritt das Problem auf, da� zwar jeder Ast f�ur8 Die Bezeichnung der Theoreme ist die gleiche wie in [Anantharaman & Bonacina, 1989]. Dieseund eine Reihe weiterer Theoreme �uber die  Lukasiewicz Logiken tauchen als Lemmata in einemschrittweise durchgef�uhrten automatischen Beweis f�ur  Lukasiewicz' F�unfte Vermutung auf, da�n�amlich (8x)(8y)(or(i(x; y); i(y; x)) � true) ein Theorem ist, falls das das Funktionssymbol orde�nierende Axiom (8x)(8y)(or(x; y) � i(i(x; y); y)) hinzugenommen wird.9 Pelletier stufte die Probleme nach ihrer (von ihm subjektiv beurteilten) Schwierigkeit auf einerPunkteskala von 1 (einfach) bis 10 (schwierig) ein. Diese Einstufung ist in die Statistikenaufgenommen.



140 Kapitel 7: Experimente und BeispieleVervollst�andigung Kritisches Paar 9Anwendungen 12 Komposition 3von m�oglichen 124 Vereinfachung 0Regeln in R0 8 L�oschung 15Regeln in Rn 11 Subsumtion 3Laufzeit [s] 2,9 Probleme 1(b)Vervollst�andigung Kritisches Paar 13Anwendungen 17 Komposition 3von m�oglichen 137 Vereinfachung 1Regeln in R0 8 L�oschung 21Regeln in Rn 12 Subsumtion 4Laufzeit [s] 3,5 Probleme 1(a)Vervollst�andigung Kritisches Paar 48Anwendungen 72 Komposition 22von m�oglichen 453 Vereinfachung 2Regeln in R0 8 L�oschung 83Regeln in Rn 9 Subsumtion 34Laufzeit [s] 12,0 Probleme 1(c)Tabelle 7.17: Statistiken f�ur Beweise der Theoreme (a) L1, (b) L3 und (c) L4�uber  Lukasiewicz Logiken.sich ohne weiteres geschlossen werden kann, bei der Suche nach einer das gesamteTableau abschlie�enden Substitution aber Backtracking auftritt, und der Suchraumzu gro� wird. Die �ubrigen der Probleme 1 bis 61 in [Pelletier, 1986] stammen nichtaus der Pr�adikatenlogik mit Gleichheit.



7.4 Pelletiers Probleme 141Vervollst�andigung Kritisches Paar 0Anwendungen 0,3 Komposition 0,3von m�oglichen 1,3 Vereinfachung 0Regeln in R0 4 L�oschung 2,7Regeln in Rn 2 Subsumtion 0 NormalisierungAnwendungen 2 Ableitung 0von m�oglichen 2,7 Vereinfachung 2L�oschung 0Subsumtion 0Laufzeit [s] 0,35 Probleme 3 Backtr. 0 Punkte 3 Zeit 3TAP [s] 0,33(a)Vervollst�andigung Kritisches Paar 0,1Anwendungen 0,2 Komposition 0,2von m�oglichen 1,8 Vereinfachung 0,1Regeln in R0 4,4 L�oschung 1,6Regeln in Rn 2,8 Subsumtion 0 NormalisierungAnwendungen 3,9 Ableitung 1,5von m�oglichen 5,8 Vereinfachung 2,5L�oschung 0Subsumtion 0Laufzeit [s] 3,3 Probleme 13 Backtr. 4 Punkte 5 Zeit 3TAP [s] 0,6(b)Vervollst�andigung Kritisches Paar 0Anwendungen 0 Komposition 0von m�oglichen 0 Vereinfachung 0Regeln in R0 2 L�oschung 1Regeln in Rn 1 Subsumtion 0 NormalisierungAnwendungen 0,5 Ableitung 0von m�oglichen 0,5 Vereinfachung 0,5L�oschung 0Subsumtion 0Laufzeit [s] 0,15 Probleme 2 Backtr. 0 Punkte 4 Zeit 3TAP [s] 0,3(c)Vervollst�andigung Kritisches Paar 0Anwendungen 0 Komposition 0von m�oglichen 5 Vereinfachung 0Regeln in R0 3 L�oschung 0Regeln in Rn 3 Subsumtion 0 NormalisierungAnwendungen 3 Ableitung 0von m�oglichen 4 Vereinfachung 3L�oschung 0Subsumtion 0Laufzeit [s] 0,25 Probleme 1 Backtr. 0 Punkte 3 Zeit 3TAP [s] 0,23(d)Vervollst�andigung Kritisches Paar 0Anwendungen 0 Komposition 0von m�oglichen 1 Vereinfachung 0Regeln in R0 2 L�oschung 1Regeln in Rn 1 Subsumtion 0 NormalisierungAnwendungen 0,5 Ableitung 0von m�oglichen 0,5 Vereinfachung 0,5L�oschung 0Subsumtion 0Laufzeit [s] 0,17 Probleme 2 Backtr. 0 Punkte 6 Zeit 3TAP [s] 0,28(e)Tabelle 7.18: Statistiken f�ur die Beweise von: (a) Pelletiers 48. Problem;(b) Pelletiers 49. Problem; (c) Pelletiers 56. Problem; (d) Pelletiers 58. Pro-blem; (e) Pelletiers 61. Problem.



8 Fazit und AusblickAny technology distinguishable from magicis insu�ciently advanced.| ALAN BRAGGINS8.1 FazitMit der Reduktion der Gleichheitsbehandlung im Tableaukalk�ul (und auch ande-ren Gentzen{artigen Kalk�ulen) auf die gemischte E{Uni�kation ist die Suche nacheinem e�zienten Verfahren zwar nicht beendet, es ist aber gekl�art, wo genau dieSchwierigkeiten liegen, und welches die zu l�osenden Probleme sind.Das in Kapitel 4 vorgestellte Verfahren f�ur die gemischteE{Uni�kation ist zumindestein vielversprechender Ansatz, diese Probleme zu meistern. Zugleich ist es das er-ste vervollst�andigungsbasierte Verfahren f�ur die gemischte E{Uni�kation �uberhauptund das erste implementierte vervollst�andigungsbasierte Verfahren f�ur die rein starreE{Uni�kation.Wie die Beispiele in Abschnitt 7 zeigen, ist das Verfahren durchaus auch f�ur reinuniverselle Probleme geeignet und in manchen F�allen sogar dem Unfailing Knuth{Bendix{Algorithmus �uberlegen.Als Methode f�ur die Gleichheitsbehandlung im Tableaukalk�ul ist die Suche nachL�osungen gemischter E{Uni�kationsprobleme den bisher verwendeten Verfahren�uberlegen, wenn auch die Implementierung noch daran krankt, da� die �Aste nach-einander geschlossen werden. Es zeigt sich, da� die Suche nach dem Abschlu� einesTableaus praktisch niemals daran scheitert, da� ein einzelner Ast nicht geschlossenwerden k�onnte, sondern immer daran, da� die Suche nach einer alle �Aste zugleichabschlie�enden Substitution zu aufwendig ist.8.2 M�ogliche VerbesserungenEs w�are sicherlich sinnvoll und w�urde die E�zienz der Implementierung entschei-dend verbessern, wenn die �Aste des Tableaus nicht nacheinander sondern parallelbetrachtet w�urden. Die gesamte in den verschiedenen �Asten enthaltene Informa-tion w�urde zugleich zur Verf�ugung stehen. Damit k�onnte unn�otiges Backtrackingvermieden und der Suchraum deutlich eingeschr�ankt werden. Beispielweise ist esh�au�g m�oglich, zu erkennen, da� ein Ast nur einen Abschlu� hat. Dieser k�onntesofort ausgef�uhrt werden. 142



8.2 M�ogliche Verbesserungen 143Eine weitere sinnvolle Erweiterung w�are, die Gleichungen eines Astes | zumindestteilweise | schon w�ahrend des Tableauaufbaus zu vervollst�andigen. Wenn eineVerzweigung auftritt, w�are es dann m�oglich, die schon berechnete Vervollst�andigungauf beide neuen �Aste zu �ubertragen. Zumindest bei �Asten, die zum gro�en Teil�ubereinstimmen, wird auch die Gleichungsmenge weitgehend dieselbe sein, und dieVervollst�andigung der gemeinsamen Gleichungen m�u�te so nur einmal berechnetwerden.Weitere Verbesserungen w�aren sicher auch durch die Verwendung anderer Reduk-tionsordnungen und anderer Kriterien f�ur die Auswahl des jeweils n�achsten Ver-vollst�andigungs{ oder Normalisierungsschrittes zu erzielen. Sie k�onnten auf be-stimmte Problemklassen zugeschnitten werden.
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Symbolverzeichnis Kirk: Analysis, Mr. Spock?Spock: Captain, it doesn't appearin the symbol table.Kirk: Then it's of external origin?Spock: A�rmative.| STARTREKIm folgenden sind die verwendeten Symbole beschrieben. In der Regel ist jeweils dieSeite angegeben, auf der ein Symbol zuerst auftritt, und falls es in einer De�nitioneingef�uhrt wurde, die Nummer dieser De�nition.�; �; ; � Tableauregel{Schemata, S. 100� Der leere Constraint, Def. 4.2.6, S. 47�;	 Mengen von (signierten oder unsignierten) Formeln, S. 5�;  Signierte Formeln, S. 101�jV Einschr�ankung der Substitution � auf die Menge der Variablen V ,Def. 2.3.1, S. 8� � � Komposition der Substitutionen � und � , Def. 2.3.1, S. 8�; �; �; � Substitutionen, Def. 2.3.1, S. 7t� Anwendung der Substitution �, Def. 2.3.4, S. 9� Methode zum Auf�nden universeller Formeln, Def. 5.1.12, S. 107[t]E �Aquivalenzklasse von t bez�uglich �$E , Def. 3.5.1, S. 26htiE Menge, die alle �Aquivalenzklassen von t darstellt, Def. 3.5.5, S. 28h�;Oi Constraint, Def. 4.2.6, S. 46hp1; : : : ; pni Position, Def. 2.3.16, S. 12hi Leere Position, Def. 2.3.16, S. 12p � p0 Verkettung von Positionen, Def. 2.3.16, S. 12� j= F F folgerbar aus �, Def. 2.2.4, S. 6� j�= F F folgerbar aus � in der Pr�adikatenlogik mit Gleichheit, Def. 2.2.4, S. 6� j� F F starr folgerbar aus �, Def. 2.2.5, S. 6� j�� F F starr folgerbar aus � in der Pr�adikatenlogik mit Gleichheit, Def. 2.2.5,S. 7j= F F ist Tautologie, Def. 2.2.4, S. 6j�= F F ist Tautologie der Pr�adikatenlogik mit Gleichheit, Def. 2.2.4, S. 6M j= F M Modell von F , Def. 2.2.4, S. 6M j�= F M normales Modell von F , Def. 2.2.4, S. 6(8�x) Kurzschreibweise f�ur (8x1) : : :(8xn), Def. 3.1.1, S. 13147



148 Symbolverzeichnis; Ableitbarkeitsrelation der Objektebene, Def. 3.6.1, S. 308; 9 Quantoren, S. 5� Gleichheitssymbol der Objektebene, S. 5:;^;_;� Logische Operatoren, S. 5� Subsumtionsrelation auf der Menge der Constraints, Def. 4.2.8, S. 47� Spezialisierungsrelation auf den Substitutionen, Def. 2.3.6, S. 9> "Ein Unterterm ist Instanz von\{Relation, Def. 2.3.18, S. 12>F Die eine lexikographische Pfadordnung induzierende Ordnung auf denFunktionssymbolen, Def. 3.6.7, S. 33j�UKBA Transformationsrelation des UKBA auf rein universellenReduktionssystemen, Def. 3.6.13, S. 36���X Ordnung auf R{�{Beweisen, Def. 4.8.7, S. 78��LPO Durch �LPO lexikographisch induzierte Ordnung auf Tupeln von Termen,Def. 3.6.7, S. 33��hE;s;ti Ordnungsrelation auf Grundsubstitutionen, Def. 4.8.10, S. 81�LPO Lexikographische Pfadordnung, Def. 3.6.7, S. 33�X Die zur Interpretation des Pr�adikatensymbols � in denOrdnungsbedingungen verwendete Reduktionsordnung, Def. 4.2.2, S. 44vE (Subsumtions{)Relation auf den Substitutionen, Def. 3.3.2, S. 22�E (Subsumtions{)Relation auf den Substitutionen, Def. 3.3.2, S. 22s � t Atomare Ordnungsbedingung, Def. 4.2.1, S. 44VR "Umkehrbare\ Ableitbarkeitsrelation auf Termen mit Constraint,Def. 4.3.6, S. 54)R Ableitbarkeitsrelation auf Substitutionen, Def. 4.10.2, S. 96)R Ableitbarkeitsrelation auf Termen mit Constraint, Def. 4.3.6, S. 54�R Hilfsweise zum Beweis de�nierte Ableitbarkeitsrelation auf Termen mitConstraint, Def. 4.8.1, S. 75 Inverse der Relation !, Def. 2.1.2, S. 3!R Ableitbarkeitsrelation auf Termen bez�uglich des Reduktionssystems R,Def. 3.6.3, S. 31$E Ableitbarkeitsrelation auf Termen bez�uglich der Gleichungsmenge E,Def. 3.2.1, S. 16�! Transitiver und reexiver Abschlu� der Relation !, Def. 2.1.2, S. 3�$ Transitiver, reexiver und symmetrischer Abschlu� der Relation !,Def. 2.1.2, S. 3$ Symmetrischer Abschlu� der Relation !, Def. 2.1.2, S. 3+! Transitiver Abschlu� der Relation !, Def. 2.1.2, S. 3� �Aquivalenzrelation auf den Substitutionen, Def. 2.3.8, S. 9� �Aquivalenzrelation auf der Menge der Constraints, Def. 4.2.8, S. 47> Top{Element im Verband der Substitutionen modulo �, S. 10j� Transformationsrelation auf den Reduktionssystemen, Def. 4.4.9, S. 60j�R Normalisierungsrelation auf Mengen von Termen mit Constraint bzgl. desReduktionssystems R, Def. 4.5.3, S. 63t Kombination von Constraints, Def. 4.2.9, S. 48t Vereinigung von Substitutionen, Def. 2.3.12, S. 11



Symbolverzeichnis 149t Supremum (im Verband der Substitutionen modulo �), S. 10� Der einen Constraint an einen Term kn�upfende "wenn\{Operator,Def. 4.3.1, S. 50x=t Instantiierung der Variablen x mit dem Term t, Def. 2.3.1, S. 8A Ast eines Tableaus, S. 103a; b; c; d Konstantensymbole, S. 5Bound(G) Menge der in G gebunden auftretenden Variablen, Def. 2.2.1, S. 5C(hE; s; ti) Menge von durch Vermischung von Vervollst�andigung und Normalisierungberechneten Constraints, Def. 4.6.6, S. 68Ci(hE; s; ti) Mengen von durch Vermischung von Vervollst�andigung undNormalisierung berechnetenConstraints, die C(hE; s; ti) approximieren,Def. 4.6.6, S. 68CihE; s; ti Mengen von Constraints, die von L�osungen des Problems hE; s; ti erf�ulltwerden, Def. 4.6.1, S. 65Cj;ki hE; s; ti Mengen von Constraints, die Ci(hE; s; ti) approximieren, Def. 4.6.1, S. 65c�1 Negation des Constraints c, Def. 4.2.9, S. 47c Constraint, S. 46Dom(�) De�nitionsbereich der Substitution �, Def. 2.3.1, S. 7D Grundmenge eines Modells, S. 5E(A) Menge der Gleichungen des Astes A, Def. 5.2.3, S. 114E Menge von Gleichungen, S. 14false Falsche Ordnungsbedingung, Def. 4.2.1, S. 44F Menge der Funktionssymbole, S. 5Form� Menge der signierten Formeln, Def. 5.1.1, S. 101Form Menge der Formeln, S. 5Free(G) Menge der in G frei auftretenden Variablen, Def. 2.2.1, S. 5F;G Formeln, S. 5F Vorzeichen f�ur signierte Formeln (falsch), S. 100f; g Funktionssymbole, S. 5I Interpretation eines Modells, S. 5id Leere Substitution, S. 8K Menge der Konstantensymbole, S. 5l; r Term, der die linke (bzw. rechte) Seite einer Gleichung oder einerReduktionsregel ist, S. 13L Menge der L�osungen eines E{Uni�kationsproblems, S. 21M Modell, S. 5O Ordnungsbedingung, S. 44P(A) Menge des Uni�kationsprobleme des Astes A, Def. 5.2.5, S. 116P Menge der Pr�adikatensymbole, S. 5P(A) Menge der Uni�kationsprobleme des Astes A, Def. 5.2.5, S. 115Range(�) Wertebereich der Substitution �, Def. 2.3.1, S. 8R1 Vervollst�andigung eines Reduktionssystems, Def. 4.4.9, S. 60R� Inverse des Reduktionssystems R, Def. 4.7.1, S. 69



150 SymbolverzeichnisR� Vereinigung des Reduktionssystems R mit seiner Inversen R�, Def. 4.7.1,S. 69R Reduktionssystem mit Constraints, S. 52r� Inverse der Reduktionsregel r, Def. 4.7.1, S. 69r Reduktionsregel mit Constraint, Def. 4.3.1, S. 50R0 Das initiale Reduktionssystem zu einer Menge von Gleichungen, Def. 4.3.3,S. 52Sat�(c) Aufz�ahlbare Menge von c erf�ullenden Substitutionen, Def. 4.2.13, S. 49Sat(c) Menge der c erf�ullenden Substitutionen, Def. 4.2.6, S. 47Rh�i Grundinstanz eines Reduktionssystems, Def. 4.3.4, S. 52S Signatur, S. 5S; T Mengen von Termen mit Constraint, S. 52Subst� Menge der Substitutionen modulo �, Def. 2.3.10, S. 10Subst� Menge der idempotenten Substitutionen, Def. 2.3.2, S. 8Subst Menge der Substitutionen, Def. 2.3.1, S. 7s; t Terme, S. 5T [�] Instanz der Menge T von Termen mit Constraint, Def. 4.3.4, S. 52Term Menge der Terme, S. 5true Wahre Ordnungsbedingung, Def. 4.2.1, S. 44tjp Unterterm von t an der Position p, Def. 2.3.16, S. 12t Term mit Constraint, Def. 4.3.1, S. 50t[p=s] Term t mit s eingesetzt an Position p, Def. 2.3.16, S. 12T Tableau, S. 103T Vorzeichen f�ur signierte Formeln (wahr), S. 100Û(hE; s; ti) Menge von Uni�katoren, die bez�uglich � vollst�andig ist, S. 96~U Menge von L�osungen eines simultanen Uni�kationsproblems, S. 98U 01(hE; s; ti) Menge von L�osungen des Problems hE; s; ti, S. 66U1(hE; s; ti) Menge von L�osungen des Problems hE; s; ti, S. 65U Vollst�andige Menge allgemeinster Uni�katoren, Def. 3.3.1, S. 21Var(G) Menge der in G auftretenden Variablen, Def. 2.2.1, S. 5V Menge der Variablen, S. 5x; y; z Variablen, S. 5


