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Vorwort

Thema der Arbeit

Thema dieser Diplomarbeit ist die Erweiterung des Tableakalkiils mit freien Vari-
ablen und universellen Formeln um die Behandlung von Gleichheit. Dabei war das
Ziel nicht nur der theoretische Entwurt eines Verfahrens, sondern es sollte auch —

als Teil des tableaubasierten Theorembeweisers 3T/§D — implementiert werden.

Dabei konnte von dem in [Beckert, 1991] entwickelten und als effizient nachgewie-
senen Konzept ausgegangen werden, die Anwendung von Gleichungen nur zum Ab-
schluff eines Tableaus einzusetzen und nicht zu seinem Aufbau. Das erlaubt es,
die Gleichheitsbehandlung im Tableaukalkiil auf ein allgemeineres, im folgenden als
ygemischte F—Unifikation® bezeichnetes Problem zu reduzieren, dessen Losung —
vor allem mit vervollstdndigungsbasierten Methoden — auch unabhingig von der
Gleichheitsbehandlung im Tableaukalkiil von Interesse ist.

Die Aufgabenstellung dieser Arbeit und erste Ergebnisse sind in [Beckert, 1993]
zusammengefafit.

Aufbau der Arbeit

Durch diese Arbeit ziehen sich zwei rote Faden: die Lésung gemischter £F-Unifika-
tionsprobleme und die Konstruktion eines effizienten Verfahrens zur Gleichheitsbe-
handlung im Tableaukalkiil. Diese roten Faden laufen in Kapitel 5 zusammen. Aber
auch beim Lesen der Kapitel 1 bis 4 sollte man stets beide Ziele vor Augen haben.

Nach einer kurzen Einfithrung in Kapitel 1 werden in Kapitel 2 einige grundlegende
Definitonen gegeben und Schreibweisen eingefithrt. Kapitel 3 enthalt eine Beschrei-
bung der gemischten E-Unifikation, die Unterschiede zu in der Literatur iiblichen
Definitionen werden aufgezeigt, und die bekannten Verfahren fiir F—Unifikation dar-
gestellt. In Kapitel 4 ist das neue vervollstandigungbasierte Verfahren fiir gemischte
E-Unifikation beschrieben; seine Figenschaften, Vor— und Nachteile werden dis-
kutiert. Kapitel 5 gibt zundchst eine kurze Einfiihrung in den Tableaukalkiil mit
freien Variablen und universellen Formeln; anschliefend wird beschrieben, wie dieser
Kalkiil mit Hilfe der gemischten K-Unifikation um die Behandlung von Gleichheit
erweitert werden kann. Die Implementierung des Verfahrens ist in Kapitel 6 be-
schrieben. In Kapitel 7 sind Experimente mit dieser Implementierung dargestellt,
und die Implementierung wird mit anderen Systemen verglichen. Kapitel 8 enthélt
eine Zusammenfassung der Frgebnisse dieser Arbeit, ein Fazit und einen Ausblick
auf mogliche Erweiterungen und Verbesserungen. Die Arbeit schlieit mit dem Lite-
raturverzeichnis und einer Liste der verwendeten Symbole und Schreibweisen.
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]. Einfiihrung

Logicians have but ill defined

As rational the human kind.
Logic, they say, belongs to man,
But let them prove it if they can.

— OLIVER GOLDSMITH

Eines der Hauptziele des automatischen Beweisens ist die effiziente Behandlung der
Préadikatenlogik mit Gleichheit. Aber seit die ersten Versuche auf diesem Gebiet un-
ternommen wurden, ist bekannt, dafl es fast unausweichlich zu einem viel zu grofien
Suchraum fiihrt, die Axiomatisierung der Gleichheit zur Datenbasis hinzuzufiigen.!
Selbst einfachste Theoreme der Prédikatenlogik kénnen nur mit solchen Verfahren
bewiesen werden, bei denen die Gleichheitsbehandlung in irgendeiner Form Teil der
Inferenzregeln ist. Aber auch dann bleibt die typische Eigenschaft der Gleichheit,
viele verschiedene Ableitungen zu ermoglichen, problematisch; und es ist unerlafilich,
Methoden zu finden, den entstehenden Suchraum einzuschranken.

Fiir resolutionsbasierte Theorembeweiser sind solche Verfahren — das wichtigste
ist die Paramodulation — schon seit Ende der sechziger Jahre bekannt und finden
breiten Einsatz (obwohl auch hier das Problem einer effizienten Kontrolle, die die
Ableitung reduntanter Formeln verhindert, noch lange nicht gelost ist).

Genauso lange gibt es auch Methoden zur Gleichheitsbehandlung fiir Gentzen—
artige Kalkiile, wie den Tableaukalkiil und die Konnektionsmethode [Jeffrey, 1967,

Popplestone, 1967]. Diese sind aber wenig angewendet worden und im Vergleich
zur Resolution mit Paramodulation ineffizient. In den letzten Jahren jedoch hat
die Behandlung von Gleichheit in der Konnektionsmethode [Gallier et al., 1992,

Petermann, 1993] und im Tableaukalkiil [Reeves, 1987, Fitting, 1990, Beckert &
Héhnle, 1992] wieder verstarkt Beachtung gefunden.

Es hat sich dabei gezeigt, daf} die Gleichheitsbehandlung auf ein abstrakteres Pro-
blem, die F-Unifikation zuriickgefiihrt werden kann. Allerdings gentigt es nicht, das
klassische F-Unifikationsproblem?, das im folgenden als universelle F-Unifikation
bezeichnet wird, zu l6sen, sondern zur Gleichheitshehandlung im Tableaukalkiil mit
freien Variablen und in der Konnektionsmethode muf} ein als starre F—Unifikation
bezeichnetes Problem gelost werden. Fiir den Tableaukalkiil mit universellen For-
meln [Beckert & Héhnle, 1992] geniigt jedoch auch das nicht, sondern es muf eine

! Eine Diskussion der Problematik und eine Ubersicht iiber verschiedene Verfahren enthalt [Fit-
ting, 1990].

2 Zu diesem existiert eine umfangreiche Literatur. Eine Ubersicht gibt [Sickmann, 1989].

1



2 Kapitel 1: Einfithrung

Kombination beider Versionen der EF-Unifikation, die im folgenden als gemischt F—
Unifikation bezeichnet wird, betrachtet werden.

Die Symmetrie der Gleichheit ist ein wesentlicher Grund fiir die Gréfie des Such-
raums. Er kann deutlich eingeschrankt werden, wenn man die Gleichungen orien-
tiert. In ihrem bertthmten Artikel haben D. Knuth und P. Bendix [1970] gezeigt, daf
es moglich ist, die Menge der entstehenden Regeln so zu vervollstandigen, dafl auch
mit ithrer Hilfe alle jeweils giiltigen Gleichungen bewiesen werden kénnen. Weiterent-
wicklungen dieser Methode haben sich tiberall da, wo Gleichheit eine Rolle spielt,
— nicht nur beim automatischen Beweisen — als die erfolgreichsten erwiesen.

Es ist darum wiinschenswert, auch fiir die Losung gemischter EF—Unifikationspro-
bleme ein vervollstdndigungsbasiertes Verfahren zur Verfiigung zu haben — und
damit fiir die Gleichheitsbehandlung im Tableaukalkiil mit freien Variablen und
universellen Formeln. Ein solches Verfahren wird in Kapitel 4 vorgestellt.



2 Praliminarien

I hate definitions.
— BENJAMIN DISRAELI, Vivian Grey (1826)

2.1 Algebraische Begriffe

In diesem Abschnitt sind die wichtigsten der im weiteren verwendeten algebraischen
Strukturen definiert. Wie diese werden auch alle anderen algebraischen Begriffe
(wie ,Aquivalenzrelation“, ,Komposition von Relationen® und ,» Verband“) in der
iiblichen Weise verwendet.!

Definition 2.1.1 (Ordnungsrelation, wohlfundierte Relation)
Eine bindre Relation — auf einer Menge B heif§t

(partielle) Ordnungsrelation (auf B), wenn sie reflexiv, transitiv und antisym-
metrisch ist,

o strikte (partielle) Ordnungsrelation (auf B), wenn sie irreflexiv und transitiv

15t

o total, wenn fiir by, by € B, by # by stets by — by oder by — by gilt,

o wohlfundiert (noethersch, terminierend), wenn es keine unendlich absteigende
Folge (b,)n>0 C B gibt mit

bl—>bg—>bg—>"'

Definition 2.1.2 (Schreibweise fiir die Abschliisse einer Relation)

Sei — eine bindre Relation. Dann bezeichnet % ihren transitiven, = ihren refle-
ziven und transitiven, < ihren symmetrischen, < ihren transitiven, reflexiven und
symmetrischen Abschluf§ und < thre Inverse.

Definition 2.1.3 (Church—Rosser—Eigenschaft, [lokale] Konfluenz)
Sei — C B x B eine bindre Relation.

— hat die Church—Rosser—Figenschaft, wenn fir beliebige by, by € B aus

by <& by

! Im Zweifel seien sie wie in [Lipson, 1981] definiert.
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folgt, daf$ es ein b € B gibt mit

by b0 und by S b .
— heifst konfluent, wenn fir beliebige b, by, by € B aus

b= b, und b5 by

folgt, daf$ es ein b € B gibt mit

by S0 und by S b .
Folgt das gleiche zumindest aus

b— b und b— by,
so heifit — lokal konfluent.

Diese Definition der Begriffe ,,Church—Rosser—Eigenschaft® und . konfluent® ent-
spricht ihrer intuitiven Bedeutung. Kiirzer und eleganter lassen sie sich definieren

durch:

e Die Relation — hat die Curch-Rosser-Eigenschaft, wenn <> Teilrelation von

% % .
— 0 « 1st.
. . . b b . . b b .
e Die Relation — ist konfluent, wenn «— o — Teilrelation von — o « ist.

e Die Relation — ist lokal konfluent, wenn « o — Teilrelation von — o < ist.

Dabei bezeichnet o die Komposition von Relationen.

Die folgenden beiden Lemmata enthalten die wichtigsten Figenschaften konfluenter
Relationen.?

Lemma 2.1.4
FEine bindre Relation hat genau dann die Church—Rosser—FEigenschaft, wenn sie kon-
fluent ist.

Die Aquivalenz der Begriffe Church-Rosser—Eigenschaft und Konfluenz ist wesent-
lich fiir die vervollstandigungsbasierte Gleichheitshehandlung (sieche Abschnitt 3.6).
Sie ist aber auch der Grund dafiir, daB im folgenden (fast) nur noch von Konfluenz
die Rede sein wird.

Lemma 2.1.5
Ist eine bindre Relation lokal konfluent und wohlfundiert, dann ist sie konfluent.

Beispiel 2.1.6

Abbildung 2.1 zeigt ein Beispiel fiir eine Relation, die zwar — wie man leicht nach-
vollzieht — lokal konfluent ist, nicht aber konfluent: Es gilt ¢ = ¢ und @ = d, aber
es gibt keinen Term ¢ mit ¢ = ¢ und d = 1.

Da die Relation einen Zyklus enthélt, ist sie nicht wohlfundiert, und Lemma 2.1.5
auf sie nicht anwendbar. O

2 Eine ausfiihrliche Darstellung der Eigenschaften konfluenter Relationen und Angaben zum Be-
weis der Lemmata findet sich in [Dershowitz & Jouannaud, 1990].
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Abbildung 2.1: Relation, die zwar lokal konfluent nicht aber konfluent ist
(Beispiel 2.1.6).

2.2 Syntax und Semantik der Pradikatenlogik

Eine ausfiihrliche Darstellung der Syntax und der Semantik der Pradikatenlogik, ins-
besondere auch der mit Gleichheit, findet sich in [Fitting, 1990]. Wie dort seien mit
den logischen Operatoren =, A, V, D, den Quantoren ¥V und 4 und einer Menge V von
Variablen tiber einer Signatur S — bestehend aus einer Menge P von Préadikaten—,
F von Funktions— und K von Konstantensymbolen — die Mengen der Terme Term
und der Formeln Form der Pradikatenlogik (mit und ohne Gleichheit) in der iibli-
chen Weise definiert. Das gleiche gelte fiir die aus einer Grundmenge D und einer
Interpretation Z bestehenden Modelle M der Pradikatenlogik.

Auf syntaktischer Ebene wird die Gleichheit durch das Pradikatensymbol ~ darge-
stellt, um Verwechselungen mit der Meta—Gleichheit = zu vermeiden.?

Definition 2.2.1 (Mengen Var(('), Free((), Bound(())
Set G ein Term, eine Formel, eine Menge von Formeln oder ein anderes syntakti-
sches Objekt. Dann bezeichne

o Var((4) die Menge der in G auftretenden Variablen,
o bree((G) die Menge der in G frei auftretenden Variablen,

e Bound(() die Menge der in G gebunden auftretenden Variablen.

Im folgenden wird o. B. d. A. davon ausgegangen, daf stets
Free(G) N Bound(G) =0

was ggf. durch Umbenennung der gebundenen Variablen erreicht wird.

Definition 2.2.2 (Normales Modell)
Fin Modell M = (D,T) heifie normal, wenn die Interpretation des Pridikatensym-
bols I(=) die Gleichheitsrelation auf der Grundmenge D ist.

Definition 2.2.3 (Kanonisches Modell)
Fin normales Modell M = (D, T) heifle kanonisch, wenn fir jedes d € D ein Term t
evistiert, so daff I(t) = d ist.

3¢ = s bedeutet also, daBl die Terme ¢ und s identisch (d.h. syntaktisch gleich) sind, wihrend
t s s eine Formel der Objektebene ist.
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Definition 2.2.4 (Erfiillbarkeit, Folgerbarkeit, Tautologie)

Ist eine Formel F' € Form wahr in einem Modell M, so heiffle I erfillbar und M
ein Modell von F'. M heifie Modell einer Formelmenge ® C Form und die Menge ®
erfillbar, wenn M Modell aller Formeln in ® ist.

Ist ' wahr in allen [normalen] Modellen einer Formelmenge ®, so heiffie F' logisch
folgerbar aus ® [in der Prddikatenlogik mit Gleichheil].

Ist F' wahr in allen [normalen] Modellen, heifie F' Tautologie [der Pridikatenlogik
mit Gleichheit].

Schreibwetse fir

o M ein Modell von F: M | F,

e M ein Modell von F, M zudem normal: M E F,

o F folgerbar aus ®: ® = F,

o F folgerbar aus ® in der Prddikatenlogik mit Gleichheit: ® E F,
o [ cine Tautologie: = F,

o F cine Tautologie der Pridikatenlogik mit Gleichheit: & F.

Treten in @ und F' freie Variablen auf, so konnen bei der Fragestellung, ob ® = I
(bzw. ® |E F) gilt, diese freien Variablen als implizit all-quantifiziert angesehen
und zum Beweis beliebig instantiiert werden. Es wird aber im weiteren hdufig von
Interesse sein, ob F' auch dann noch aus ® folgerbar ist, wenn die freien Variablen
nicht instantiiert werden diirfen, sondern ,starr® sind.* Es ist darum sinnvoll, eine
Schreibweise fiir diesen Sachverhalt zu definieren:

Definition 2.2.5 (Starre Folgerbarkeit)

Seten F' eine Formel und ® eine Formelmenge iber der Signatur S. S und die
Menge der Variablen® V werden in der Weise verdndert, daf die in F' und ® frei
auftretenden Variablen zu Konstanten werden, d. h., es sei

V' =V \ (Free(F) U Free(®))

die neue Menge der Variablen, und ist K die Menge der Konstanten von S, dann
set

K' = K U Free(F') U Free(®)
die Menge der Konstanten der neuen Signatur S'; ansonsten stimme S’ mit S iibe-

rein.

Es gelte
oEF

4 Dieser Folgerbarkeitsbegriff wurde zuerst in [Gallier et al., 1987] definiert (allerdings einge-
schrankt auf Gleichungen): “... F |= s =t where the Variables in the problem are held rigid.”
Die Bezeichnung ,starre Folgerbarkeit“ ist an diese Formulierung angelehnt.

5 Die Menge der Variablen ist nicht Teil der Signatur.
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in der Prddikatenlogik iber der Signatur & und der Menge der Variablen V genau
dann, wenn ® = F in der Pridikatenlogik tiber der Signatur 8" und der Menge der
Variablen V' gilt, und es gelte

dEF

in der Prddikatenlogik mit Gleichheit iber der Signatur S und der Menge der Va-
riablen V genau dann, wenn ® = F in der Prddikatenlogik mit Gleichheit tiber der
Signatur S’ und der Menge der Variablen V' gilt.

= und = sind nur als Relationen zwischen Formelmengen und Formeln definiert
und nicht wie = auch als Relationen zwischen Modellen und Formeln.

Wie man leicht nachvollzieht, besteht folgende Beziehung zwischen |= und £ (bzw.
£ und E):

Lemma 2.2.6
Seien F' eine Formel und ® eine Formelmenge. Fy und ®y bezeichnen deren All-

Abschlufs. Dann gilt:
() |: F gdw. (I)V |E FV R

und

dEF gduw. oy E Ry .

Wie der folgende Satz zeigt, bilden die kanonische Modelle das Analogon zu den
Herbrand—Modellen der Pradikatenlogik ohne Gleichheit.

Satz 2.2.7
Gibt es ein normales Modell, in dem die Menge geschlossener Formeln ® erfillt ist,
dann es gibt auch ein kanonisches Modell, in dem ® erfillt ist.

Beweis:
Beweis zu Theorem 8.6.3 in [Fitting, 1990]. |

Aus diesem Satz folgt, dafl es geniigt, sich bei der Betrachtung der Erfiillbarkeit
oder Allgemeingiiltigkeit einer Formel auf kanonische Modelle zu beschranken.

2.3 Substitutionen, Ersetzungen in Termen

Da Substitutionen und Ersetzungen in Termen in den folgenden Kapiteln eine wich-
tige Rolle spielen, ist ihrer Definition und den Formalismen fiir ihre Handhabung
ein eigener Abschnitt gewidmet.

Definition 2.3.1 (Substitution, Definitions— und Wertebereich, Einschrankung ei-
ner Substitution, Grundsubstitution, Komposition von Substitutionen)

Subst sei die Menge der Substitutionen, d.h. der Abbildungen o :V — Term der
Variablen auf die Terme.

FEs seien

Dom(c)={z €V : o(x) # x}
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und

Range(c) = {o(x) : @ € Dom(o)} .
Ist Dom(o) = {x1,...,x,} endlich, so kann o auch in der Form

o=A{x1/ty,...,x,/t,}

dargestellt werden. Dabei bezeichnet t; (1 < <n) das Bild der Variablen x; unter o.

Fine Substitution o, so daff Dom(c) =V, und alle Terme in Range(o) Grundterme
sind, heiffe Grundsubstitution.

Die Einschrinkung oy einer Substitution o auf eine Menge V CV von Variablen
ist die Substitution, die fir x € V defintert ist durch

o(x) fallsxeV

T sonst

oy(z) = {

Die Komposition o o 7 zweier Substitutionen o und 7 ist die Substitution, die fir

x €V definiert ist durch
(coT)(x)=0(r(x)) .

Im folgenden werden auch solche Substitutionen als Grundsubstitutionen bezeichnet,
die zwar nicht alle, aber doch alle in einem betrachteteten Problem auftretenden
Variablen mit Grundtermen belegen.

Die leere Substitution wird mit id bezeichnet. Fiir sie gilt Dom(:id) = 0.

Definition 2.3.2 (Idempotente Substitution)
Fine Substitution o heiffe idempotent, wenn 0 = ocoo.

Subst* C Subst sei die Menge der idempotenten Substitutionen.

Bei der Anwendung einer idempotenten Substitution miissen die Einzelsubstitutio-
nen nicht parallel sondern kénnen auch nacheinander ausgefithrt werden.

Beispiel 2.3.3
Idempotent sind beispielsweise die Substitutionen

o {z/y, z/y}
o {z/a,y/f(b)}.

Nicht idempotent sind

o {z/y,y/a}.
o {z/f(x)}.
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Definition 2.3.4 (Anwendung einer Substitution, Instanz)
Die Anwendung to einer Substitution o auf einen Term t erhdlt man, indem man
alle in t frei auftretenden Variablen x (simultan) durch o(x) ersetzt.

to heifit eine Instanz von t.

Die Anwendung einer Substitution wird entsprechend auf aus Termen aufgebauten

Objekten definiert.®

Wiirden durch die Ersetzung zusdtzliche Variablenbindungen entstehen, bleibt die
Anwendung der Substitution undefiniert.

Beispiel 2.3.5
Sei o1 = {x/f(x,y), y/h(a), z/a}. Dann ist

h(g(x),y)or = h{g(f(z,y)), h(a)).

Sei o3 = {x/a}. Dann ist, da  in der Formel gebunden ist, und also nicht ersetzt
wird,

((Va)p(z,y))os = (Ve)p(z,y) -

Die Anwendung der Substitution {y/x} auf die gleiche Formel ist unzulassig (bzw.
undefiniert), weil eine zusatzliche Variablenbindung auftreten wiirde. O

Definition 2.3.6 (Spezialisierungsrelation <)
< sei die Spezialisierungsrelationen auf den Substitutionen, d. h.,

o< T

genau dann, wenn T eine Spezialisierung von o ist (o allgemeiner ist als T), wenn
es also eine Substitution o' gibt mit

T=0c o0 .

Beispiel 2.3.7
Bs gilt {z/f(y)} < {z/f(a), y/a}, aber {x/f(y)} £ {x/f(a)}. =

Die leere Substitution :d ist die allgemeinste Substitution, es gilt also ¢d < o fiir alle
o € Subst.
Die Relation < ist eine Halbordnung. Durch Ubergang zu Aquivalenzklassen kann

man sie zur Ordnungsrelation machen:

Definition 2.3.8 (Aquivalenzrelation von Substitutionen)
Die Aquivalenzrelation ~ C Subst x Subst sei gegeben durch

g ~T

genau dann, wenn
o<1t und T<o0.

6 Dabei ist jedoch stets zu beachten, dafi nur fre: auftretende Variablen ersetzt werden.
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Eine d4quivalente Definition der Relation ~ ist, dal ¢ ~ 7 genau dann gelte, wenn o
aus 7 durch Variablenumbenennung hervorgeht.

Beispiel 2.3.9
Bs gilt {z/y,z/y} ~ {y/x,z/x}, aber {x/a} o {y/a}. =

Ubertrigt man die Ordnungsrelation < in naheliegender Weise auf die Aquivalenz-
klassen beziiglich ~, und nimmt man ein zusitzliches Element T hinzu, so wird die
Menge der Substitutionen mit endlichem Definitionsbereich modulo ~ zum Verband:

Definition 2.3.10 (Substitutionen modulo ~)
[0] bezeichne die Aquivalenzklasse einer Substitution o € Subst beziiglich der Rela-

tion ~ (Def. 2.3.8).
Auf der Menge

Subst. = {[o] : o € Subst, Dom(o) endlich} U{T}

set die Ordnungsrelation <. € Subst. x Subst. definiert durch

o [o] < [r] gdw. o <7, [0]#]r]

o T £ [o], [0] <. T
fiir alle o,7 € Subst mit Dom(o) und Dom(7) endlich.

Satz 2.3.11
Die Menge Subst. ist mit der auf thr definierten Ordnungsrelation <. ein Vereini-
gungshalbverband.”

Beweis:

Substitutionen ¢ und 7, die iiberhaupt eine gemeinsame Spezialisierung besitzen,
besitzen eine bis auf Variablenumbenennung eindeutig bestimmte allgemeinste ge-
meinsame Spezialisierung [Martelli & Montanari, 1982],% und also besitzen in diesem
Fall [o] und [7] ein Supremum. Besitzen o und 7 keine Spezialisierung, so ist T die
einzige obere Schranke von [o] und [7] und also auch ein Supremum. |

Dieser Satz ist von Interesse, weil er die Handhabung von Substitutionen und die
Notation sehr vereinfacht. Inbesondere wird das Supremum [o] U [7] im folgenden
eine wichtige Rolle spielen, denn es bezeichnet die allgemeinste gemeinsame Speziali-
sierung von o und 7 (modulo Variablenumbenennung) — sofern eine solche existiert.
Besitzen o und 7 keine gemeinsame Spezialisierung, so ist [o] U [7] = T.

Aus der Tatsache, dafl Subst. ein Verband ist, lassen sich sofort wichtige Eigen-
schaften des Operators U ableiten, so etwa seine Kommutativitat, Assoziativitét

" Subst.. ist sogar ein Verband (mit dem kleinsten Element [id]); und die Ordnung <. ist wohl-
fundiert. Das ist aber nicht ganz einfach zu beweisen und spielt fiir alles weitere keine Rolle.

8 Némlich den allgemeinsten Unifikator der als simultanes Unifikationsproblem aufgefafiten Ver-
einigung der Substitutionen.
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und Idempotenz und, was besonders wichtig ist, dafl [o] U [7] stets eindeutig be-
stimmt 1st.

Die folgende Definition dient nur der Vereinfachung der Notation. Sie erméglicht
es, die allgemeinste gemeinsame Spezialisierung von Substitutionen zu bilden, ohne
explizit den Umweg iiber die Aquivalenzklassen zu nehmen:

Definition 2.3.12 (Vereinigung von Substitutionen)
Seten o, T Substitutionen. Dann heiffe

ollr— { ein Reprdsentant aus [o)U[r] falls [c]U[r] # T
T falls [o)U[r] =T

die Vereinigung von o und 7.

Dabei sei eine idempotente Substitution aus [o]U [7] gewdhlt, falls eine solche exi-
stiert.?

Beispiel 2.3.13
In Tabelle 2.1 sind einige Beispiele fiir die Vereinigung von Substitutionen angege-
ben. O

o T cuUr

{w/a} {u/b} {z/a,y/b}
{w/a} {w/a} {w/a}

{x/ ()} | {y/a} {z/f(a),y/a}
{x/f(y)} | {=/f(a)} {z/f(a),y/a}
{w/a} {x/b} T

{x/f()} [ {=/f(a),y/b} || T

Tabelle 2.1: Beispiele fiir die Vereinigung von Substitutionen.

Definition 2.3.14 (Syntaktische Unifikation)
Terme s und 1 heiffen syntaktisch'® unifizierbar, wenn es eine Substitution p mil
sy =ty gibt. In diesem Fall heifst o ein (syntaktischer) Unifikator von s und t.

Gilt zudem fiir jeden syntaktischen Unifikator v von s und t

p=v

Y

dann heifit p ein allgemeinster (syntaktische) Unifikator (syntaktischer MGU) von
s und t.

¥ Das ist insbesondere immer dann der Fall, wenn ¢ und 7 idempotent sind, und eine Vereinigung
besitzen. Abgesehen von der Bedingung, daf} eine idempotente Substitution zu wihlen ist, kann
ein beliebiger aber eindeutig bestimmter Représentant gew&hlt werden. Die einzige Anforderung
an eine Implementierung ist, dafl die Auswahl deterministisch erfolgt.
10 Der Zusatz ,syntaktisch“ wird verwendet, um die gewdhnliche Unifikation von der E-Unifikation
zu unterscheiden.
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Bekanntlich (beispielweise [Gallier et al., 1992]) gilt das folgende Lemma:

Lemma 2.3.15
Unifizierbare Terme s und t besitzen stets einen idempotenten allgemeinsten Unifi-
kator.

Definition 2.3.16 (Position, Ersetzung an einer Position)
Fine Position (in einem Term) ist eine endliche Folge natirlicher Zahlen (p1,. .., pn)
(n > 0). Die leere Position wird mit () bezeichnet.

Sei t ein Term und p = (p1,...,pn) eine Position. Dann bezeichnet t, einen Un-
terterm von t nach folgender Vorschrift:

t wenn p = ()
tp = (tp1)|<p2,...,pn> wenn t = f(t1,..., 1) und py < k
undefiniert  sonst

Ist ty, definiert, und p' = (p1,...,pm) (m < n) ein Anfangsstick von p, dann heifie
p ewne Position am* Unterterm r =t von t.

Insbesondere heifie p eine Position in t, wenn 1y, definiert ist. In diesem Fall be-
zeichnet t[p/s] denjenigen Term,'' der dadurch entsteht, daff t, in t (an der einen
durch p bezeichneten Stelle) durch den Term s ersetzt wird.

/

p o p' bezeichnet die Verkettung der Positionen p und p', d. h., falls p" = (p\,...,pl.),
dann ist pop = (p1,...,Pn,Phs - Pln)-

Beispiel 2.3.17

Seit = f(a,g(c,d)). Dann ist t|y = f(a,g(c,d)), tyay = g(c,d), t21) = ¢, 21,1y un-
definiert. O

Definition 2.3.18 (Die Relation ©>)
Fir Terme s und t gelte
s bt

genau dann, wenn

1. ein Untertem von s Instanz von t ist, d. h., wenn es eine Position p in s und
eine Substitution o gibt, so daf$ s, = to,

2. das Umgekehrte aber nicht gilt.

Beispiel 2.3.19
Es gilt f(a) > 2 und f(a) > f(x), aber nicht a > a und nicht f(z) > f(y). O

1 TIm folgenden wird auch t[s] als Kurzschreibweise fiir ¢[p/s] verwendet, wenn aus dem Kontext
hervorgeht, welche Position gemeint ist.



3 E—Unifikation

P = NP = _6568
yes
— QUINTUS PROLOG, VERSION 3.1.3

auf die Anfrage
| 7- P = NP

3.1 Begriffsbestimmung

Eine gute und ausfithrliche Ubersicht iiber die verschiedenen Aspekte der klassischen
FE—Unifikation (die im folgenden als rein universelle E—Unifikation bezeichnet wird),
iiber Probleme und Lésungsmdoglichkeiten gibt [Siekmann, 1989].!

Folgendermafen beschreibt J. Siekmann das Problem ,,Unifikation® in seiner allge-
meinen Form:

Gegeben seien zwei Terme s und £, die in einer festgelegten Weise Struk-
turen darstellen und freie Variablen enthalten. Man sagt, s und ¢ seien
unifizierbar, genau dann, wenn es Substitutionen (d.h. Terme, die die
freien Variablen in s und ¢ ersetzen) gibt, so dafi die beiden Terme in
einem bestimmten wohldefinierten Sinne gleich werden.

Bei der F—Unifikation ist die dargestellte Struktur durch eine Menge F pradikaten-
logischer Gleichungen festgelegt; und Terme sind gleich, wenn ihre Gleichheit aus ¥
logisch folgerbar ist. Formal 148t sich das E—Unifikationsproblem folgendermafien
fassen:

Definition 3.1.1 (Gleichung)
FEine prddikatenlogische Formel der Form

(Vay) ... (Va,)(l=r)

die all-quantifiziert sein kann beziglich einiger oder aller der Variablen, die sie

enthdlt, heiffe Gleichung.

Im folgenden wird auch die Kurzschreibweise
(V&) (I~ r)

verwendet.

! [Siekmann, 1989] enthélt auch eine ausfiihrliche Bibliographie. Dieser und andere Artikel aus
dem Journal of Symbolic Computation zu verschiedenen Bereichen der Unifikationstheorie sind
in [Kirchner, 1990] zusammengefafit.

13
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Definition 3.1.2 (Gemischte £F—Unifikation)
Ein gemischtes E-Unifikationsproblem (E,s,t) besteht aus einer endlichen® Men-
ge E von Gleichungen und zwei Termen s und t.°

Fine Substitution o heifit Losung des Problems (ein Unifikator), wenn
Eo g (so ~ to) .

Ist o eine Grundsubstitution, heifie sie ein Grund-Unifikator.

Diese Formulierung des Problems unterscheidet sich in einigen wesentlichen Punkten
von der in der — sehr umfangreichen — Literatur zur F-Unifikation iiblichen.*

1. Dort werden die Gleichungen in £ nicht mit Quantoren versehen; statt dessen
werden alle Variablen in F als implizit all-quantifiziert aufgefafit.

2. Dementsprechend wird die ,normale“ logische Folgerbarkeit & verwendet statt

der starren Folgerbarkeit [£.

3. Die Substitutition o wird, anders als in Definition 3.1.2, nicht auf die Menge F
erstreckt, sondern nur auf die Terme s und t.

Der Vorteil der — zugegebenermafen komplizierteren — Formulierung des Problems
in Definition 3.1.2 ist, daf} sie das E-Unifikationsproblem verallgemeinert. Es hat
sich erwiesen, dafl neben der iiblichen, in verschiedenen Gebieten eingesetzten -
Unifikation auch ein etwas anderer Unifikationsbegriff von Interesse ist. Um namlich
Gentzen—artige Kalkiile, wie den Tableaukalkiil und die Konnektionsmethode, um
die Behandlung von Gleichheit zu erweitern, ben6tigt man auch solche Unifikatoren,

die

1. Terme beziiglich der starren Folgerbarkeit gleich machen, d. h., es erméglichen,
deren Gleichheit zu beweisen, ohne freie Variablen zu instantiieren, und

2. Terme unter der Voraussetzung gleich machen, daf§ der Unifikator auch auf die
Menge der Gleichungen angewendet wird.

Der Unifikationsbegriff aus Definition 3.1.2 stellt nun eine Verkniipfung dieser, von
Gallier et al. [1992] als ,starre E-Unifikation“® bezeichneten, und der in der Lite-
ratur {iblichen nicht—starren Version der F—Unifikation dar. Beide — sie sind im
folgenden ,rein starre® und ,rein universelle* F—Unifikation genannt — koénnen als
Spezialfille der gemischten E-Unifikation angesehen werden:

Definition 3.1.3 (Rein universelle, rein starre EF—Unifikation)
Fin E-Unifikationsproblem (F,s,t) heifie

? Die meisten im folgenden gemachten Aussagen gelten schon, wenn die Menge E zumindest
aufzéahlbar ist, was jedoch im Einzelfall zu beweisen wére.

3 Es gelte (ohne Beschrinkung der Allgemeinheit) Bound({F, s,t)) N Free({E, s,t)) = 0.

4 Wie beispielsweise in [Siekmann, 1989].

> “Rigid E-unification”.
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o rein universell, wenn E keine freien Variablen enthdlt.

o rein starr, wenn E keine gebundenen Varitablen enthdlt.

In diesem Fall heiffe auch die Menge E rein universell bzw. rein starr.

Beispiel 3.1.4

Tabelle 3.1 zeigt einfache Beispiele fiir gemischte, rein universelle und rein starre
FE—Unifikationsprobleme (F,s,t) und ihre Losungen. Es sind jeweils vollstandige
Mengen allgemeinster Unifikatoren angegeben. O

‘ E ‘ 5 ‘ t H Unifikatoren ‘ Typ ‘
{f(x) = a} fla) a {z/a} rein starr

{fla) ~ a} flz) a {z/a}® rein starr/
{z/f(a)} universell®
{z/f(f(a))}

&l

{(Ve)(f(x) ~ x)} g(f(a), f(b)) | gla,b) || id rein universell
{f(z) ~ =} g(f(a), f(b) | gla,b) || —¢ rein starr
{(Vo)(f(z,y) = fy.2))} | fla,b) f(b,a) || {y/b} gemischt

@ Bezliglich der Subsumtionsrelation <, ist schon {{z/a}} eine vollstindige Menge allgemein-
ster Unifikatoren. Beziiglich < ist die vollstdndige Menge allgemeinster Unifikatoren dagegen
unendlich.

¥ Da E keine Variablen enthilt, ist das Problem sowohl rein universell als auch rein starr.

¢ Nicht unifizierbar.

Tabelle 3.1: Beispiele fiir gemischte, rein starre und rein universelle F—Uni-
fikationsprobleme (Bsp. 3.1.4)

Abbildung 3.1 zeigt, welche Versionen der F/-Unifikation Spezialfélle anderer Versio-
nen sind. Da der Unifikationsbegriff aus Definition 3.1.2 in dieser Hierarchie der all-
gemeinste ist, ist die Bezeichnung als ,,gemischte* [/~Unifikation eigentlich unnétig.
Weil die Definition aber uniiblich ist, und um Verwechselungen zu vermeiden, wird
der Zusatz doch beibehalten.

Im folgenden wird es auch von grofiem Interesse sein, solche Substitutionen zu finden,
die mehrere Unifikationsprobleme simultan 16sen:

Definition 3.1.5 (Simultanes E-Unifikationsproblem)
FEin simultanes E-Unifikationsproblem ist eine endliche Menge

{(F1,81,11) ooy (Eny Suytn) } (n>1)

gemischter E—Unifikationsprobleme.

FEine Substitution o heifit Losung dieses simultanen Problems, wenn sie Losung aller
einfachen Probleme (Ey, s, tx) (1 <k < n) ist.
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- gemischt N
rein universell rein starr
~— syntaktisch mit Grundtermen | <

Abbildung 3.1: Dieses Diagramm zeigt die Hierarchie der verschiedenen Ver-
sionen der F-Unifikation. Die Pfeile kénnen als ,,beinhaltet als Spezialfall®
gelesen werden; die Finschrinkungen nehmen also nach unten zu.

3.2 Die Ableitbarkeitsrelation

Nahezu alle Verfahren zur Lésung von E—Unifikationsproblemen beruhen auf die ein
oder andere Weise auf der folgenden Ableitbarkeitsrelation. Sie ist auf den Termen
definiert, also auf syntaktischer Ebene, und eignet sich darum fiir Implementierun-
gen.

Definition 3.2.1 (Ableitbarkeitsrelation <, Rechtfertigung, Beweis fiir s <5 t)

Set I eine Menge von Gleichungen. Die Relation < 5 ist auf der Menge der Terme
definiert durch:

Fir zwet Terme s,t € Term gilt

s —pt

genau dann, wenn es eine Gleichung G € F,
G=Nay)...(Va)(I=r) oder G=Vay)...(Va,)(r=1),

eine Position p in s und eine Substitution o gibt, so daf
1. s, = lo,

2.t = (slp/r])o,
3. Dom(o) N Free(G,s) = 0, d.h., o belegt keine freien Variablen in der Glei-

chung G oder in s.°
In diesem Fall heifit das Tripel (G, p, o) eine Rechifertigung fir s < t.
Fine endliche Folge (to,...,t,) (n > 0) von Termen mit
log gl coplyop- gl

heifit ein F—Beweis fiir

to &yt .

¢ Hieraus folgt ¢t = (s[p/r])o = s[p/ra].
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Die Relation < ist offenbar symmetrisch.

G. Birkhoff zeigte schon in den dreifliger Jahren, dafl man auf die Ableitbarkeits-
relation aus Definition 3.2.1 ein korrektes und vollstandiges Verfahren fir die rein
universelle F—Unifikation stiitzen kann. Wie der folgende Satz zeigt, behélt die-
ses Ergebnis — die Relation &5 ist gerade so definiert — auch fiir die gemischte

E—Unifikation Giltigkeit:

Satz 3.2.2
Seten F eine Menge von Gleichungen, s und t Terme und o eine Substitution. Es
qilt

EE (s~t) gdw. 5t

Beweis:

Es gilt £ & (s & t) iiber einer Signatur S genau dann, wenn £ [E (s ~ t) iiber der
Signatur S’ gilt, in der die in (F,s,t) frei auftretenden Variablen Konstanten sind
(Def. 2.2.5). G. Birkhoff zeigte, daf dies genau dann gilt, wenn s aus ¢ (bzw. t aus s)
ableitbar ist bezliglich der in der Literatur iiblichen (beispielsweise in [Dershowitz,
1989]) Ableitbarkeitsrelation fiir rein universelle Gleichungsmengen FE. Diese unter-
scheidet sich von der Ableitbarkeitsrelation <55 (Def. 3.2.1) nur dadurch, daB die
Einschrankung entféillt, dafl die Substitution o keine freien Variablen belegen darf.
Diese Einschrankung wird aber in der Priadikatenlogik iiber S’ genau dadurch simu-
liert, daf§ die in F freien Variablen als Konstanten aufgefalt werden (die Variablen
in s und ¢ werden ohnehin nicht belegt). Also ist s aus ¢ beziiglich dieser Relation
iiber der Signatur 8’ genau dann ableitbar, wenn s <>, ¢ iiber S gilt. [

Korollar 3.2.3
Seien (F,s,t) ein gemischtes E—Unifikationsproblem und o eine Substitution. o ist
genau dann eine Losung des Problems, wenn

*
SO <y, to

gilt.

Beweis:
Die Behauptung folgt mit Definition 3.1.2 sofort aus Satz 3.2.2. [

Ein E-Unifikationsproblem (F, s,t) kann also dadurch gelést werden, dafl man nach
Substitutionen ¢ sucht, so daf} es einen Eo-Beweis fiir so <, to gibt. Der Such-
raum nach einer Losung ist jedoch ungeheuer grof}, denn:

. . . . b . .
1. Die Suche nach einem Fo—-Beweis fiir so <5, to ist, insbesondere wegen der
. * . . . . . .
Symmetrie von <, , ein duflerst indeterministischer Prozef.

2. Korollar 3.2.3 liefert nur einen Test. Wie eine Substitution o, die eine Lésung
sein konnte, zu finden ist, bleibt zuné&chst unklar.
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Diese beiden Probleme zu l6sen, den Suchraum einzuschrianken und so eine effizi-
ente Implementierung zu ermoglichen, ist das Ziel aller im weiteren beschriebenen

Verfahren.

Die Intention bei der Unterscheidung rein universeller, rein starrer und gemisch-
ter K—Unifikationsprobleme ist, wie schon in Abschnitt 3.1 kurz angedeutet, daf die
Gleichungen in F in verschiedener Weise in einem Fo-Beweis fiir so <5, to verwen-
det werden konnen, d. h. in einem Beweis dafiir, dafl o ein (gemischter) £—Unifikator
von s und ¢ ist:

1. Im rein universellen Fall mehrfach, mit verschiedenen Instantiierungen fiir die
Variablen, die sie enthalten.

2. Im rein starren Fall zwar auch mehrfach aber mit nur jeweils einer Instantiie-
rung einer Variablen, die fiir alle Gleichungen und alle Anwendungen dieselbe
ist.

3. Im gemischten Fall soll es beide Moglichkeiten geben.

Tatséchlich kommen diese Forderungen in der Definition der Ableitbarkeitsrela-
tion <., zum Ausdruck, denn:

1. Enthdlt F eine rein universelle Gleichung G, so ist diese auch in Fo enthal-
ten, denn alle Variablen in ' sind gebunden, und daher durch die Substitu-
tion nicht belegt worden. Da in der Definition der Ableitbarkeitsrelation <5
(Def. 3.2.1, Punkt 3) nur die Belegung freier Variablen eingeschankt ist, kann
die Gleichung GG in einem Eo-Beweis mit beliebigen Instantiierungen verwen-
det werden.

2. Ist GG dagegen eine rein starre Gleichung, enthélt Fo die Gleichung Go. Sie
kann bei jedem Beweisschritt nur in genau dieser Form, mit den durch o
bestimmten Variablenbelegungen verwendet werden, denn auch die von o
nicht belegten, in G'o noch frei auftretenden Variablen diirfen wegen der Fin-
schrdankung in der Definition von <5 (Def. 3.2.1, Punkt 3) nicht instantiiert
werden.

3. Der Absicht, beide Méglichkeiten zugleich zur Verfiigung zu haben, entspricht,
daB nicht nur rein universelle und rein starre Gleichungen in einer (gemischten)
Menge I liegen kénnen, sondern dafl sogar einzelne Gleichung G sowohl freie
als auch universell gebundene Variablen enthalten und damit teilweise starr
und teilweise universell sein kénnen.

Daraus folgt mit Korollar 3.2.3 auch, dal die Definition der gemischten K-Unifika-
tion der Intention entspricht.

Da die Gleichungen nicht beliebig instantiiert werden kénnen, sind bei der gemisch-
ten F-Unifikation die Ressourcen, die zum Beweis zur Verfiigung stehen, gegeniiber
der rein universellen F/—Unifikation eingeschriankt, was in dem folgenden Satz zum
Ausdruck kommt:
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Satz 3.2.4

Sei (E,s,t) ein gemischtes E—-Unifikationsproblem. Enthdlt Fy den All-Abschlufl
aller Gleichungen in E, dann ist jede Substitution o, die Losung ist von (E,s,1),
auch Losung des rein universellen Problems (Fy, s, t).

Beweis:

Es gilt <5 C <5, , denn wie man anhand von Definition 3.2.1 leicht nachvollzieht,
ist (G, p, o) eine Rechtfertigung fiir s <5, ¢, wenn (G, p, o) eine Rechtfertigung fiir
s < g tist und Gy € Fy der All-Abschlufl der Gleichung GG € F.

Sei nun o ein beliebiger Unifikator von (F,s,t). Dann folgt aus Korollar 3.2.3
so &, to und also so QEVU to und daraus (wiederum mit Korollar 3.2.3), dafi o
auch FE—Unifikator von (Fy, s, t) ist. |

Zum Abschlufl wird bewiesen, daf einige einfache, fiir rein universelle und rein starre
E-Unifikationsprobleme bekanntermafien geltende Aussagen” auf die gemischte F-
Unifikation tibertragen werden kénnen.

Lemma 3.2.5
Sei (F,s,t) ein gemischtes E—Unifikationsproblem mit
S QE t.
Dann gilt fiir jede Substitution T
ST QET iT

Beweis:
Gelte zunichst s <5, ¢t mit einer Rechtfertigung (G, p, o), wobei G = (Vz)(l ~ r).
Sei 7/ = TFree(er) die Einschrankung von 7 auf die in G frei auftretenden Variablen.

Dann gilt s7 <5, t7 mit der Rechtfertigung (G, p,o o 7'), denn:

1. Gr = (Va)(Ir' ~ r1');

2. da s keine der in (¢ gebunden auftretenden Variablen enthélt (siehe Fufinote
zu Definition 3.1.2), und o keine in G frei auftretenden Variablen belegt, folgt
aus s, = lo, daB s, = s7'|, = lo7’' = 7’0 gilt.

3. In gleicher Weise folgt aus t = (s[p/r])o, daB t7 = s[p/ro] = (s[p/r])7'0.
4. SchlieBlich gilt auch Dom(o o 7/) N Free(G7) = 0.

Sei nun

s=tlgergli g opt, =1
ein Beweis fiir s <, t. Aus dem bisher bewiesenen folgt, dafi dann
ST =1oT =g, 14T 5 1,7 =17

. . . b .
ein Beweis fiir s7 <, t7 ist. [ |

" Fiir die rein universellen E-Unifikationsprobleme sind sie in [Siekmann, 1989], fiir die rein
starren Probleme in [Gallier et al., 1992] enthalten.
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Aus dem Lemma folgt sofort:

Satz 3.2.6
Die Substitution o sei Losung eines gemischten E—-Unifikationspronlems (E,s,t).
Dann ist jede Spezialisierung 7 von o (d.h. o < 1) ebenfalls Losung von (E,s,1).

Beweis:
Sei 7 =0'00. Auch (Fo,so,to) ist ein gemischtes F—Unifikationsproblem und
erfilllt gemafl Korollar 3.2.3 die Voraussetzungen von Satz 3.2.5, und es folgt

1 ox !
SO0 g too

und also
*
ST <p, T .

Daraus folgt (wieder mit Korollar 3.2.3), daff 7 eine Losung des Problems (F, s, 1)
ist. [

Satz 3.2.7
Set I eine Menge von Gleichungen, t,1,r seien Terme und p sei eine Position in t.
Gilt

[ —pr

dann auch
slp/1] <5 slp/r]
d.h., &5 ist monoton beziglich der Termstruktur.

Beweis:
Sei S die verwendete Signatur, und 8" — wie in Definition 2.2.5 — die Signatur, in
der die auftretenden freien Variablen Konstantensymbole sind.

Aus | &, r folgt zunichst £ & (I ~r) und also M & (I = r) fiir jedes kanonische
Modell M von E iiber der Signatur §’. Wegen der Monotonie der Gleichheit beziigli-
cher der Termstruktur, und weil M ein kanonisches Modell ist, gilt dann auch

M & (s]l] & s[r]). Nun kann man die SchluBkette umkehren: Da M beliebig ge-
wiahlt werden kann, folgt £ = (s[/] = s[r]), und daraus s[l] <5 s[r]. |

3.3 Volistindige Mengen allgemeinster Unifikatoren

Oft reicht es nicht aus, nur (irgend-)einen Unifikator fiir ein gegebenes Problem zu
bestimmen. Alle Lésungen bendtigt man in der Regel aber auch nicht, sondern es
geniigt eine in gewissem — im folgenden prézisierten — Sinne vollstdndige Menge
von Unifikatoren.

Eine naheliegende und héufig angewendete Moglichkeit, die Zahl der Unifikatoren,
die in einer solch vollsténdigen Menge von Unifikatoren liegen miissen, und damit
auch den Suchraum einzuschrinken, ist, nur allgemeinste Unifikatoren® zu berech-
nen. Allgemeinste Unifikatoren sind solche Lésungen eines Unifikationsproblems,

8 Sie werden im folgenden auch als MGUs (most general unifiers) bezeichnet.
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die minimal sind beziiglich einer auf den Substitutionen definierten Subsumtionsrela-
tion <.? Diese Relation muf} sinnvoller Weise zumindest die folgenden Eigenschaften

haben:

(S1) Sie muf} eine Halbordnung sein, d. h. transitiv und reflexiv.

(S2) Sie muf abgeschlossen sein bezliglich der Menge der Unifikatoren. Ist also o
Lésung eines gegebenen Problems, und gilt o < 7, so muf} auch 7 Lésung sein.

Fiir eine Implementierung sind auflerdem folgende Eigenschaften wichtig:

(S3) Die Relation selbst sollte einfach berechenbar, d.h. o < 7 fiir gegebene Sub-
stitutionen o und 7 schnell zu tiberpriifen sein.

(S4) Es sollte entscheidbar sein, ob zwei gegebene Substitutionen oy, 09 eine ge-
meinsame Spezialisierung, d. h. eine Substitution 7 mit

o <7 und oy <7,

besitzen, und eine solche sollte ggf. moglichst einfach zu berechnen sein.

Unter Verwendung einer Relation < mit diesen Eigenschaften ist nun eine vollstan-
dige Menge allgemeinster Unifikatoren in folgender Weise definiert (beispielsweise

[Siekmann, 1989]):

Definition 3.3.1 (Vollstandige Menge allgemeinster Unifikatoren)
Ist L die Menge aller Losungen eines FE—-Unifikationsproblems, dann heiffe eine
Menge U C Subst, die die Bedingung

(1) U C L (Korrektheit)
erfillt, eine vollstindige Menge allgemeinster Unifikatoren des Problems, falls:
(2a) Fir jedes 7 € L gibt es ein 0 € U mit o < 7 (Vollstindigkeit).
Sie heiffe grund—vollstindige Menge allgemeinster Unifikatoren, falls:

(2b) Fiir jede Grundsubstitution 7 € L gibt es ein o € U mit o < 7 (Grund-Voll-
stindigkeit).

U heifst eine minimale vollstindige (bzw. grund-vollstindige) Menge allyemeinster
Unifikatoren, falls auflerdem gult:

(3) Es gibt keine Unifikatoren 1,00 € U, 01 # 02, mit o1 < oy (Minimalitdt).

¥ Die Orientierung des Symbols < widerspricht der Intuition: o < 7 bedeutet, daf} die , kleinere®
Substitution ¢ die ,groflere” Substitution 7 subsumiert.
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Eine zu der in Definition 3.3.1 dquivalente Formulierung der Minimalitat ist die,
dafBl eine Menge allgemeinster Unifikatoren unvollsténdig wird, wenn man auch nur
einen Unifikator aus ihr entfernt. Die Forderung nach Minimalitdt kann u.U. ein-
geschrankt werden, wenn das Entfernen tiberfliissiger Unifikatoren einen zu grofien
Aufwand bedeutet.

Fiir praktisch alle Anwendungen, insbesondere auch fiir das automatische Beweisen,
ist es vollig ausreichend, statt der Menge L aller Losungen eines Unifikationspro-
blems, eine vollstandige Menge U allgemeinster Unifikatoren zu berechnen. Auch
geniigt es fir viele Fragestellungen, nur eine grund-vollstdndige Menge von Uni-
fikatoren anzugeben, beispielsweise, wenn es darum geht, die Unifizierbarkeit von
Termen zu tiberpriifen.

Normalerweise wird fiir die Definition allgemeinster Unifikatoren die gewohnliche
Spezialisierungsrelation < (Def. 2.3.6) verwendet. Sie hat die Eigenschaften (517)

bis (S4). Bei der gemischten E—Unifikation ist aber auch die folgende Subsumtions-
relation <, sinnvoll:!°

Definition 3.3.2 (Die Relationen T, und <)
Set E eine Menge von Gleichungen. Dann sind die Relationen

Cs, <z € Subst x Subst
auf den Substitutionen definiert durch:
o
genau dann, wenn
Er Eo(z) ~ 7(x) fir alle x €V

und
o<, T

genau dann, wenn es eine Substitution o' gibt, so daf

(c'ood)CyT .

Die intuitive Bedeutung von o <, 7 ist, daf} es eine Spezialisierung von o gibt,
die mit Hilfe von E7 aus 7 abgeleitet werden kann. Damit héngt die Relation <j
— anders als die Spezialisierungsrelation < — von der jeweiligen Menge I von
Gleichungen ab.

Beispiel 3.3.3
Sei By = {f(a) ~ a}. Dann gilt {«/f(a)} Ty {x/a} und {z/f(y)} <p {x/a}.
Mit Fy = {2 ~ a} gilt {x/a} C; {x/b}, aber nicht {x/b} Ty {x/a}. Die Relationen

C, und <, sind also nicht symmetrisch. u

10°Sie ist in &hnlicher Weise in [Gallier ef al., 1992] definiert — dort allerdings nur fiir die rein starre
E—Unifikation. Auch ihre Finschrankung auf rein universelle Mengen E wird in der Literatur
verwendet. Fir diese, insbesondere fiir £ = (), hat <, die Eigenschaften (S1) und (S2), was es
rechtfertigt, — wie in der Literatur zur rein universellen E—Unifikation {iblich — die notwendigen
Eigenschaften von < nicht explizit aufzuzihlen, sondern als gegeben hinzunehmen.
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Fiir £ = 0 stimmt <, mit < iiberein:

Lemma 3.3.4
Es gilt
<o =<

Beweis:

Seien ¢ und 7 beliebige Substitutionen. Wie aus Definition 3.3.2 folgt, gilt ¢ C, 7
genau dann, wenn o = 7, also 0 <, 7 genau dann, wenn es eine Substitution ¢’ gibt,
so daf} (¢’ 0 o) = 7. Dies wiederum ist gleichbedeutend mit o < 7. [

Die Relation <, hat die fiir eine Subsumtionsrelation auf den Substitutionen not-

wendigen Eigenschaften (S1) und (52):

Lemma 3.3.5
Sei (F,s,t) ein gemischtes E—Unifikationsproblem. Dann gilt:

(S1) <y ist eine Halbordnung.

(S2) Ist o ein Unifikator, und gilt o <; 7, dann ist auch 7 ein Unifikator.

Beweis:
(S1): Die Reflexitivitit der Relation <, folgt direkt aus ihrer Definition. Zu zeigen
bleibt, dafl <, auch transitiv ist. Seien also o,7,p beliebige Substitutionen mit

O<pT<pp .
Es gibt also Spezialisierungen o’ = (6" o o) und 7" = (7" 0 7), so daB
o Cy,7m und 7 E,p
und also N N
Er E (d'(z)~7(z)) und EpE (7'(z) =~ p(z))

fiir jede Variable x. Daraus kann man wegen der Monotonie der Gleichheit beziiglich
der Termstruktur

Er' E ("o o) (z) = 7'(2))
und fiir alle G € E7/
EpEG
folgern, und daraus wiederum
EpE (" od")(z) ~ p(x) .
Dann gilt aber, da dies fiir jede Variable x gilt, und (7" 0 ¢’) eine Spezialisierung
von o ist, auch o <, p.

(S2): Seien o und 7 Substitutionen mit o =, 7, und o sei ein Unifikator von (F, s,1).
Es gilt also Eo |E (so ~ to) und Er = (o(z) ~ 7(x)) fiir alle Variablen z. Wegen
der Monotonie der Gleichheit folgt £ E G fiir alle G € Eo, daraus Et E (so ~ to)
und wieder wegen der Monotonie der Gleichheit Er E (s7 & t7).

Gelte o <, 7. Dann gibt es eine Spezialisierung ¢’ von o mit ¢’ T, 7. ¢’ ist ebenfalls

ein Unifikator (Satz 3.2.6) und also, wie aus der schon bewiesenen Abgeschlossenheit
von C,, folgt, auch 7. [
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Die Eigenschaft (S3) hat die Relation T jedoch nicht, denn fiir beliebige F ist bei
gegebenen o und 7 die zu {iberpriifende Bedingung

Er Eo(z) ~ 7(z)

nicht entscheidbar (wohl aber fiir rein starre F). Ein noch grofieres Problem stellt
die — eigentlich wiinschenswerte — Eigenschaft (S4) dar. Da die Relation Cj nicht
symmetrisch ist (Beispiel 3.3.3), ist es schwierig, bei gebener Substitution o solche
Substitutionen 7 zu bestimmen, fir die o T 7 gilt. Das ist aber notwendig, um
eine Vereinigung zweier Substitutionen oy und o3 zu berechnen.

Trotzdem iiberwiegen die Vorteile, wenn man die Relation <, statt der Spezialisie-
rungsrelation < als Subsumtionsrelation verwendet, da vollstindige Mengen allge-
meinster Unifikatoren mit ihr sehr viel weniger Elemente haben.

3.4 Entscheidbarkeit

Bevor im néchsten Abschnitt auf verschiedene Verfahren zur F—Unifikation né&her
eingegangen wird, soll hier zundchst geklart werden, in welchen Féllen die Exi-
stenz einer Losung iiberhaupt entscheidbar ist, und welche Eigenschaften (endlich,
entscheidbar oder aufzdhlbar) die Mengen allgemeinster Unifikatoren haben. Ta-

belle 3.2 gibt eine Ubersicht.

Problem Entscheid- MGUs, Simultanes Verfahren

barkeit vollstandig® Problem
Syntaktische Unif., entscheid- einelementig | entscheid- Robinson,
E=0 bar (bzw. leer) bar Martelli-Montanari
Grundterme u. entscheid- einelementig | entscheid- [Shostak, 1978],
—gleichungen, bar (bzw. leer) bar [Nelson & Oppen, 1980]
Var({F,s, 1)) =0
Rein universell, unentscheid- | aufzdhlbar unentscheid- | Knuth—Bendix—Verf.,
Free(E) =0 bar bar Unfailing KBA
Rein starr, entscheid- endlich/ entscheid- [Gallier et al., 1992],
Bound(E) =0 bar aufzihlbar? bar (7)° [Goubault, 1993]
Gemischt, unentscheid- | aufzdhlbar unentscheid- | [Beckert, 1991],
E beliebig bar bar Verfahren in Kapitel 4

¢ Vollstdndige Menge allgemeinster Unifikatoren.
b Endlich beziiglich der Relation <, auf den Substitutionen, aufzihlbar beziiglich <.
¢ [Gallier et al., 1992] enthilt zwar ein entsprechendes Theorem; an dessen Korrektheit bestehen

jedoch gewisse Zweifel (sieche Abschnitt 3.6.5).

Tabelle 3.2: Entscheidbarkeit der verschiedenen Versionen der F—Unifikation.

Gemischte E-Unifikation

Die gemischte F—Unifikation ist, wie schon ihr rein universeller Spezialfall (s.u.),
unentscheidbar. Eine vollstindige Menge allgemeinster Unifikatoren ist jedoch —
gestiitzt auf Satz 3.2.2 und sein Korollar — in jedem Falle aufzihlbar.'!

1 Wie dies in effizienter Weise geschehen kann, ist, neben der Anwendung auf den Tableaukalkiil,
die wesentliche Fragestellung dieser Arbeit.
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Syntaktische Unifikation

Die syntaktische Unifikation, d. h. die E-Unifikation fiir £ = (), — ohne sie kommt
praktisch kein Kalkiil fiir die Préadikatenlogik aus — ist bekanntlich entscheidbar.
Mengen allgemeinster Unifikatoren sind einelementig (vorausgesetzt es existiert ein

Unifikator).

Neben dem Standardverfahren von J. A. Robinson gibt es eine Reihe sehr effizien-
ter Methoden, insbesondere auch fiir simultane Probleme (beispielsweise das von

Martelli und Montanari [1982]).

E-Unifikation mit Grundtermen und —gleichungen

Unifikationsprobleme, die ausschlieflich aus Grundtermen bestehen, sind entscheid-
bar. Entsprechende Verfahren bilden dazu einen Kongruenzabschlufl beziiglicher der

Ableitbarkeitsrelation (siehe Abschnitt 3.5).

Da fiir ein solches Problem stets entweder alle Substitutionen Lésungen sind oder
keine, besteht eine vollstdndige Menge allgemeinster Unifikatoren nur aus der be-
ziglich der verwendeten Subsumtionsrelationen allgemeinsten Substitution :d.

Rein universelle E-Unifikation

Es ist bekannt, dafl schon die rein universelle K—Unifikation — und damit erst recht
auch die gemischte — im allgemeinen unentscheidbar ist. Eine grofie Rolle spielt
darum die Frage, fiir welche speziellen Gleichungsmengen F sie dennoch entscheidbar
ist. Diese Frage ist fiir eine grofie Zahl von F untersucht worden ([Siekmann, 1989]
gibt eine Ubersicht).

Beispiel 3.4.1
Unentscheidbar ist die rein universelle F—Unifikation beispielsweise fiir jede Menge ¥
von Gleichungen, die das Assoziativitdtsaxiom

As = (Vo) (Vy)(V2)(f(f(2,9), 2) = [, [(y,2)))

und die Distributivitatsaxiome

Disp = (Ya)(Vy)(V2)(f(x, fly,2)) = [(f(x,y),
Dis;, = (Va)(Vy)(V2)(f(f(z,y),2) =~ f(f(z,y),

fiir auch nur ein Funktionssymbol f enthalt. a

Entscheidbar ist die rein universelle K—Unifikation inbesondere immer dann, wenn
ein zu F Aquivalentes vollstandiges Reduktionssystem (siehe Abschnitt 3.6) exi-
stiert. Auf die Konstruktion und Anwendung solcher Reduktionssysteme stiitzen
sich die vervollstandigungsbasierten Verfahren zur rein universellen £-Unifikation,

insbesondere der Knuth-Bendix—Algorithmus (siehe Abschnitt 3.6.4).
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Rein starre E-Unifikation

Die rein starre E-Unifikation ist NP-vollstandig und also entscheidbar [Gallier et
al., 1992]. Dieses Ergebnis beruht ganz wesentlich darauf, dal Mengen allgemein-
ster Unifikatoren fiir rein starre Probleme als endlich und berechenbar bewiesen
werden, und zwar beziiglich der Subsumtionsrelation <. Beziiglich der Relation <
sind allgemeinste Unifikatoren auch fiir rein starre Probleme nur aufzédhlbar (siehe

Abschnitt 3.6.5).

Simultane Probleme

Da schon die einfache gemischte F—Unifikation unentscheidbar ist, gilt das erst recht
fiir simultane Probleme. In wie weit die — fiir die verschiedenen Spezialfélle der ge-
mischten F—Unifikation unterschiedlichen — Eigenschaften (Endlichkeit, Entscheid-
barkeit) vollstandiger Mengen allgemeinster Unifikatoren erhalten bleiben, hangt
ganz wesentlich von der verwendeten Subsumtionselation auf den Substitutionen
ab; insbesondere davon, ob diese Relation neben den notwendigen Eigenschaften
(S1) und (S2) auch die Eigenschaft (S4) hat. Denn um die Losungen eines simulta-
nen Problems aus den Lésungen der Einzelprobleme zu berechnen, ist es notwendig,
die Vereinigung von Losungen, d. h. gemeinsame Spezialisierungen von Unifikatoren,
zu bilden.

Im Gegensatz zu < hat die Relation <, die Eigenschaft (S4) — zumindest fiir
beliebige Mengen F£ — nicht. Ob sie sie fiir rein starre F hat, ist zumindest fraglich
(siehe Abschnitt 3.6.5).

Die Aufzihlbarkeit der Losungen eines gemischten F—Unifikationsproblems, wie auch
vollsténdiger Mengen allgemeinster Unifikatoren, bleibt in jedem Fall erhalten, weil
die Schnittmenge endlich vieler aufzdhlbarer Mengen wieder aufzdhlbar ist.

Sind bei einem simultanen Problem die Mengen der Gleichungen identisch, hat es
also die Form

{(E,s1,t1), .oy (F, S, tn) ),

so ist es dquivalent zu dem einfachen Problem

(B, f(s1,. oy 8n), [ty tn))

(dabei ist f ein beliebiges, im urspriinglichen Problem nicht auftretendes Funkti-
onssymbol). Solche simultanen Probleme haben also die gleichen Eigenschaften wie
einfache Probleme und kénnen mit entsprechenden Verfahren gelost werden.

3.5 Berechnung von Aquivalenzklassen

Eine Méglichkeit, F-Unifikationsprobleme zu 16sen, besteht darin, die Aquivalenz-
klassen der zu unifizierenden Terme beziiglich der Ableitbarkeitsrelation <, zu be-
rechnen.

Definition 3.5.1 (Aquivalenzklasse [t]z) )
Sei t ein Term und E eine Menge von Gleichungen. Dann bezeichnet [t|g die Aqui-
valenzklasse von t beziglich <.
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Aus Korollar 3.2.3 folgt sofort:

Satz 3.5.2
Fine Substitution o ist genau dann eine Losung des E—-Unifikationsproblems (FE, s, 1),
wenn

[solpe = [tolEs

d. h. genau dann, wenn es einen Term
t' € [so]lp, N [to]r,

qibt.

Es bleiben jedoch zwei Schwierigkeiten zu 16sen: Zum einen liefert Satz 3.5.2 nur
einen Test und macht keine Aussage dariiber, wie ein Unifikator o zu bestimmen ist;
und zum zweiten ist unklar, wie man bei der Berechnung der Aquivalenzklassen von
s und t Redundanzen vermeiden und moglichst schnell einen Term ¢’ finden kann,
der beweist, dafl die Klassen gleich sind.

Beide Probleme spielen keine Rolle, wenn ein E-Unifikationsproblem nur Grund-
terme enthéalt. Bei einem solchen sind entweder alle Substitutionen Unifikatoren
oder aber keine. Es ist also nur von Interesse, ob es 16sbhar ist. Diese Frage ist, wie
aus dem folgenden Satz [Shostak, 1978] folgt, entscheidbar:

Satz 3.5.3
Sei (K, s,1) ein E-Unifikationsproblem mit Var((F, s, t)) = (.

Ist das Problem lésbar, dann ¢ibt es einen Beweis

(s$,t1, .0y tn, 1) (n>0)
fir s Spt, so daf die Terme ty, ..., t, simtlich Terme in oder Unterterme von
Termen in (K, s,1) sind.

Um ein nur aus Grundgleichungen und —termen bestehendes F-Unifikationsproblem
zu lésen, geniigt es also, den KongruenzabschluB!'? derjenigen Terme und Unterterme
zu berechnen, die in (F,s,t) auftreten. Verfahren, die auf diesem Kongruenzab-
schluf beruhen, sind darum sehr effizient.!?

Auch bei rein universellen F—Unifikationsproblemen kann man das Problem, daf}
Satz 3.5.2 nur einen Test liefert umgehen: Fiir rein universelle Gleichungsmengen F
hingt die Aquivalenzklasse [t]g, eines Terms ¢ wegen Eo = E nicht von der Sub-
stitution o ab. Mit Hilfe des folgenden Satzes kann man es auflerdem vermeiden,
[to]p fiir verschiedene o berechnen zu miissen, indem man ein rein universelles Pro-
blem (F, s,t) auf ein anderes rein universelles Problem (F’, s',t') reduziert, bei dem
s" und ¢’ Grundterme sind:

12 [Goubault, 1993] enthilt eine elegante Fixpunktdefinition des Kongruenzabschlusses (wobei die
Menge der Klasseneinteilungen als Verband aufgefafit wird), aus der sofort die Berechenbarkeit
des Abschlusses (und sogar ein Verfahren dafiir) ableitbar ist.

13 Ein sehr effizientes und ausgefeiltes Verfahren ist beispielsweise in [Nelson & Oppen, 1980]
angeben; es verwendet u. a. Hashing und Methoden der Graphentheorie.
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Satz 3.5.4
Fin rein universelles E—-Unifikationsproblem (E,s,t) besitzt genau dann eine Lo-
sung, wenn das rein universelle Problem

(EU{(Vo)(eq(x,x) ~ true, (Yy1)...(Vyn)(eq(s,t) ~ false)}, true, false)

eine Losung besitzt. Dabei sind y1,...,y, die in s und t auftretenden Variablen,
true und false sind neue Konstanten, eq ist ein neues Prddikatensymbol und x eine
neue Variable.

Allerdings erlaubt es dieser Satz nicht — zumindest nicht ohne weiteres — Unifika-
toren fiir das urspriingliche Problem (FE,s,t) zu bestimmen, wenn man festgestellt
hat, daB solche existieren miissen, weil (£’ s’ 1) l6sbar ist.

Auch gilt Satz 3.5.3 fiir rein universelle Probleme nicht — das wiirde ihrer Unent-
scheidbarkeit widersprechen. Darum bleibt das Problem, die Aquivalenzklassen der
Terme true und false in effizienter Weise zu bestimmen, schwierig. Als Losung
bieten sich vervollstindigungsbasierte Verfahren an (siehe Abschnitt 3.6).

Bei allen F—Unifikationsproblemen, die nicht rein universell sind, also bei der all-
gemeinen gemischten F-Unifikation, aber auch schon bei rein starren Problemen,
kommt das Problem voll zum Tragen, dafl man eigentlich einen méglichen Unifika-
tor o schon kennen muB, bevor man daran gehen kann, die Aquivalenzklassen zu
berechnen; denn fiir nicht rein universelle £ hdngt die Relation &, und damit die
Aquivalenzklasse [t]g, eines Termes von o ab.

Es ist viel zu aufwendig, alle Substitutionen der Reihe nach auszuprobieren. Selbst
wenn man dabei Heuristiken anwendet, um Redundanzen zu vermeiden, und nur
moglichst allgemeine Substitutionen verwendet und nur solche, die zu unterschied-
lichen Aquivalenzklassen fithren, wird doch viel zu viel redundante Information er-
zeugt; der Suchraum ist fiir eine Implementierung viel zu grof.

Allerdings mufl man beriicksichtigen, dafl in der Regel auch fiir verschiedene o sich
unterscheidende Aquivalenzklassen [t] g, zumindest doch in ihrer Struktur sehr dhn-

lich sind.
Das in [Beckert, 1991, Beckert & Hahnle, 1992] beschriebene Verfahren nutzt diese

Tatsache dadurch aus, daf§ alle Verschledenen Aquivalenzklassen eines Terms durch
nur eine Menge (1) g dargestellt werden:

Definition 3.5.5 (Die Menge (t)g)
Sie t ein Term und FE eine Menge von Gleichungen. Dann ist

(g = {s, : o ist eine allgemeinste Substitution (bzgl. <),
so daff so € [to]p, }

Die an ein Element s, € (t)g angeheftete (allgemeinste) Substitution o kann als
notwendige Bedingungen dafiir aufgefafit werden, dafl s (bzw. so) aus t (bzw. to)
ableitbar ist. Die Mengen (t)g enthalten nur wenig Redundanz, da ihre Definition
eine Beschrankung auf allgemeinste Substitutionen enthélt, und, was in verschie-
denen Aquivalenzklassen gleich ist, in ihnen nur einmal vorkommt.
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In [Beckert, 1991] ist beschrieben, wie die Mengen (t)g recht effizient berechnet
werden kénnen. Das Verfahren beruht darauf, durch Anwendung der Gleichun-
gen in E induktiv Mengen ()%, ()], (1)%, ... zu konstruieren, die, ausgehend von
()% = {tia}, die Menge (t)p annahern.

Darauf aufbauend kann man fiir jedes beliebige gemischte F-Unifikationsproblem
(E,s,t) eine Menge allgemeinster Unifikatoren bestimmen:

Satz 3.5.6
Sei (F,s,t) ein gemischtes E—Unifikationsproblem. Dann ist die Menge
U={oyUoyUos : es gibl 1), € [t]g, s, € [s]g, so daf s', 1 (syntak-

[

tisch) unifizierbar sind mit MGU o3 }

eine beziiglich der Subsumtionsrelation < auf den Substitutionen vollstindige Menge
allgemeinster Unifikatoren von (F, s, t).

Beweis:
Beweis zu Satz 4.7.13 in [Beckert, 1991]. |

Bei der Anwendung dieses Verfahrens ist es nicht nétig und wére eher von Nachteil,
den ,,Trick“ aus Satz 3.5.4 (bzw. seine starre Version, Satz 3.6.18) anzuwenden.

Dieses Verfahren ist das bisher einzige zur Lésung allgemeiner gemischter £F—Uni-
fikationsprobleme. Es krankt jedoch an der Moéglichkeit die Gleichungen in E bei
der Konstruktion von (t)g symmetrisch, in beide Richtungen anzuwenden, was trotz
der Verbesserungen und zusétzlich angewendeter Heuristiken zu einem grofien Such-
raum fithrt. Zudem ist die E-Unifizierbarkeit von Termen — auch fiir rein starre
Probleme — mit dieser Methode nicht entscheidbar.!* Diese Probleme zu ldsen
und die genannten Vorteile mit denen der im nédchsten Abschnitt beschriebenen ver-
vollstandigungsbasierten Ansitzen zu verbinden, ist das Ziel des neuen, in Kapitel 4
beschriebenen Verfahrens.

3.6 Vervollstandigungsbasierte E—Unifikation

3.6.1 Grundlagen

Das Hauptproblem bei der Berechnung von E-Unifikatoren ist, wie schon gesagt,
die Symmetrie der Gleichheit und die daraus resultierende Symmetrie der Ableit-
barkeitsrelation < .

Das Problem kann man 16sen, indem man zu Reduktionsregeln — im Prinzip ori-
entierte Gleichungen — iibergeht, die eine nicht symmetrische Ableitbarkeitsrela-
tion =5 induzieren. Ist die Relation =5 konfluent und wohlfundiert, definiert sie
fiir jeden Term eine Normalform, die mit Hilfe der Reduktionsregeln relativ einfach
berechenbar ist. Ist zudem der symmetrische AbschluB von = gleich &, 148t sich
iiberpriifen, ob s &5 ¢ fiir beliebige Terme s und ¢ gilt, denn dann haben s und ¢
dieselbe Normalform.

14 Die Unifikatoren sind nur aufzidhlbar.
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Die Idee nun ist, ein gegebenes Reduktionssystem R, das die Anforderung <, = <,
schon ertiillt, so zu transformieren — zu vervollstandigen —, daf} es konfluent wird.
Dazu werden die Regeln in R in bestimmter Weise auf R selbst angewendet, und
dabei auch neue Regeln erzeugt. Die Forderung, daB =, wohlfundiert sei, kann da-
durch eingehalten werden, dafy die Orientierung der Reduktionsregeln einer wohlfun-
dierten Reduktionsordnung = (Def. 3.6.6) auf den Termen entspricht, so daf = eine
Teilrelation von = ist. Die verwendete Reduktionsordnung > hat damit entschei-
denden Einflufl auf den Vervollstandigungsprozefl; auf die Schwierigkeit, > gilinstig
zu wahlen, wird in Abschnitt 3.6.2 eingegangen.

Die Vervollstandigung eines Reduktionssystem spiegelt sich in einer Transforma-
tion der mit seiner Hilfe durchfiihrbaren Gleichheitsbeweise wieder. Durch die Ver-
vollstdndigung kénnen ndmlich Peaks in diesen Beweisen, d. h. Teilbeweise der Form
t; «—g tiy1 — g tipo beseitigt werden. Gleichheitsbeweise mit einem konfluenten Re-
duktionssystem enthalten keine Peaks mehr, sind also von der Form

lo—=r - —rlpr-rt, .

Die Konstruktion von Reduktionssystemen zu rein universellen Gleichungssystemen
ist eine hdufig angewendete Methode. Eine kompakte Darstellung aller damit ver-
bundenen Fragen und eine Ubersicht iiber die umfangreiche Literatur ist in [Dersho-
witz & Jouannaud, 1990] enthalten. Kiirzere Einfithrungen, insbesondere auch eine
Beschreibung des wichtigsten Verfahrens, des Unfailing Knuth—Bendiz—Algorithmus
(siehe Abschnitt 3.6.4), geben [Dershowitz, 1989] und [Bachmair et al., 1989].

Zunichst werden die in der Literatur zur Vervollstandigung rein universeller Glei-
chunssysteme tiblichen Begriffe in analoger Weise auf gemischte Gleichungssysteme
iibertragen:!®

Definition 3.6.1 (Reduktionsregel, Reduktionssystem)
FEine prddikatenlogische Formel der Form

(Vap)... (Va,)(s ~ 1),

die all-quantifiziert sein kann beziglich einiger oder aller der Variablen, die sie
enthdlt, heiffe Reduktionsregel.

Fine Menge R von Reduktionsregeln heiffe Reduktionssystem.'®

Das Pradikatensymbol ~+ bezeichnet die Ableitbarkeitsrelation auf der Objektebene.
Es steht in etwa dem gleichen Verhaltnis zum Symbol — der Meta—Ebene wie das
Symbol a2 zur Meta—Gleichheit =.

Definition 3.6.2 (Rein universelles, rein starres Reduktionssystem)
FEin Reduktionssystem R, d.h. eine Menge von Reduktionsregeln, heifie

o rein universell, wenn es keine freten Variablen enthdlt,

15 Im Zweifel seien alle Begriff, deren Bedeutung nicht explizit angegeben ist, wie in [Dershowitz
& Jouannaud, 1990] definiert.
16 Es gelte (ohne Beschrinkung der Allgemeinheit) Bound(R) N Free(R) = 0.
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o rein starr, wenn es keine gebundenen Variablen enthdlt.

Fir Reduktionsregeln gilt in entsprechender Weise alles das, was im vorigen Ab-
schnitt tiber die Bezeichnungen ,rein universell* und ,rein starr® und tber die
Unterschiede zu der in der Literatur iiblichen Schreibweise ohne Quantoren gesagt
wurde. Wie die gemischten Gleichungssysteme stellen gemischte Reduktionssysteme
eine Verallgemeinerung dar, die rein universelle und rein starre Systeme einschlieft.

In der gleichen Weise, wie eine Menge F von Gleichungen eine symmetrische Ableit-
barkeitsrelation <5 induziert (Def. 3.2.1), induziert ein Reduktionssystem R eine
nicht—symmetrische Ableitbarkeitsrelation —  (der einzige Unterschied ist, daf eine
Regel nur von links nach rechts und nicht wie eine Gleichung in beide Richtungen
angewendet werden kann):

Definition 3.6.3 (Ableitbarkeitsrelation — », Rechtfertigung, Beweis fiir s =5 t)
Set R eine Menge von Reduktionsregeln. Die Relation — 5 ist auf der Menge der
Terme definiert durch:

Fir zwet Terme s,t € Term gilt

s —pt

genau dann, wenn es eine Reduktionsregel
(Vay)...(Va,)({~71) €R
eine Position p in s und eine Substitution o gibt, so daf

1. s, =lo,

2. 1= (slp/r])o,

3. o belegt keine freien Variablen in s oder der Reduktionsregel.

In diesem Fall heifit das Tripel (Y1) ... (Ya,)(l~ r),p,0) eine Rechtfertigung fir

s —gpt.

Fine endliche Folge (to,...,t,) (n > 0) von Termen mit
lo—=rti —rly —=r- - —gri,

heifie ein R—Beweis fir

to =ntn -

Die Eigenschaften der Relation — , werden auf das Reduktionssystem R iibertragen:

Definition 3.6.4 (Konfluenz, Curch—Rosser—Eigenschaft, Wohlfundiertheit eines
Reduktionssystems)
FEin Reduktionssystem R

o heiffe wohlfundiert, konfluent, lokal konfluent,
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o habe die Church—Rosser—FEigenschaft,
wenn die Relation =5 die entsprechende Eigenschaft hat.

Wie schon in der Einfiihrung zu diesem Abschnitt angedeutet, kann ein F—Unifika-
tionsproblem im Prinzip dann mit Hilfe eines Reduktionssystems R gelést werden,
wenn

1. R die gleiche symmetrische Ableitbarkeitsrelation wie £ induziert, d. h., wenn

Sn=5S,,
2. R endlich, wohlfundiert und konfluent ist.

Zunéchst kann man mit einem Reduktionssystem R, das diese Eigenschaften hat,
aber nur entscheiden, ob zwei Terme gleich sind, und ob eine gegebene Substitution o
ein F-Unifikator ist. Es gibt aber auch Moglichkeiten, mit Hilfe eines wohlfundier-
ten konfluenten Reduktionssystems FE-Unifikatoren zu berechnen. Hierzu gehort
insbesondere die Methode des Narrowing, die die Anwendung der Regeln in R mit
syntaktischer Unifikation verbindet [Nutt et al., 1989].

Das Berechnen vollstindiger Mengen allgemeinster Unifikatoren fiir gemischte F—
Unifikationsprobleme ist aber auch damit zumindest problematisch. Man mufl ndm-
lich beachten, daf§ die Gleichungen in Fo fiir unterschiedliche Substitutionen o un-
terschiedlich orientiert werden miissen, und es darum im allgemeinen kein Reduk-
tionssystem R gibt, so dafl Ro fiir alle o eine Vervollstdndigung von Fo ist:

Beispiel 3.6.5

Sei die Ordnung auf den Termen so gewéhlt, dafl @ > b. Dann muf} die Gleichung
x &~ y nach Anwendung der Substitution oy = {x/a,y/b} von links nach rechts ori-
entiert werden, mit oy = {x/b,y/a} aber von rechts nach links. 0

3.6.2 Reduktionsordnungen

Die iibliche Methode sicherzustellen, daB die Ableitbarkeitssrelation =, wohlfun-
diert ist, ist zu zeigen, daf} sie Teilrelation einer wohlfundierten (partiellen) Ord-
nung > auf den Termen ist. Dies ist zumindest immer dann der Fall, wenn

1. die linke Seite jeder Regel in R grofler als ihre rechte Seite ist, d. h., wenn [ > r
fir alle (Vz)(l ~ r) € R gilt,

2. die Ordnungsrelation > monoton ist beziiglich der Termstruktur und beziiglich
Instantiierung.

Es geniigt also fiir ein spezielles Reduktionssystem R den ersten Punkt zu iiberprii-
fen, wenn die Monotonie eine bekannte Eigenschaft der Ordnungsrelation > ist:

Definition 3.6.6 ([Totale] Reduktionsordnung)

Fine strikte (partielle) Ordnung = auf den Termen heifit Reduktionsordnung, wenn
sie wohlfundiert ist und monoton beziiglich der Termstruktur und Instantiierung,
d. h., wenn fiir beliebige Terme s,t,u, Positionen p in u und Substitutionen o gilt:
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1. Wenn s = t, dann ul[p/s] = ul[p/t].

2. Wenn s > t, dann so = to.

FEine Reduktionsordnung heifit total, wenn ihre Einschrinkung auf die Menge der
Grundtermen eine Totalordnung ist.

Eine Reduktionsordnung heifit also schon dann total, wenn sie eine Totalordnung
auf den Grundtermen ist.

Ein wichtiges Beispiel fiir Reduktionsordnungen sind die lexikographischen Pfadord-
nungen [Dershowitz, 1987].

Definition 3.6.7 (Lexikographische Pfadordnung)
>p sei eine strikte Ordnung auf den Funktionssymbolen. Dann ist die (von der
Ordnung > induzierte) lexikographische Pfadordnung (LPO)

—p0 € Term x Term

definiert durch:

Fiir beliebige Terme'”
s=f(s1,..y8m) und t=g(t1,...,t,)
qilt s =1p0 t genau dann, wenn entweder
1. esein 1 <1 <m gibt, so daf$ s; =1po t oder s; =1,
2. f>rgund s o t; fiir alle 1 <35 <n, oder
3. =9, ($1,..,80) o (tny.. o tn) und s =1po t; fir alle 1 <7 <n.

Dabei bezeichnet $po die durch =ipo lexikographisch induzierte Ordnung'® auf Tu-
peln von Termen, d. h.,

<31, e ,Sn> 1Po <t17 tet 7tn>

gilt genau dann, wenn es ein 1 < 1 < n gibt, so dafy s; = 1; firl < j < 1 und
S; »1po i

Diejenige LPO, die durch die alphabetische Ordnung auf den Konstanten— und Funk-
tionssymbolen definiert wird, heifie alphabetische LPO.

Beispiel 3.6.8
Sei »po die alphabetische LPO. Dann gilt:

b ipo @
gla) o f(D)
flgla)) =wo gla)
h(b,a) o h(a,b)

17 Konstanten werden als nullstellige Funktionssymbole aufgefaft.
18 Dag heilit f >5 ¢ >, b >, a, true >, false usw.
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Lemma 3.6.9
Ist > eine Totalordnung, dann ist = po eine totale Reduktionsordnung.

Die lexikographischen Pfadordnungen sind ein méachtiges Werkzeug. Mit ihrer Hilfe
kann die Wohlfundiertheit vieler Reduktionssysteme bewiesen werden. Auflerdem
haben sie eine fiir das in Kapitel 4 beschriebene Verfahren wichtige Entscheidbar-
keitseigenschaft (Satz 4.2.14), und sind darum auch fiir die Implementierung ver-
wendet worden.

Eine Ubersicht iiber andere Reduktionsordnungen und ihre Eigenschaften gibt [Der-
showitz & Jouannaud, 1990].

3.6.3 Konfluenz und Grundkonfluenz

In vielen Féllen ist es nicht moglich, zu einem gebenen Gleichungssystem F ein dqui-
valentes Reduktionssystem anzugeben, das konfluent ist. Es gibt Gleichungssysteme
(auch rein universelle), fiir die kein solches Reduktionssystem existiert. Fiir andere
ist es mit den vorhandenen Methoden nicht zu bestimmen. Man kann aber stets ein
(u. U. unendliches) grundkonfluentes Reduktionssystem berechnen, das zu £ adqui-
valent ist [Bachmair et al., 1989)].

Definition 3.6.10 (Grundkonfluenz)
Sei 55 die durch ein Reduktionssystem R induzierte Relation auf den Grundtermen.

Die Relation =, und das System R heifien grundkonfluent, wenn die Einschrinkung
von =5 auf die Menge der Grundterme konfluent ist.

Es kann auch sein, daf} zu einem Gleichungsystem E nur ein unendliches konfluentes
Reduktionssystem existiert, es aber ein endliches grundkonfluentes System gibt.
Eine ausfiihrliche Darstellung der Gemeinsamkeiten und Unterschiede konfluenter
und grundkonfluenter Reduktionssysteme ist in [Gobel, 1987] enthalten.

Wie der folgende Satz zeigt, geniigt es fiir das automatische Beweisen vollig, wenn
man sich auf grundkonfluente Reduktionssysteme beschrankt, da die verwendeten
Signaturen in der Regel unendlich viele Konstantensymbole enthalten (namlich die
Skolem—Konstanten).

Satz 3.6.11
R sei ein Reduktionsystem iber der Signatur S, und S enthalte unendlich wviele
Konstantensymbole. Dann gilt:

R ist konfluent  gdw. R st grundkonfluent .

Beweis:
Siehe [Peterson, 1990]. |
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Auch fiir viele andere Anwendungen, wie beispielsweise Induktionsbeweise und Pro-
grammsynthese, ist Grundkonfluenz ausreichend.

Als Veranschaulichung fiir den Unterschied zwischen Grundkonfluenz und Konfluenz
mag dienen, dafl unter Umsténden fiir den Ubergang zwischen beiden ein Induktions-
schluB bzw. w—Grenziibergang notwendig sein kann, um aus ,fiir alle Grundterme ¢

gilt f(t) ~ g(t)* auf ,es gilt (Va)(f(x) ~ g(x))“ zu schlieBen.

Beispiel 3.6.12
Hier ein Beispiel fiir ein grundkonfluentes aber nicht konfluentes Reduktionssy-

(1) (Vy)(add(0,y) ~ y)
(2) (Va)(Vy)(add(s(x).y) ~ s(add(z,y)))
(3) (Vu)(Vo)(Vw)(add(u, add(v,w)) ~ add(add(u,v),w))

stem:

Mit Hilfe dieses Reduktionssystems kénnen alle Grundterme auf eine Normalform
s7(0) (7 > 0) gebracht werden. Die Umformung beruht auf einer ,Induktion® iiber
das erste Argument eines add. Steht dort jedoch kein Grundterm, kann die 0 nicht
erreicht werden.

Das Reduktionssystem ist beispielsweise nicht konfluent fiir den Term

add(u,add(s(v), s(w))) ,

denn
add(u, add(s(v), s(w))) =2y add(u, s(add(v, s(w))))
add(u, add(s(v), s(w))) — sy add(add(u, s(v)),w) .
Auf beide neuen Terme lassen sich keine Regeln mehr anwenden. O

3.6.4 Der Unfailing Knuth—Bendix—Algorithmus

Der Unfailing Knuth-Bendix—Algorithmus (UKBA) ist eine Erweiterung des von
D.E. Knuth und P.B. Bendix [1970] entwickelten Verfahres zur Vervollstandigung
rein universeller Reduktionssysteme. In Kombination mit Narrowing ist es das
wichtigste und ein haufig implementiertes Verfahren fiir die rein universelle F-
Unifikation. Eine Einfithrung und eine Ubersicht iiber die umfangreiche Literatur
zu diesem Verfahren gibt [Bachmair et al., 1989].

Die Konstruktion eines konfluenten und wohlfundierten Reduktionssystems zu ei-
ner Gleichungsmenge I/ mit Hilfe des klassischen Knuth—Bendix—Algorithmus kann
scheitern, obwohl ein solches Reduktionssystem existiert, — etwa weil die Reduk-
tionsordnung ungiinstig gewahlt ist. Dieses Problem wird durch die Weiterent-
wicklung zum UKBA gelost. Mit seiner Hilfe kann zu jedem Gleichungssystem ein
grundkonfluentes (Def. 3.6.10), jedoch nicht notwendig konfluentes Reduktionssy-
stem berechnet werden — sofern eines exisiert.

19 Das Beispiel stammt urspriinglich von L. Fribourg. Es ist zitiert in [G&bel, 1987].
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Die im folgenden verwendete — inzwischen in der Literatur iibliche — Transfor-
mationsregel-Schreibweise® fiir Vervollstindigungsprozeduren geht auf [Dershowitz,

1987] zuriick.

Definition 3.6.13 (Unfailing Knuth-Bendix—Algorithmus)
Seien (E, R) und (E', R') Paare rein universeller Mengen von Gleichungen und rein
universeller Reduktionssysteme. = sei eine totale Reduktionsordnung.*' Es gill
<E7R> |_UKBA <E/7R/>
genaw dann, wenn (E')R') aus (E,R) hervorgeht durch Anwendung einer der in
Tabelle 3.3 dargestellten Transformationsregeln des Unfailing Knuth—Bendiz—Algo-
rithmus (Orient, Delete, Deduce, Simplify 1, Simplify 2, Compose 1, Compose 2,
Collapse 1, Collapse 2).**  Dabei bedeutet s —, 1, daff es eine Rechifertigung
(V2)(I =~ r),p,o) fiir s =gt gibt, wobei zwar die Gleichung | ~ r nicht unbedingt
orientierbar ist, wohl aber ihre Instanz (I & r)o — ndmlich zu lo = ro, was s 1
impliziert.

Die Menge EP.((E, R)) der erweiterten kritischen Paare in Tabelle 3.3 ist definiert
als die Menge aller Gleichungen (V2)(Vy)(to =~ (s[p/r])o), so daf

(Va)(s~t) € R, (Vz)(s~t) € E oder (Vr)(t ~ s) € F;

(Vy)(l~r)e R, (Vy)(l=r) € E oder (Vy)(r =1) € F;

p ist eine Position in s und s|, ist keine Variable;

sp und | sind unifizierbar mit MGU o;

o so Ato;

lo £ ro.

Die wichtigste Regel ist die Deduktionsregel. Sie erzeugt aus einem kritischen Paar,
d.h. einem Paar von Regeln, die dazu fithren kénnen, dafl die Ableitbarkeitsrelation

nicht konfluent ist, eine neue Regel, die die lokale Konfluenz und damit wegen der
Wohlfundiertheit die Konfluenz wiederherstellt.

Beispiel 3.6.14
Ist R ={a~> b, a ~ c} und E leer, dann gilt ¢ — 5 b und a — 4 xy ¢, aber es gibt
keinen Term ¢, so daf} b i><E7R> t und ¢ i><E7R> .23

Da aber die beiden Regeln ein kritisches Paar bilden, wird eine neue Gleichung b ~ ¢
erzeugt, und mit (£', R') = (EU{b~ ¢}, R) gilt b — 1 a1y c. O

20 Dabei ist die unterhalb der Linie stehende Struktur aus der oberhalb stehenden ableitbar, falls
die rechts stehenden Bedingungen erfiillt sind.

21 Es geniigt auch, wenn > zu einer totalen Reduktionsordnung erweitert werden kann.

22 Vor der Anwendung einer Regel sind alle auftretenden Variablen durch gebundene Umbenennung
durch neue zu ersetzen.

23 —(=,ry 15t die Vereinigung von —, und — 4.
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. (EU{(Vz)(s~ 1)}, R)
Or) 2B RO~ DY) sl
ety (ELSEe .1
(Ded) — {(\jf)’(fL T (Va)(s ~ 1) € EP.((E, R))
. (EU{(Vz)(s~ 1)}, R) .
(Si1) B U VDY) (u ~ DT ) s =g umit (Vy)(l~r1)ER
iz _EULHG SO s it (W)~ ) € B
(EU{(Ve)(Vy)(u~1t)}, R) wobei s > {
(E,RU{(VZ)(s~1)}) o
(Cm1) B ROV~ )] t—gumit (Vy)(l~r)€ER
(£, RU{(Vz)(s ~ 1)}) (] A
(Cm2) B RU (0 )05 = 0)]) t—p umit (Vy)(l~=r) € b,
(cI1) (E,RU{(VZ)(s~1)}) s —p v mit (Vy)(I~r) € R,
(EU{(Vz)(Vy)(v = 1)}, R) wobei s > {
(CI2) (E,RU{(VZ)(s~1)}) s —p vmit (Vy)(l~=r) e by,
(EU{(Vz)(Vy)(v = 1)}, R) wobei s > {

Tabelle 3.3: Die Transformationsregeln des Unfailing Knuth—-Bendix—Algo-
rithmus (Def. 3.6.13).

Als das Resultat der Vervollstandung durch den UKBA, das heifit der iterativen An-
wendung der Transformationsregeln aus Definition 3.6.13 auf initiales Paar (E°, R?)
definiert man nun das Paar (E°, R*) in folgender Weise:

Definition 3.6.15 (Vervollstandigung)
Fiir eine (endliche oder unendliche) Folge ((E', R'));>o von Paaren von Gleichungs-
systemen F; und Reduktionssystemen R; gelte

<EO7RO> |_UKBA <E17R1> |_UKBA <E27R2> |_UKBA o
Dann heiffe das Paar (E*, R*), das definiert ist durch
e E™ falls die Folge der (E', R') von der Léinge m ist
| Ukso Nk E™ - falls die Folge unendlich ist
und
e R™ falls die Folge der (E', R') von der Léinge m ist
| Uskso Nk B™ - falls die Folge unendlich ist

die Vervollstindigung von (E°, R®).



38 Kapitel 3: E—Unifikation

Falls die Folge der (E', R') unendlich ist, enthélt (£°, R*) also die persistenten
Gleichungen und Reduktionsregeln, die in allen bis auf endlich vielen der (E‘, R')
enthalten sind.

Den zuséatzliche Freiheitsgrad, den man durch die Formulierung mit Transforma-
tionsregeln hat, ndmlich diese Regeln in beliebiger Reihenfolge anzuwenden, um
(E>, R™) zu erzeugen, mufl man nun wieder etwas einschranken. Die Anwendung
mufl ndmlich in der Weise fair sein, dafl frither oder spiter auf jedes persistente
kritische Paar die Regel Deduce angewendet wird:

Definition 3.6.16 (Fairnef fiir den UKBA)
Eine Ableitungsfolge

<E07R0> |_UKBA <E17R1> |_UKBA <E27R2> |_UKBA

heif§t fair, wenn '
EP_((E=,R*))C | JE" .

i>0

Wird diese Fairnefibedingung eingehalten, ist der UKBA in folgendem Sinne korrekt
und vollstandig [Bachmair et al., 1989]:

Satz 3.6.17
Ist E ein rein universelles Gleichungssystem, (E°, R°) = (E,0), und die Ableitungs-
folge

<E07 RO> |_UKBA <E17 R1>
fair im Sinne von Definition 3.6.16, dann gilt:

|_UKBA <E27 R2> |_UKBA Y

Korrektheit: i><Em7Roo> = S U Do ist gleich S0 und grundkonfluent.

Vollstandigkeit: Unter der Voraussetzung, dafi zu E ein grundkonfluentes und wohl-
fundiertes Reduktionssystem R mit =, = &5 existiert, ist auch R grundkon-
fluent und wohlfundiert, und es ist B> = ).

Ein Beispiel fiir eine leistungsfahige Implementierung des UKBA ist der Theorem-
beweiser SPREVE [Hsiang & Mzali, 1988]. Eine Ubersicht iiber dieses und andere
den UKBA verwendende Systeme gibt [Herrman et al., 1991]. Mit solchen Systemen
sind Vervollstandigungen vieler spezieller Gleichungssysteme E bestimmt worden.

3.6.5 Das Verfahren von Gallier et al.

In [Gallier et al., 1992] ist ein vervollstandigungsbasiertes Verfahren fiir die rein
starre F—Unifikation (rigid E—unification) beschrieben. Als Motivation fiir die Be-
trachtung des Problems dient dort die Erweiterung der Konnektionsmethode (me-
thod of matings) um die Behandlung von Gleichheit. Ahnlich wie die Gleicheitsbe-
handlung im Tableaukalkiil mit freien Variablen 1a8t sie sich auf das Problem der
rein starren®! E—Unifikation zuriickfithren (siehe Kapitel 5).

24 Fiir die Gleichheitsbehandlung im Tableaukalkiil mit freien Variablen und universellen For-
meln (sieche Abschnitt 5.1.3) miissen simultane gemischte E—Unifikationsprobleme gelost wer-
den; beim Tableaukalkiil ochne universelle Formeln geniigt — wie bei der Konnektionsmethode
— die Losung simultaner rein starrer Probleme.
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[Gallier et al., 1992] schlieit eine Reihe von Verdffentlichungen der Autoren zum
Thema starre EF—Unifikation ab und stellt die darin enthaltenen Ergebnisse ausfiihr-
lich dar. Zum ersten Mal formuliert wurde das Problem der rein starren F—Unifi-
kation in [Gallier et al., 1987] und die Vermutung geduflert, es sei im Gegensatz zur
rein universellen F/—Unifikation entscheidbar. Bewiesen wurde die Entscheidbarkeit
der rein starren E—Unifikation — genauer gesagt: ihre NP—Vollstandigkeit*® — in
[Gallier et al., 1988]. Ausfithrlicher ist der Beweis in [Gallier et al., 1990] dargestellt.
Dieser Beweis ist konstruktiv, d.h. es wird tatsachlich ein (nicht—deterministisches)
Verfahren angegeben, mit dessen Hilfe eine beziiglich <, vollstandige Menge von

Losungen eines rein starren Problems (F, s,t) berechnet werden kann.

Dazu wird das Problem zunédchst durch ein aquivalentes Problem (E’, s',t') ersetzt,
bei dem s und ¢ Grundterme sind (der folgende Satz ist das Analogon fiir rein
starre Probleme zu Satz 3.5.4):

Satz 3.6.18
FEine Substitution o ist genau dann Lésung eines rein starren E—Unifikationspro-
blems (E,s,t), wenn sie Losung des rein starren Problems

(E' s' 1y = (FU{eq(z,v)~ true, eq(s,t) ~ false}, true, false)

ist. Dabei sind true und false neue Konstanten, eq ist ein neues Prddikatensymbol
und v eine neue Variable.

Anschliefend werden, ausgehend von E’ iterativ folgende Schritte ausgefithrt (die
hier allerdings nur vereinfacht beschrieben sind):

1. Eine order assignment genannte Ordnung auf den in £’ auftretenden Termen
wird gewahlt, die es erlaubt, £’ unter der Voraussetzung zu vervollstdndigen,
dal man die auftretenden Variablen als Konstanten, also als unverdnderlich
bzw. starrauffaft. Esist ein wesentlicher Punkt des Beweises von Gallier et al.,
dafB eine solche Ordnung auf den Termen immer gewédhlt werden kann. Gibt
es mehrere geeignete order assignments, wird indeterministisch eine beliebige
ausgewahlt.

2. Dann wird eine Vervollstindigung R’ fiir dieses starre System F’ konstruiert.
Dafiir wird ein effizientes, auf dem Kongruenzabschluf} basierendes Verfahrens
zur Vervollstandigung von Systeme ohne Variablen verwendet.

3. Enthélt die Vervollstindigung R’ — als nicht starres Problem betrachtet —
noch kritische Paare, wird ein solches kritisches Paar (indeterministisch) aus-
gewahlt, und der Unifikator g, der bei der Bildung des kritischen Paares auf-
tritt, wird auf die gesamte Vervollstindigung R’ angewendet. Dann wird das
Gleichungssystem E’ durch R’y (einschlieBlich der durch das kritische Paar neu
entstandenen Gleichung) ersetzt und wieder mit dem ersten Schritt begonnen.
Das Verfahren terminiert, wenn R’ kein kritisches Paar mehr enthélt.

25 Es wird auch bewiesen, daBl das Problem NP-hart ist.
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Terminiert das Verfahren, enthédlt R’ also keine kritischen Paare mehr, und gilt
false < true, dann ist die Vereinigung der bis dahin angewendeten Unifikatoren p
eine Losung des urspriinglichen Unifikationsproblems. Das Verfahren mufl termi-
nieren, weil das System nach jeder Bildung eines kritischen Paares wenigstens eine
Variable weniger enthélt.

Die Entscheidbarkeit der rein starren E-Unifikation ist ein interessantes und so-
gar etwas iiberraschendes Ergebnis, weil der Unterschied zur rein universellen -
Unifikation klein zu sein scheint, inbesondere die Einschriankung der Ressourcen, die
man bei Gleichheitsbeweisen zur Verfligung hat, erscheint zunéchst unwesentlich, ist
aber, wie der Satz von Gallier et al. zeigt, entscheidend.

[Gallier et al., 1992] enthalt auch den Satz, dafl das simultane rein starre F—
Unifikationsproblem entscheidbar sei. Der Beweis dieses Satzes ist aber etwas kurz,
und beruht im wesentlichen auf Analogieschliissen zum Einzelproblem. Es sind
auch verschiedentlich Zweifel an der Korrektheit des Beweises und der Giiltigkeit
des Satzes geduBert worden.?®

Die Frage der Entscheidbarkeit simultaner Probleme ist aber fiir die Frage, in wie
weit sich das Verfahren auf die gemischte F—Unifikation tibertragen 148t unerheblich,
da diese ohnehin unentscheidbar ist.

Der wesentlich Nachteil des Verfahrens ist sein Indeterminismus. Es bleibt véllig
unklar, wie dieser anders als durch Backtracking zu beseitigen wére. Das ist wegen
der groBen Zahl von choice points dullerst ungiinstig, und das Verfahren erscheint
— solange keine guten Heuristiken fiir die Auswahl kritischer Paare zur Verfligung
stehen — fiir eine Implementierung ungeeignet (und ist tatsachlich nie implementiert
worden?7).

Dennoch sind einige der dem Verfahren zu Grunde liegenden Ideen fiir das neue, in
Kapitel 4 beschriebene Verfahren ibernommen worden.

Beispiel 3.6.19
Hier ein Beispiel fiir die Anwendung des Verfahrens von Gallier et al.: Gegeben sei
das rein starre K—Unifikationsproblem

(E,s,t) = ({fla) = a, g(g(x)) = fla)}, g(g(g(x))), )
Dann ist
E' ={f(a) = a, g(g(z)) = f(a), eq(g(g(g(x))),z) ~ false, eq(y,y) =~ true} .

Nach Wahl eines geeigneten order assignments und Durchfithrung des ersten Ver-
vollstandigungschrittes erhédlt man

R ={f(a)~ a, g(g(x)) ~ a, eq(g(a),z)~ false, eq(y,y)~ true} .

R} enthilt das kritische Paar

eq(g(a),x) ~ false und eq(y,y)~ true .

26 Unter anderem von U. Petermann und J. Goubault. Auch P. Narendran riumte ein, da man
den Beweis zumindest noch einmal {iberpriifen miifite.
27 Nach Auskunft von P. Narendran.
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Der bei der Bildung des Paares auftretende Unifikator ist u = {x/g(a),y/g(a)}.
Wendet man g auf R an, fiigt die neue Gleichung true ~ false hinzu und fiihrt
wieder einen Vervollstandigungsschritt aus, ergibt dies

Ry = {f(a) ~ a, glg(g(a))) ~ a, eqlg(a),g(a)) ~» true, false ~ true} .

Da R; kein kritisches Paar mehr enthélt, terminiert das Verfahren. false ~» true ist
in Ry enthalten, und man kann schlieflen, dafl die Vereinigung aller bisher angewen-
deten Substitutionen — also y = {x/g(a),y/g(a)} — ein E-Unifikator von (F, s, 1)
ist. O

3.6.6 Das Verfahren von Goubault

Ein weiteres Verfahren fiir die rein starre E—Unifikation ist in [Goubault, 1993]
beschrieben. Es ist nicht wie das in [Gallier et al., 1992] vervollstandigungsbasiert,
sondern es basiert vollig auf einem ,,trickreichen® Kongruenzabschlufl. Auch dieses
Verfahren ist indeterminstisch und darum schwer zu implementieren.

In [Goubault, 1993] heifit es, die Methode sei effizienter als die von Gallier et al. (was
jedoch nicht belegt wird), auch sei sie méachtiger, da man beliebige Auswahlheuristi-
ken hinzufiigen kann, die die Suche steuern, und es u. a. eine Auswahlheuristik gibt,
die dazu fithrt, dal das Verfahren die Vervollstdndigung nach Gallier et al. simuliert.

Wie bei dem Verfahren von Gallier et al. ist aber auch bei dem von Goubault v6llig
unklar, wie man es fiir die gemischten F-Unifikation erweitern kénnte.



Ein vervollstandigungsbasiertes
Vertahren fiir gemischte

E—Unifikation

It is obvious that the sign =

is really the wrong sign for such relations,
because it suggests symmetry,

and there is no such symmetry.

— N.G. DE BRUIJN, 1958

4.1 Einfiihrung

In diesem Kapitel wird ein neues Verfahren fiir die gemischte F—Unifikation ent-
wickelt. Es vereinigt in sich die Vorteile anderer Methoden zur Lésung von FE-
Unifikationsproblemen:

o Das Verfahren ist vervollstdndigungsbasiert. Es kann als eine Erweiterung
des (nur fiir die rein universelle E-Unifikation geeigneten) Unfailing Knuth—
Bendix—Algorithmus mit Narrowing gesehen werden. Allerdings sind tiefgrei-
fende Anderungen notwendig, um gemischte Probleme behandeln zu kénnen.

e Fs ist — wie das Verfahren in [Beckert, 1991] — in dem Sinne deterministisch,
dafB bei der Suche nach einem Unifikator niemals Backtracking notwendig wird.
Neue Reduktionsregeln und abgeleitete Terme miissen nie wieder verworfen
und einmal angewendete Substitutionen nicht wieder zuriickgenommen wer-
den.

e Betrachtet man einen Suchbaum, dessen Pfade den verschiedenen Ableitun-
gen zulassenden Substitutionen entsprechen, und in dem immer dann eine
Verzweigung auftritt, wenn aus einer Reduktionsregel oder einem Term mit
verschiedenen Substitutionen verschiedene neue Regeln oder Terme abgeleitet
werden koénnen, dann fiithrt das Verfahren in diesem Suchbaum eine Breiten-
suche aus. Die Erfahrung lehrt, und in [Beckert & Héahnle, 1992] ist das
auch ndher begriindet, daf} eine Breitensuche beziiglich der Substitutionen ei-
ner Tiefensuche fast immer iiberlegen und fiir eine effiziente Implementierung
unerlafBlich ist.

e Die zu unifizierenden Terme gehen im Gegensatz zu dem Verfahren aus [Gallier
et al., 1992] nicht in die Berechnung der Vervollstdndigung ein. Das ist fiir die

42
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Gleichheitsbehandlung im Tableaukalkiil wichtig, denn dort treten in der Regel
viele F—Unifikationsprobleme mir der selben Gleichungsmenge I auf, die sich
nur in den zu unifizierenden Termen unterscheiden (siehe Abschnitt 5.2.3).

Die grundlegende Idee des neuen Verfahrens ist, bei gegebener Gleichungsmenge I
die fiir verschiedene Substitutionen ¢ unterschiedlichen Mengen Eo durch ein Re-
duktionssystem darzustellen, wobei diese Darstellung méglichst frei von Redundan-
zen sein soll. Dazu werden an die Reduktionsregeln Constraints (Bedingungen)
angeheftet, die beschreiben, fiir welche o die Regeln Giiltigkeit haben, d. h. fiir wel-
che o sie in der Vervollstandigung von Fo enthalten sind; diese Constraints werden
auch an abgeleitete Terme angeheftet und geben dann an, fiir welche o er aus einem
gegebenen Term ableitbar ist.

Auch schon bei der Methode aus [Beckert, 1991] werden abgeleitete Terme mit
Bedingungen versehen, namlich in Form der an die Elemente ¢/ der Mengen (t)g
angehefteten Substitutionen o.

Bei Reduktionsregeln gentigt es aber nicht, Substitutionen als Constraints zu ver-
wenden, sondern auch tiber die durch die Reduktionsordnung gegebene Relation
zwischen den Termen, die fiir die freien Variablen eingesetzt werden, mufl man in
den Constraints Aussagen machen kénnen.

Beispiel 4.1.1

Sei beispielsweise £ = {z ~ y}. Zu einem zu Fo &quivalenten Reduktionssystem
wird — je nachdem welche der Variablen z und y durch o mit dem (bzgl. der
Reduktionsordnung) groferen Term belegt wird — entweder die Regel (x ~ y)o
oder (y ~ x)o gehoren.

Die Bedingung, daff die Regel # ~» y (bzw. eine ihrer Instanzen) nur dann Giltigkeit
haben soll, wenn o(x) > o(y), 148t sich durch Substitutionen nicht ausdriicken —
allenfalls dadurch, dafl man alle Substitutionen o aufzéhlte, die diese Bedingung
einhalten, was aber vollig unpraktikabel ist.

Die — nicht nur in diesem Beispiel — naheliegende Losung ist, einen Ausdruck der
Form z > y als Bedingung zu verwenden. O

In den folgenden Abschnitten wird zunéchst die allgemeine Form der verwendeten
Constraints beschrieben, ihre Eigenschaften und ihre Handhabung wird diskutiert.
In Abschnitt 4.4 werden die Transformationsregeln angegeben, die es erlauben, zu
einem Gleichungssystem I/ ein System von Reduktionsregeln mit Constraint zu er-
zeugen, das fiir jede Substitution o ein zu Eo dquivalentes Reduktionssystem , be-
inhaltet®; Satze {iber die Eigenschaften des Vertahrens, insbesondere Korrektheit
und Vollstandigkeit, werden bewiesen. Es wird beschrieben, wie mit Hilfe eines sol-
chen Reduktionssystems mit Constraints ein gemischtes KF—Unifikationsproblem zu
16sen ist, und wie eine beziiglich der Subsumtionsrelation <, auf den Substitutionen
vollstandige Menge allgemeinster Unfikatoren berechnet werden kann; und schlief3-
lich wird das Problem behandelt, wie eine beziiglich der Relation < vollstandige
Menge von MGUs erzeugt un mit ihrer Hilfe auch ein simultanes gemischtes F—
Unifikationsproblem gelést werden kann.
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4.2 Ordnungsbedingungen und Constraints

Die an Regeln und Terme angehefteten Constraints bestehen aus zwei Teilen. Ein
Teil ist — wie Beispiel 4.1.1 nahelegt — eine ,, Ordnungsbedingung®!, einer Aussage
iiber die Anordnung von Termen beziiglich der zugrunde gelegten Reduktionsord-
nung.

Definition 4.2.1 ([Atomare| Ordnungsbedingung, Grund-Ordnungsbedingung)
Die atomaren Formeln

1. true und false,

2. s =t fir beliebige Terme s,t € Term

heifien atomare Ordnungsbedingungen.

Die mit Hilfe der Operatoren —, A, V und D aus den atomaren Ordnungsbedingungen
aufbaubaren logischen Formeln heiffen Ordnungsbedingungen.

FEine Ordnungsbedingung, die keine Variablen enthdlt, heiffe Grund—Ordnungsbedin-
gung.

Den Grund—Ordnungsbedingungen kann in folgender Weise ein Wahrheitwert zuge-
wiesen werden:

Definition 4.2.2 (Wahrheitswert einer Grund-Ordnungsbedingung)
Der Wahrheitswert einer Grund—Ordnungsbedingung O sei dadurch gegeben, dafs

o zundchst den in O enthaltenen atomaren Ordnungsbedingungen der Wahrheits-
wert zugewiesen wird, den sie haben, wenn das (Prddikaten—)Symbol = durch
eine totale Reduktionsordnung —x auf den Termen interpretiert wird;

o die logischen Operatoren in der iblichen Weise interpretiert werden, um den
Wahrheitswert von O zu bestimmen.

Entsprechend dem ihr zugewiesenen Wahrheitswert heiffe eine Grund—Ordnungsbe-
dingung wahr oder falsch.

Die Ordnungsbedingungen bediirfen also der Interpretation durch eine auf den Ter-
men definierte totale Reduktionsordnung = (Def. 3.6.6). Da diese eine Total-
ordnung auf den Grundtermen ist, ist der Wahrheitswert der atomaren Grund-
Ordnungsbedingungen und damit auch derjenige allgemeiner Grund-Ordnungsbe-
dingungen wohldefiniert.

Beispiel 4.2.3
Die Grund-Ordnungsbedingungen f(a) > a und (a = b) V (b = a) sind wahr. O

L In [Peterson, 1990] werden Ordnungsbedingungen in #hnlicher Weise definiert. Dort werden sie
allerdings als constraints bezeichnet (die wiederum nicht mit den Constraints aus Definition 4.2.6
zu verwechseln sind.)
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Im folgenden wird sich zeigen, daf} es nur sinnvoll ist, solche Reduktionsordnun-
gen =y zu verwenden, die gewisse (in Definition 4.2.13 préazisierte) Berechenbar-
keitseigenschaften haben (insbesondere muf} entscheidbar sein, ob die mit den Ord-
nungsbedingungen aufgebauten Constraints gemafl Definition 4.2.7 erfiillbar sind).
Die lexikographischen Pfadordnungen >z, (Def. 3.6.7) beispielsweise haben diese
Eigenschaften. Sie sind fiir die Implementierung des Verfahrens verwendet worden,
und man kann sich im folgenden stets das Symbol > in den Ordnungsbedingungen
als durch eine LPO = ;, = =« interpretiert denken.

Im Gegensatz zu Grund-Ordnungsbedingungen kann beliebigen Ordnungsbedingun-
gen nicht immer ein Wahrheitswert zugewiesen werden. Sie konnen (&hnlich wie For-
meln der Pradikatenlogik) in Abhéngigkeit von der Belegung der Variablen, die sie
enthalten, verschiedene Wahrheitswerte haben. Es liegt nahe, Ordnungsbedingun-
gen mit wechselnden Wahrheitswerten als erfiillbar oder konsistent zu bezeichnen
— diese Begriffe sind fiir Ordnungsbedingungen jedoch nicht modelltheoretisch de-
finiert:

Definition 4.2.4 (Wahre, falsche, konsistente Ordnungsbedingung, Aquivalenz von
Ordnungsbedingungen)
FEine Ordnungsbedingung O heifle

o wahr, wenn fir alle Grundsubstitutionen o die Grund-Ordnungsbedingung Oc
wahr ist;

e falsch (oder inkonsistent), wenn ihre Negation —O wahr ist;

o konsistent, wenn sie nicht falsch ist.

Zwei Ordnungsbedingungen Oy und Oy heiffen dquivalent, wenn
(01 D) 02) A (02 D) Ol)

wahr ist.

Entsprechend dieser Definition ist jede konsistente (und also nicht falsche) Grund-
Ordnungsbedingung wahr.

Nun ist es also moglich, Aussagen iiber die Anordnung von Termen zu machen.
Damit kann die Menge der zuldssigen Substitutionen zunachst aber nur implizit
eingegrenzt werden. FEs gibt aber auch Fille, in denen es notwendig ist, besimmte
(Teil-)Substitutionen vorzuschreiben:

Beispiel 4.2.5
Sei E = {f(b) ~ a, f(x) = c}. Die Regel ¢ ~» a wird genau dann in der Vervollstan-
digung von Eo liegen, wenn o die Variable  mit b belegt. O

Eine Moglichkeiten, eine Bedingung wie ,,c muf} eine Spezialisierung der Substitu-
tion {x/b} sein.“ (Beispiel 4.2.5) auszudriicken, ist, neben = auch ~ als Pradikaten-
symbol in Ordnungsbedingungen zuzulassen und als syntaktische Gleichheit auf den
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Termen zu interpretieren.? Die Bedingung kann dann durch die Formel 2 ~ b darge-
stellt werden.® Von einem theoretischen Standpunkt ist das zwar elegant, weil damit
die Constraints homogene Strukturen — logische Formeln — wéren. Der Nachteil
ist aber, daBl solche Constraints schwer zu handhaben sind. In [Peterson, 1990,
Comon, 1990] wird jede mit = und & aufgebaute Formel, bevor sie in irgendeiner
Form weiterverarbeitet wird, durch Umformungen auf eine Normalform gebracht,
die aus zwei konjunktiv verkniipften Teilformeln besteht — eine nur mit ~~Atomen
und eine nur mit >—-Atomen.

Das legt es nahe, diese Aufteilung schon bei der Definition der Constraints fest-
zuschreiben. Dann kann man auf die allgemeine Form s ~ t verzichten, und sich
auf Gleichungen = & ¢, deren eine Seite eine Variable ist, beschrianken. Von die-
ser Einschrankung ausgehend ist es dann nur noch ein kleiner Schritt, ganz darauf
zu verzichten, eine Substitution — im Beispiel {2/b} — in eine Formel wie x ~ b
umzuwandeln, und statt dessen die Substitution selbst zu einem von der Ordnungs-
bedingung abgesetzten Teil des Constraints machen. Im Beispiel hat der aus zwei
Teilen bestehende Constraint die Form ({x/b}, true). Zusammenfassend kann man
als Vorteile dieser Aufteilung nennen:

o Es entspricht der Intuition, eine Beschrénkung auf solche Substitutionen, die
Spezialierungen einer gegebenen Substitution ¢ sind, durch o selbst auszu-
driicken, was auch die nachfolgenden Definitionen einfacher und verstandlicher
macht.

e Es macht keinen Sinn, fiir Constraints eine kompliziertere Sprache und Lo-
gik (mit &) zu verwenden, fiir deren Handhabung man auch Werkzeuge zur
Verfiigung stellen und implementieren miiite, obwohl die einfache Sprache
(ohne =) genauso ausdrucksstark ist.

Definition 4.2.6 (Constraint, Erfiillung eines Constraints)
Fin Constraint ¢ = (0,0) ist ein Paar bestehend aus einer idempotenten Substitu-
tion o mit endlichem Definitionsbereich Dom(c) und einer Ordnungsbedingung O

mit der Eigenschaft O = Oo.

Fine Substitution 7 erfille einen Constraint ¢ = (o, O), wenn

o 7 cine Instanz von o ist, und

o O7 wahr ist.

2 Dieser Weg wird in [Peterson, 1990] und [Comon, 1990] beschritten. G. Peterson beschreibt eine
(unter anderem) auf Constraints basierende Methode zum Testen, ob ein gegebenes rein uni-
verselles Reduktionssystem konfluent ist. Diese Methode ist méchtiger als der Knuth—Bendix—
Algorithmus; sie bietet aber nur einen Test. Darauf, wie ein nicht kanonisches Reduktionssystem
unter Verwendung von Constraints zu vervollstdndigen wire, wird nicht eingegangen. H. Comon
beweist, daf} die Erfiillbarkeit von Constraints — bzw. die dquivalenter logischer Formeln (siche
Beweis zu Satz 4.2.14) — entscheidbar ist. Auf eine konkrete Anwendung dieser Entscheidbar-
keit wird nicht eingegangen.

3 Man mufl dazu die Definition der Ordnungsbedingungen nicht wirklich &ndern, weil s~ ¢
durch =(s = ) A =(¢ = s) ausgedriickt werden kann.
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FEine Substitution erfille eine Menge C' von Constraints, wenn sie ein ¢ € C' erfillt.

Die Menge aller einen Constraint ¢ (bzw. eine Menge C' von Constraints) erfillenden
idempotenten® Substitutionen sei mit Sat(c) (bzw. Sat(C')) bezeichnet.

Der Constraint € = (id, true) heifie der leere Constraint.

Die Forderung, dal Dom(o) endlich sei, ist unabdingbar.® Dagegen koénnte man die
Einschrankungen, daf (o, O) nur dann ein Constraint ist, wenn o idempotent ist und
O = Ogo, fallenlassen, denn sie spielt fiir die hinter der Definition der Constraints
stehende Idee keine Rolle. Allerdings sind diese zusétzlichen Eigenschaften an eini-
gen Stellen niitzlich und bei den im folgenden tatsachlich auftretenden Constraints
ohnehin erfiillt. Die Bedingungen in die Definition aufzunehmen, erspart es, sie an
den Stellen, an denen sie benétigt werden, explizit zu nennen.

Der aus der leeren Substitution ¢d und der wahren Ordnungsbedingung true beste-
hende leere Constraint wird — was direkt aus Definition 4.2.6 folgt — von allen
Substitutionen erfiillt.

Ein Constraint hat fiir sich genommen keinen Wahrheitswert, sondern nur in Ver-
bindung mit einer Substitution. Darum kann ein Constraint zwar nicht ,wahr* oder
yfalsch® wohl aber in folgendem Sinne erfiillbar sein:

Definition 4.2.7 (Erfiillbarer Constraint)
Ein Constraint ¢ heiffe erfillbar oder konsistent, wenn es eine Substitution gibt, die
ihn erfillt. Andernfalls heifie er unerfillbar oder inkonsistent.

Eine weitere interessante Fragestellung im Zusammenhang mit Constraints ist, ob
gegebene Constraints dquivalent sind, oder etwa der eine allgemeiner ist als der
andere und ihn darum subsumiert:

Definition 4.2.8 (Subsumtion von Constraints, dquivalente Constraints)
Ein Constraint ¢; subsumiert einen Constraint ¢z, in Zeichen

Cl§027

wenn Sat(c1) D Sat(ez), d. h., wenn jede Substitution, die ¢y erfillt, auch ¢y erfillt.

Constraints, die sich gegenseitig subsumieren, fir die also Sat(cy) = Sat(ez) gilt,
heiffen dquivalent. In Zeichen: ¢; ~ c;.

Es ist auch notwendig, einen Constraint negieren oder mehrere Constraints kombi-
nieren zu kénnen:

Definition 4.2.9 (Negation, Kombination von Constraints)
Seien ¢ = (0,0), ¢; = (01,01) und ¢y = (02,03) Constraints.

Ist o ={ay/te, ... ¢, /tn}, dann heiffe der Constraint

cl=(d, OV =t V.. Vo, =t,Vti =z V... Vi, = z,)

4 Die Beschrankung auf idempotente Substitutionen ist nicht unbedingt notwendig; sie schadet
aber auch nicht, und erleichtert vieles.

% Sonst wire nimlich die o entsprechende, mit ~ aufgebaute Formel nicht endlich — und insbe-
sondere auch nicht deren Negation, die im folgenden noch eine Rolle spielen wird (Def 4.2.9).
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die Negation von ¢;.

Der Constraint

L — <Zd7 false> fCLHS oy Uoy = T
ames (o1 U0, (01 AOy)(oy Uog)) sonst

heiffe die Kombination der Constraints ¢; und c,.

Der folgende Satz zeigt, daf diese Definitionen der Begriffe Negation und Kombina-
tion der Intuition entspricht:

Satz 4.2.10
Seien ¢, ¢; und ¢y Constraints.

1. Sat(c™') = Subst* \ Sat(c), d.h., genau die idempotenten Substitutionen er-
fiillen ¢, die ¢ nicht erfiillen.

2. Sat(cy Uey) = Sat(er) N Sat(ez), d.h., genau die idempotenten Substitutionen
erfillen den Constraint ¢; U cq, die sowohl ¢i als auch ¢y erfiillen.

Beweis:
Seien ¢ = (0,0) und o = {x1/t1,...,2,/t,}, und die idempotente Substitution 7
erfiille den Constraint ¢. Es gilt ;7 =#,7 (1 <t < n) und O ist wahr. Dann ist
aber

(FOVay =t V... Vo, =t, Vit =1 V...V, = x,)T

falsch, und 7 erfiillt ¢=! nicht.

Erfiillt umgekehrt 7 den die Negation ¢!, dann ist (=O)7 wahr also O falsch, oder
aber eine der atomaren Bedingungen (x; > ¢;)7 oder (¢; = x;)7 ist wahr. Dann gilt
aber x;7 # ;7 und 7 kann keine Spezialisierung von o sein.

7 erfiillt genau dann die Kombination ¢; U ¢y von ¢; = (01,01) und ¢ = (02,03),
wenn 7 eine Spezialisierung von oy Ll oy ist, also sowohl von oy als auch von oy,
und wenn (O; A O3)7 also sowohl Oq7 als auch Oy wahr ist. Insgesamt erfilllt die
Substitution 7 also genau dann ¢; U ¢y, wenn sie ¢; und ¢y erfiillt. [}

Aus Satz 4.2.10 folgt auch, daf} die an das Supremum in einem Verband erinnernde
Schreibweise ¢; U ¢y fiir die Kombination von Constraints gerechtfertigt ist, dafl
namlich gilt:

Korollar 4.2.11 )
Die Menge der Constraints modulo der Aquivalenzrelation ~ bilden mit der Sub-
sumtionsrelation < (Def. 4.2.8) modulo ~ einen Verband.

Beweis:
[¢] bezeichne die Aquivalenzklasse des Constraints ¢ beziiglich ~. Die auf der Menge
der Constraints definierte Funktion Sat werde durch Sat([c]) = Sat(c) auf die Menge
der Aquivalenzklassen fortgesetzt, sie ist damit gemaB der Definition von ~ wohl-
definiert.
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Bekanntlich bildet jede Potenzmenge, insbesondere auch die von Subst*, einen Ver-
band mit der Inklusion D als Ordnung und dem Schnitt N als Supremums—Operator.
Dann ist aber auch {[¢] : ¢ ein Constraint} ein Verband, denn Sat ist, gemaf der
Definition der Subsumtion < ein Verbands—Isomorphismus.

Zudem folgt aus Satz 4.2.10, daB [ci] U [eo] das Supremum von [¢] und [ep] im
Verband der Aquivalenzklassen ist. [

Aus Satz 4.2.10, Punkt 2, kann man ableiten, dafl der Operator LI — wie der
Mengenoperator N — kommutativ, assoziativ und idempotent ist.®

Satz 4.2.12
Ein Constraint ¢; subsumiert einen Constraint ¢y genau dann, wenn cl_1 Ley un-
erfillbar ist.

c1 und ¢y sind genau dann dquivalent, wenn die beiden Kombinationen ¢;' U ¢y und
c1 U eyt unerfiillbar sind.

Fin Constraint ist unerfillbar genau dann, wenn er von (id,false) subsumiert wird.

Beweis:

¢1 subsumiert ¢y per Definition, wenn Sat(c¢;) D Sat(cz), was genau dann der Fall ist,
wenn (Subst* \ Sat(c;)) N Sat(cz) = 0. Gemall Satz 4.2.10 ist das gleichbedeutend
damit, daB ¢! U ¢, unerfiillbar ist.

¢1 und ¢, sind per Definition dann dquivalent, wenn sie sich gegenseitig subsumieren,
was nach dem gerade bewiesenen genau dann der Fall ist, wenn ¢;' L ¢; und ¢; Ll ¢5*
unerfiillbar sind.

Es gilt Sat((id, false)) D Sat(c) genau dann, wenn Sat(c) = ), also genau dann, wenn
¢ unerfillbar ist. [

Da die Moglichkeit, erkennen zu kénnen, ob ein Constraint einen anderen subsu-
miert, im folgenden absolut unabdingbar ist, ist es notwendig, dafl die Erfiillbarkeit
von Constraints entscheidbar ist. Daneben muf} es aber auch moglich sein, zu jedem
Constraint eine vollstindige Menge von ihn erfiillenden Substitutionen anzugeben:

Definition 4.2.13 (Geeignete Reduktionsordnung >)

FEine Reduktionsordnung = ist als Interpretation des Symbols = in Ordnungsbedin-
gungen geeignet, wenn es moglich ist, zu jedem Constraint ¢ eine Menge Sat*(¢) von
(idempotenten) Substitutionen zu berechnen (zumindest aufzuzihlen), so daf$ es fir
alle o € Sat(c) ein o' € Sat*(c) gibt mit o’ < 0.

Insbesondere ist jede lexikographische Pfadordnung geeignet:
Satz 4.2.14

Jede lexikographische Pfadordnung =1po ist im Sinne von Definition 4.2.13 geeignet
fiir die Interpretation des Pridikatensymbols = .

6 Das rechtfertigt es, einen Ausdruck wie ¢; U ¢5 U cs ohne Klammern zu schreiben.
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Beweis:

In [Comon, 1990] ist bewiesen, daf die Erfiillbarkeit von Ordnungsbedingungen
mit Gleichheit” entscheidbar ist, d.h. von Ordnungsbedingungen, in denen neben
dem Pradiktensymbol >, das durch eine LPO interpretiert wird, auch das Pradi-
katensymbol ~ verwendet werden kann; = wird durch die Gleichheit auf Termen
interpretiert.®

Damit ist auch die Erfiillbarkeit von Constraints entscheidbar, denn eine Substitu-
tion 7 erfiillt genau dann den Constraint (o, O), wobei o = {x1/t1,...,2,/t,}, wenn
sie die zu ihm dquivalente Ordnungsbedingung mit Gleichheit

ON(xmt)AN. oA (z~t,)

erfillt.

Der Beweis in [Comon, 1990] ist konstruktiv. Das verwendete Verfahren kann ver-
wendet werden, um zu einem Constraint ¢ eine Menge Sat*(c¢) zu berechnen.
|

Das in [Comon, 1990] angebene Verfahren ist jedoch fiir eine Implementierung viel
zu komplex. Tatséchlich ist es — H. Comon zufolge — ein NP—hartes Problem
zu entscheiden, ob ein Constraint erfiillbar ist. Auf das Problem der effizienten
Implementierung wird weiter in Abschnitt 6.2 eingegangen, und beschrieben, wie es
zumindest teilweise gel6st werden kann.

4.3 Terme und Reduktionsregeln mit Constraint

Da nun die notwendigen Hilfsmittel zur Handhabung der Constraints zur Verfiigung
stehen, kénnen Reduktionsregeln und Terme mit Constraints definiert werden.

Definition 4.3.1 (Term mit Constraint, Reduktionsregel mit Constraint, Reduk-
tionssystem)
Ein Term mit Constraint

t=(Vaqr)... (Vo) (t < ¢)
ist ein mit einem Constraint ¢ = (o, O) versehener Term t,° der
o all-quantifiziert sein kann beziiglich einiger oder aller Variablen, die er enthdlt,
o fir den to =1 gilt.
FEine Reduktionsregel mit Constraint
r= (Vo) ... (Vo) (s~ t < ¢)

ist eine mit einem Constraint ¢ versehene Reduktionsregel, die

7 Sie werden in [Comon, 1990] als inequational problem bezeichnet.

8 ~ wird als syntaktische Gleichheit interpretiert, und nicht etwa als Gleichheit beziiglich der
jeweils betrachteten Menge E von Gleichungen.

® Das Symbol < ist als ,wenn* zu lesen.
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o universell sein kann beziglich einiger oder aller Variablen, die sie enthdlt,
o fir die soc = s und to =1 gilt.

FEine Menge R von Reduktionsregeln mit Constraint heifie Reduktionssystem mat
Constraints.

Die Moglichkeit, Terme mit einer All-Quantifizierung zu versehen, mag auf den
ersten Blick seltsam erscheinen. Man muf jedoch beriicksichtigen, daf spiter auch
durch einen Term t eine Aussage gemacht werden kann; seine Zugehorigkeit zu einer
Menge, die die Aquivalenzklassen eines Termes t’ darstellt, sagt namlich aus, daB t
— und seine Instanzen — aus t’ ableitbar sind. Hier spielt auch die fiir gemischte £
Unifikationsprobleme charakteristische Unterscheidung in solche Variablen, die zum
Beweis beliebig instantiiert werden kénnen, und solche, die nur einmal instantiiert
werden koénnen, eine Rolle. Anschaulich kann man sich einen all-quantifizierten
Term als endliche Darstellung der Menge aller seiner Instanzen denken, die man
(beispielsweise in einem Beweis) alle zugleich verwenden kann. Zwar stellt auch ein
nicht all-quantifizierter Term jede seiner Instanzen dar, man kann aber nur jeweils
eine solche Instanz tatséchlich benutzen.

Zudem kann wegen der Quantifizierung der Terme mit Constraint eine Reduktions-
regel mit Constraint auch als Term aufgefaBt werden (allerdings iiber einer anderen
Signatur, die ~» als Funktionssymbol statt als Pradikatensymbol enthéalt). Das er-
laubt eine einheitliche Schreibweise und Begriffsbildung.

Die Quantifizierung einer Reduktionsregel mit Constraint erstreckt sich stets auch
auf den Constraint, denn ob eine Regel wie (Va)(Vy)(x ~ y < (id,x = y)) anwend-
bar ist, soll von der Instantiierung der gebundenen Variablen x und y abhéngen. Die
in dem Constraint auftretenden Variablen sind aber nur dann mit diesen identisch,
wenn sich die Bindung auch auf den Constraint erstreckt.

Mit Hilfe von Constraints kénnen zu jeder Gleichung dquivalente Reduktionsregeln
angegeben werden — und zwar auch zu solchen Gleichungen die ohne Constraints
nicht orientierbar sind.

Beispiel 4.3.2
Die Gleichung G' = (f(x) &~ ¢(y)) ist ohne Constraint nicht orientierbar, schon weil
sie verschieden orientierte Instanzen hat:

o Mit o = {a/gla). y/a} ist Go = (F(g(a)) ~ gla)), wobei f(g(a)) = gla).
o Mit o = {a/a, y/f(a)} ist Go = (f(a) ~ g(f(a))), wobei g(f(a)) - f(a).

Das ist unabhéngig davon, welche Reduktionsordnung > man verwendet. Mit Con-
straints jedoch kann man die Reduktionsregeln

[(@) ~ gly) < (id, () = g(y)) wnd  g(y) ~ [(x) < (id,g(y) = [(z))
bilden, die die gleiche Ableitbarkeitsrelation wie die Gleichung G definieren.

Auch zu anderen typischen Beispielen fiir nicht orientierbare Gleichungen kénnen
durch die Verwendung von Constraints dquivalente Reduktionsregeln angegeben
werden:
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o Der Gleichung = ~ y entsprechen die Regeln

oy L (idye=y) und oy~ << (dy - a)
o der Gleichung (V)(¥y)(f(z,y) ~ f(y,x)) entspricht

(Va)(Yy)(f (z,y) ~ fly,x) < (d, f(x,y) = f(y,2)))

(in diesem Fall geniigt wegen ihrer Symmetrie diese eine Reduktionsregel).*

a

DaB jede Gleichung orientiert werden kann, rechtfertigt es, in folgender Weise jeder
Gleichungsmenge ein Reduktionssystem zuzuordnen. Mit diesem System beginnt
der Vervollstindigungsproze}; es wird darum als initiales System bezeichnet:

Definition 4.3.3 (Initiales Reduktionssystem)
Set F eine Menge von Gleichungen. Dann ist

{(VT)(s~t < (td,s = 1)) : (V&)(s~t) € F oder (Vr)(t ~ s) € F}
das zu E gehdrende initiale Reduktionssystem mit Constraints.

Da das Ziel ist, ein Reduktionssystem R mit Constraints anzugeben, das eine ein-
heitliche Darstellung ist von Reduktionssystemen R|o], die dquivalent sind zu den
verschiedenen Instanzen Fo einer Gleichungsmenge I, und weil — wie Beispiel 3.6.5
zeigt — im allgemeinen R[o| # Ro gilt, mufd zunéchst festgelegt werden, wie das zu
einer vorgegebenen Instanz Fo dquivalente System R[o] aus R zu bestimmen ist. In
der folgenden Definition werden Reduktionssysteme mit Constraints als Spezialfille
von Mengen von Termen mit Constraint aufgefafit, und die Definition der Instanz
zunachst fiir den allgemeinen Fall gegeben:

Definition 4.3.4 (Instanz einer Menge von Termen mit Constraint, eines Reduk-
tionssystems)
Set T eine Menge von Termen mit Constraint und o eine Substitution. Dann heifle

Tlo] = {(Vz)(te' < cU (o, true)) : (Va)(t < c) € T, o erfillt c,
0" = O|Free((v3)(t<c)) }
emne Instanz von T .

Ist o eine Grundsubstitution, dann heiffe die Menge
T(o) = {(Va)t : (Fa)(t < ) € To]}

emne Grundinstanz von 7T .

Die in obiger Weise definierten Instanzen eines als Menge von Termen mit Con-
straint aufgefafiten Reduktionssystems R heiffen Instanzen von R.

10 Verwendet man eine lexikographische Pfadordnung, kann die einfachere Form

(Vo) (Vy)(f(x, y) ~ [y, 2) < (id, z > y))

verwendet werden, denn dann gilt fiir jede Substitution ¢: f(z,y)o = f(y,2)o genau dann,
wenn ro > yo.
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Beispiel 4.3.5
Sei Ry = {f(x) ~ y < (id, f(z) > y)}. Dann ist

Ril{z/y}] = {f(y) ~y < d, f(y) =y} !
Ri({z/a, y/b}) = {f(a)~ b}

Sei Ry = {(Va)(f(x) = < €)}. Entsprechend Defintion 2.3.4 werden gebundene
Variablen nicht belegt. Darum gilt fiir alle Substitutionen o

Ra(o) = {(Ve)(f(2) = )}
und Rzf[o] = Rs. O

In Grundinstanzen die Constraints wegzulassen, ist dadurch gerechtfertigt, dafl
in ihnen alle Terme mit einem Constraint versehen sind, der zum leeren Con-
straint € = (id, true) dquivalent ist. Die Grundinstanzen R(o) eines Reduktions-
systems R sind herkdmmliche Reduktionssysteme ohne Constraints, und definieren
daher eine Ableitbarkeitsrelation —x(,, auf den Termen ohne Constraint.

Im allgemeinen jedoch definiert ein Reduktionssystem R mit Constraints Ableitbar-
keitsrelationen =, und =4 nur auf den Termen mit Constraint:

Definition 4.3.6 (Die Ableitbarkeitsrelationen = und =)
Set R ein Reduktionssystem mit Constraints. Dann sind die Relationen =5 und =%
auf der Menge der Terme mit Constraint folgendermafen definiert:

Sei
t = (Vo)(l < ¢)

ein Term mit Constraint. Genau dann, wenn es eine Reduktionsregel
e = ()l 1< o)
in R gibt, so daf
1L Az, ...,x,} N Var(r) = 0 und {y1,...,yn} N Var(t) = 0,2
2. es eine Position p int gibt, so daf

ty &V oder t,=1;"

3. 1y, und | unifizierbar sind mit einem idempotenten'* MGU v,

11 Da der Constraint der Regel wahr ist, kann sie zu f(y) ~ y < € vereinfacht werden.

12 Diese Bedingung ist keine Beschrinkung der Allgemeinheit; nétigenfalls 148t sie sich durch
gebundene Variablenumbenennung einhalten.

13 Eine Gleichung kann also nur dann auf eine Variable angewendet werden, wenn ihre linke Seite
mit der Variablen identisch ist (was bedeutet, das es sich um eine freie Variable handelt).

14 Auch das ist keine Beschrinkung der Allgemeinheit, denn zwei unifizierbare Terme haben stets
auch einen idempotenten allgemeinsten Unifikator.
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4. die Kombination
Cpeuw = <,u7 Oneu> =c Ue, U <l/7 true>
konsistent ist,

gelte
t =, t,

wobel

t' = (VE) (Vi) ((tp/r))p < cneu) -

In diesem Falle heifie (r,p, p) eine Rechtfertigung firt =5 t'.

Seien t und t' Terme mit Constraint. Genau dann, wenn entsprechend obiger Defi-
nition t = t' gilt mit einer Rechtfertigung (r,p, n), so dafs

1. ty, = lu,

2. €t VON Cpey Subsumiert wird,

gelte
t=,t .

Wie man leicht nachvollzieht, sind die Ableitbarkeitsrelationen =5, und =, wohl-
definiert, d.h., ist R ein Reduktionssystem mit Constraints und t ein Term mit
Constraint, und gilt

t=,t oder t=,t,

dann ist auch t’ ein Term mit Constraint: Der Constraint in t’ ist als Kombination
(Def. 4.2.9) von wohlgeformten Constraints wieder wohlgeformt, und die idempo-
tente Substitution g wird auf den neuen Term t¢,., angewendet, so dafl auch die
Bedingung ¢,.,pt = t,., erfillt ist.

Aus Definition 4.3.6 folgt sofort, dafl =5 eine Teilrelation von = ist.

Die Idee bei der Definition der Ableitbarkeitsrelation =5 ist, dafl sich alle durch die
Grundinstanzen R(c) von R definierten Ableitbarkeitsrelationen —5 in ihr wider-
spiegeln. Wann immer aus einer Instanz s{o) eines Terms mit Constraint s durch
Anwendung einer Regel im Reduktionssystem R(o) ein Term ¢ ableitbar ist, soll
s = t gelten, so daff ¢t = t{o) eine Instanz von t ist.

Der wesentliche Unterschied zwischen den beiden Ableitbarkeitsrelationen ist, dafl
die in der Definition von =5 zusatzlich aufgestellten Bedingungen sicher stellen,
daf die Ableitung t =, t' — sieht man von der Ordnung auf den Termen ab —
ein umkehrbarer Prozef} ist, der Term mit Constraint t also durch den Term mit
Constraint t' ersetzt werden kann. Was genau ,kann ersetzt werden“ bedeutet,
wird erst im folgenden deutlich werden. Gemeint ist nicht ,,wird subsumiert® — der
Begriff Subsumtion ist fiir Terme mit Constraint in etwas anderer Weise definiert
(Def. 4.3.8) —, sondern daf die jeweilige Menge, in der t durch t’ ersetzt wird, keine
ihrer fiir Korrektheit und Vollstandigkeit notwendigen Eigenschaften verliert. Dabei
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tibernimmt der Term t’ die Funktionen von t nur im Zusammenspiel mit den Regeln
im Reduktionssystem R; wéhrend ein t subsumierender Term diesen stets ersetzen
kann — unabhéngig vom jeweiligen System R.

Eine Ableitung t = t’ stellt, falls t £, t’, einen nicht umkehrbaren Prozef dar.
Der abgeleitete Term t’ kann nicht alle Funktionen von t {ibernehmen, sondern nur
die einiger seiner Instanzen.

Beispiel 4.3.7
Hier einige Beispiele fiir Ableitungsschritte und ihre Rechtfertigungen:

(gla.) <) = (gla,b) <o) mit (¢~ b < o), (2), id)

(flo<a = (e<o) mit {(Ve)(f(z) ~ @ < o), (), id)
(@< = (y< {efa)ary) mit (¢~ y< (ida=y)), (), {c/a})

() <o) = (c< ({zfchtrue))  mit {(f(a) ~ e < ), ), {a/c})

a

Gilt t =% t’, dann wird der Constraint ¢’ des Terms t’ vom Constraint ¢ des Terms t
subsumiert, d. h. die Constraints werden bei der Ableitung stets spezieller.

Es ist sinnvoll, eine Subsumtionsrelation auf den Termen mit Constraint zu defi-
nieren. Diese entspricht in etwa der Beziehung, die zwischen einem Term (ohne
Constraint) und einer seiner Instanzen besteht. Im folgenden wird ein Term mit
Constraint t, der einen Term mit Constraint t’ subsumiert, simtliche Funktionen
von t’ iibernehmen koénnen.

Definition 4.3.8 (Subsumtion von Termen mit Constraint)

FEin Term mit Constraint t1 = (V2)(t; < ¢1) subsumiert einen Term mit Constraint
ty = (Vy)(t2 < ¢2) genau dann, wenn — gegebenenfalls nach einer gebundenen Um-
benennung der Variablen in t; —

1. der Term ty eine Instanz ist von ty, d.h. eine idempotente Substitution p
existiert, so daff to = t1p,

2. der Constraint ¢; U (p, true) den Constraint ¢; subsumiert.

Wie man leicht nachvollzieht, gilt, falls der Term mit Constraint t; den Term mit
Constraint ty subsumiert, und o eine Grundsubstitution ist, die den Constraint
von t; erfillt:

t1(o) = ta(o) .

Beispiel 4.3.9
Beispielsweise subsumiert der Term a < € den Term a < ({/a}, true).

Falls g(b) = f(a) wahr ist, subsumiert die Reduktionsregel

(Va)(Vy)(g(z) ~ fy) <€)

die Regel
g(b) ~ fla) <e .
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4.4 Transformationsregeln und Vervollstindigung

4.4.1 Ziel der Vervollstandigung

In diesem Abschnitt nun werden Transformationsregeln angegeben, die ein Verfah-
ren fiir die Vervollsténdigung von Reduktionssystemen mit Constraints definieren.
Durch wiederholte (faire) Anwendung der Transformationsregeln wird ausgehend
von einem initialen System R = R ein System R*> angenihert, da eine einheitli-
che Darstellung der (klassischen) Vervollstandigungen aller Grundinstanzen von R
ist.

Die Grundinstanzen R* (o) von R> sind jedoch im allgemeinen nicht irreduzibel
und also nicht kanonisch. Das zu verlangen wiirde, wie das folgende Beispiel zeigt,
auch keinen Sinn machen.

Beispiel 4.4.1
Es sei das Reduktionssystem

R ={f(2) v e<ea~ b e}

vorgelegt. Auf dieses System ist keine der im néchsten Abschnitt definierten Trans-
formationsregeln anwendbar.

Dennoch ist mit o = {x/a} die Grundinstanz
R (o) ={f(a)~ ¢, a~ b}
keineswegs kanonisch. O

Die Figenschaften der , Vervollstandigung® R> selbst sind jedoch wichtiger als die
ihrer Grundinstanzen. Die durch R* auf den Termen mit Constraint definierte
Relation = ist ndmlich in gewissem (in Abschnitt 4.9 n&her prazisiertem) Sinne
konfluent. Das erlaubt es, deterministisch Loésungen o eines gegeben gemischten
FE—Unifikationsproblems (F, s,t) zu berechnen (und nicht nur zu {iberpriifen, ob ein
gegebenes o Unifikator ist). Tatsachlich wird es moglich sein, eine Menge C((F, s,1))
von Constraints zu bestimmen, so dafl die Menge Sat(C((FE,s,t))) der C erfiillen-
den Substitutionen eine beziiglicher der Subsumtionsrelation <, grund—vollsténdige
Menge von Unifikatoren ist.

4.4.2 Loschung

Es ist sicherlich sinnvoll, solche Regeln zu 16schen, deren Constraint unerfiillbar ist,
und die ohnehin niemals angewendet werden kénnen:

Definition 4.4.2 (Loschungsregel)
Set R ein Reduktionssystem mit Constraints. Die Loschungsregel ist definiert durch:

(L) RU {(‘v’:z:)(;z«» t< o)} ¢ inkonsistent

Beispiel 4.4.3
Die Regel @~ f(x) < (¢d,x = f(x)) kann geloscht werden, da (¢d,x > f(x)) un-
erfiillbar ist. O
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4.4.3 Aquivalenzumformung

Die Umformungsregel ist — wie die Léschungsregel — zwar sinnvoll, fiir die Vollstan-
digkeit des Verfahrens jedoch keineswegs notwendig. Sie erlaubt es, den Constraint ¢
einer Reduktionsregel durch eine Menge {c¢y, ..., ¢,} von Constraints zu ersetzen, die
— disjunktiv verkniipft — zu ¢ dquivalent sind, d. h.

Sat(c) = U Sat(c;) .

1<i<n

Da jede Regel nur einen Constraint haben kann, werden n Kopien der urspriinglichen
Reduktionsregel erzeugt und mit den Constraints ¢y, ..., ¢, versehen.

Die Umformungsregel erlaubt es, beliebige Vertahren zu verwenden um Constraints
auf eine einfache Normalform zu bringen. Das kann die Handhabung der Constraints
entscheident erleichtern (siehe Abschnitt 6.2). Bei der Umformung kann jedes Wis-
sen verwendet werden, das man iiber die spezielle Reduktionsordnung >y hat, durch
die > interpretiert wird.

Definition 4.4.4 (Aquivalenzumformungsregel)

Sei R ein Reduktionssystem mit Constraints. Die Regel zur Aquivalenzumformung
ist definiert durch:

A RU{VZ)(~r <)} Sat(c) = Sat(C'),
(4) RU{(VZ)(lo ~ ro < (0,0)) : (c,0) € C}  C endlich

Beispiel 4.4.5
Wird > durch eine LPO >, (Def. 3.6.7) interpretiert, dann kann die Regel

[@,y) ~ fla,b) < (id, f(2,y) = [(a,b))
durch die beiden neuen Regeln
f@,y)~ fla,b) < (id,z > a)
fa,y)~ fla,b) < ({z/a},y > b)

ersetzt werden. O

Fiir n = 0 entspricht die Umformungsregel der Léschungsregel (Def. 4.4.2). Diese
kann darum als ein Spezialfall der Aquivalenzumformung aufgefafit werden.

4.4.4 Subsumtion

Wird eine in einem Reduktionsystem R enthaltene Regel von einer anderen Regel
in R subsumiert (Def. 4.3.8), so kann sie geloscht werden:

Definition 4.4.6 (Subsumtionsregel)
Set R ein Reduktionssystem mit Constraints. Die Subsumtionsregel ist definiert

durch:

R UA{r,r'}
S) —Roi

r subsumiert v’
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Man darf eine Regel nicht alleine schon deshalb 16schen, weil sie sich selbst sub-
sumiert; damit in Einklang steht, dafl die Anwendung der Subsumtionsregel nichts
bewirkt, wenn r = r’ (ihre Anwendung ist in diesem Falle allerdings sinnlos).

4.4.5 Kritisches Paar, Kombination, Vereinfachung

Durch die bisher beschriebenen Transformationen werden Reduktiosregeln geléscht
bzw. durch dquivalente Regeln ersetzt, ohne dafl dabei die Ableitbarkeitsrelation =5
eine Rolle spielte. Zur Vervollstandigung eines Reduktionssystems R muf} aber =5
beriicksichtigt werden, indem eine Regel ro € R auf eine Regel r; € R angewendet
werden kann.

Seien also
rn=WVr)(s~t<e) und ry=(Vy)(l~r<e),

und die Regel ry sei auf r; anwendbar, d. h. es gelte r; = r| mit einer Rechtferti-
gung (ra, p, 1t). Die neue Regel

ry = (VZ)(VG)(Snew ~ tnew < Cneu)

kann man nun allerdings noch nicht ohne weiteres verwenden. Zum einen kénnen
ihre verschiedenen Instanzen unterschiedlich orientiert sein, weswegen die beiden
symmetrischen Versionen

Fpewlr = (vj;)(vg)(sneu ~r tneu L Cpen U <Zd7 Snew tneu>)
Fpew2z = (vj;)(vg)(tneu ~r Spey K Crey U <Zd7 tneu > 5neu>) ’

der Regel betrachtet werden miissen. Zum anderen hingt die Form der Transfor-
mationsregel davon ab,

e ob neben r; = r} auch ry = rj gilt (mit der gleichen Rechtfertigung).

o auf welche Seite von ry die Regel ry angewendet wurde, d. h., ob p eine Position
in s oder in t ist.

Falls ry = r| gilt, kénnen r,.,1 und r,.,2 die Funktion von r; im Zusammenspiel
vollsténdig iibernehmen, erlauben also die gleichen Ableitungen wie r;. Wurde da-
bei ry auf die rechte Seite von r; angewendet, kann man auflerdem schlieflen, daf
Ineuo inkonsistent ist. In diesem Fall heifit die Transtformation eine ., Vereinfachung®,
denn r; kann durch die einzelne neue Regel r,, 1 ersetzt werden. Wurde ry auf die
rechte Seite von ry angewendet, kann r,,.,2 konsistent sein und also nicht weggelassen
werden; eine solche Transformation heifit ,Komposition®.

Gilt ry = v} nicht,'> ersetzen die neuen Regeln die alte Regel r; nicht. Eine sol-
che Transformation fithrt daher zu zusétzlichen Regeln, und wird nur ausgefiihrt,
wenn es zur Vervollstandigung nétig ist — namlich dann, wenn ry; auf die linke
Seite von r; angewendet wurde, und daher r; und ry ein kritisches Paar bilden. In
diesem Fall werden r,,.,; und r,., als zusdtzliche Regeln in das Reduktionssystem
aufgenommen.

15 Das heifit: nicht mit der gleichen Rechtfertigung wie r; = rf; ob r; = r| mit einer ande-
ren Rechtfertigung gilt (insbesondere bei einer Anwendung an einer anderen Position p’) ist

unerheblich.
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Definition 4.4.7 (Vereinfachungs—, Kompositions—, Kritisches—Paar—Regel)
Sei R ein Reduktionssystem mit Constraints, und fir Regeln v,r9 € R der Form

rn=WVa)(s~t<e) und ry=Vy)(l~r < c)
gelte vy = r| mit einer Rechtfertigung (re,p, ). Hat v\ die Form
ry = (V&) (V9)(Snew ~ Lnew < Cneu)
dann seien die neuen Regeln v,.,1 und vpeu0 durch

Fpewr = (vj;)(vg)(sneu ~r tneu L Cpen U <Zd7 Snew tneu>)
Fpewz = (vj;)(vg)(tneu ~r Spey K Crey U <Zd7 tneu > 5neu>)

definiert und die Vereinfachungsregel (V), die Kompositionsregel (Ko) und die Kri-
tisches—Paar—Regel (KP) durch:

R )
V) TRNED U ) pint
R )
Ko) N0 oty 70
(KP) R pin s, nicht vy =5 1]

R U {rneu17 rneuQ}

Der wesentliche Unterschied zu der Kritisches—Paar—Regel bei dem Verfahren von
Gallier et al. ist, daBl der Unifikator g nur lokal auf die neue Regel angewendet wird,
und nicht etwa auf ganz R.

Beispiel 4.4.8
Aus dem Reduktionssystem

R=A{c~y<(id,x > vy),
ooz L (id,x - z),
y~u < (id,y = u)}

sind in jeweils einem Schritt die folgenden Systeme R, R” und R ableitbar,
namlich mit Hilfe der Vereinfachungsregel das System

R ={e~u<(id,(z>y)A(y > u)A(z = u)),
Tz L (1d,x - 2),
y~ru < (idyy = u)}

mit Hilfe der Kompositionsregel das System

R'={zvy K
Yy~ 2K
T~z K
y~u <K

id, (x = y)A(x = 2) A (2= y)),
id, (z = y) A (= 2) A (y = 2)),
id,x = z),
id,y = u)}

i —"
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und mit Hilfe der Kritisches—Paar—Regel das System

R"=A{x~y < (id,z = y),
ooz L (id,x - z),
Yy~ u <L (id,y = u),
g u << ({2/yh (v = 2) Ay = u
u~~ 2 < ({2/y (y = 2) Ay = u

>
=

Y

I

Die Kompositionsregel (Ko) konnte weggelassen werden, wenn man die Kritsches—
Paar—Regel (KP) verallgemeinerte und nur mit der Bedingung .,p eine Position in s“
versdhe. Fine Anwendung der Regel (Ko) wiirde dann jeweils durch eine Anwendung
dieser allgemeineren Regel (KP) und eine anschlieflende Anwendung der Subsumti-
onsregel (S) ersetzt. Die Zusammenfassung von (KP) und (Ko) wiirde jedoch die
Effizienz des Verfahrens beeintrachtigen.

4.4.6 Faire Vervollstandigungsprozeduren

Im allgemeinen kann die Vervollstdndigung eines Reduktionssystems unendlich viele
Anwendungen der Transformationsregeln erfordern (ob es eine einfache Charakteri-
sierung der Félle gibt, in denen sie endlich ist, ist eine offene Frage). Auch wenn eine
Folge von Transformationen nicht terminiert, wird aber eine Vervollstandigung R>
approximiert. Sie enthilt die persistenten Reduktionsregeln, die in allen bis auf
endlich viele der entstehenden Reduktionssysteme enthalten sind.

Definition 4.4.9 (Relation |-, Transformationsprozedur, Vervollstindigung)
Set R ein Reduktionssystem.
R|-TR

bedeute, dafy R' durch Anwendung einer der Transformationsregeln (Def. 4.4.2,
444, 4.4.6 und 4.4.7) aus R entsteht.

Eine Transformationsprozedur legt fest, in welcher Rethenfolge die Transformati-
onsregeln ausgehend von einem Reduktionssystem R = R° anzuwenden sind, so daf
eine Vervollstindigungsfolge

RC |—R1 |—R2 .-
entsteht.

Das dadurch eindeutig bestimmte Reduktionssystem

R _ R™ falls die Vervollstindigungsfolge von der Léinge m ist
| Ukso Niuse R™ - falls die Vervollstindigungsfolge unendlich ist
heifie die Vervollstindigung von R.

Ist R das initiale System zu einer Menge E von Gleichungen, dann heiffe R> auch
eine Vervollstindigung von E.
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Die Vervollstaindung eines Reduktionssystems wird die gewiinschten Eigenschaften
nur haben, wenn auch bei einer unendlichen Vervollstandigungsfolge sichergestellt
ist, daf} jede mogliche Transformation schlielich auch ausgefithrt wird — es sei denn
die betroffenen Regeln gehdren zwar zu einem Element R® der Vervollstindigungs-
folge, nicht aber zu R*>, werden wieder geléscht.

Definition 4.4.10 (Fairnef einer Transformation)
Eine Transformationsprozedur heiffe fair, wenn

1. die Umformungsregel (A) nicht auf Regeln angewendet wird, die selbst durch
eine Aquivalenzumformung entstanden sind;

2. fir jede Grundsubstitution o die Menge der o—persistenten Regeln

R™ (o) falls die Vervollstindigungsfolge endlich
(R{o))>* = und von der Linge m ist
Ukso Ninsk R™ (o) falls sie unendlich ist

Teilmenge von R (o) ist.

3. es fiir jedes kritische Paarry, vy € R' (1 > 0), das fiir eine Grundsubstitution o
o —persistent ist,'® einen Index j gibt, so daf das Reduktionssystem R/t in der
Vervollstindigungsfolge durch Anwendung der Kritisches—Paar—Regel auf die
entsprechenden Regeln v, v, € R’ (deren Instanzen mit denen von vy und ry
ibereinstimmen) aus R? entstanden ist;

Vervollstindigungen und Vervollstindigungsfolgen heiflen fair, wenn sie durch die
Anwendung einer fairen Transformationsprozedur entstanden sind.

Die erste Fairnebedingung stellt sicher, dafl nicht unendlich viele, m&glicherweise
zyklische Aquivalenzumformungen ausgefithrt werden. Es ist auch unnétig, eine
Regel, die durch eine Umformung entstanden ist, noch einmal umzuformen; solche
Transformationen kénnen stets auch in einem Schritt zusammengefafit werden.

Die zweite Bedingung ist bei endlichen Transformationsfolgen ohnehin eingehalten,
und spielt in der Praxis keine Rolle. Sie stellt sicher, daf eine Regel, die fiir eine
Substitution ¢ in dem Sinne persistent ist, dafl sie in allen bis auf endlich vielen
der R"[o] auftritt, auch in R*[o] liegt. Diese Fairnefibedingung kénnte nur dann
nicht eingehalten sein, wenn beispielsweise durch eine unendliche Folge von Subsum-
tionen in R™ immer allgemeinere Regeln auftreten, die gemeinsame ., persistente®
Instanzen haben, von denen aber, da sie alle verschieden sind, keine persistent sind.

Die dritte Bedingung ist die wichtigste. Sie stellt sicher, dafl frither oder spéater
auf alle kritischen Paare die Kritsches—Paar—Regel angewendet wird, was fir die
Konfluenzeigenschaften einer Vervollstandigung unerléflich ist.

16 Das heifit o erfiillt die Constraints der beiden Regeln r; und rs, und es gilt

{ri,ma}{(o) C (R(e))™ .
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Vorausgesetzt, die Fairnefbedingungen werden eingehalten, kénnen beliebige Heuri-
stitiken fiir die Auswahl der jeweils néchsten anzuwendenden Transformationsregel
eingesetzt werden. Die fiir die Implementierung verwendete Transformationsproze-
dur ist in Abschnitt 6.4 beschrieben.

4.5 Berechnung von Normalformen

Hat man die Vervollstindigung R> einer Menge F von Gleichungen berechnet, kann
man ein K-Unifikationsproblem (F, s,t) 16sen, indem man Normalformen der Terme
s und t beziiglich der Ableitbarkeitsrelation =~ bestimmt. Meist hat ein Term
nicht nur eine Normalform sondern mehrere — im allgemeinen sogar unendlich viele.

Beispiel 4.5.1
Fir R* ={b~ a < ¢, d~ ¢ < €} hat < € (e ist der leere Constraint) die Nor-
malformen ¢ < ({x/b},true), ¢ < ({x/d}, true) und = < € selbst. 0

Wie das Beispiel zeigt, kann die Menge der Normalformen Redundanzen enthalten,
denn der Giiltigkeitsbereich der Normalform a < € ist nicht auf den Fall o(2) # «
und o(x) # b beschrankt. Wollte man das vermeiden, miiite man im Beispiel statt
r < e die Normalform = < (¢d,((x = b))V (b= 2)) A ((x = d) V (d > x))) verwen-
den. Experimente haben aber gezeigt, dal der durch die Redundanzen entstehende
Mehraufwand geringer ist, als derjenige, der durch die Handhabung der komplizier-
teren Ordnungsbedingungen in redundanzfreien Normalformen entsteht.

Wie die Transformationen zur Vervollsténdigung von Reduktionssystemen kénnen
auch die Regelanwendungen zur Berechnung von Normalformen als auf Mengen ope-
rierende Transformationen dargestellt werden. Die folgenden Normalisierungsregeln
entsprechen im wesentlichen den auf Reduktionssystemen definierten Transformati-
onsregeln (Abschnitt 4.4). Nur die Ableitungsregel hat dort keine direkte Entspre-
chung, ihre FEigenschaften, vor allem die Unterschiede zur Vereinfachungsregel, sind
aber der der Kritisches—Paar—Regel dhnlich.

Definition 4.5.2 (Normalisierungen, die Relation |- )
In Abhdingigkeit von einem Reduktionssystem R sind auf Mengen T von Termen
mit Constraint die Normalisierungsregeln Loschung (L), Aquivalenzumformung (A),

Subsumtion (S), Vereinfachung (V) und Ableitung (A) definiert:
TU{(Vz)(t < ¢)}

(L) T c inkonsistent
(&) T U{(Vz)(t < c)} Sat(c) = Sat(C),
T U{(Vz)(to < (0,0)) : (0,0) € C}  C endlich
(S) %ﬁif}/} t subsumiert t/
V) o "

7 U{t}
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Seien T und T' Mengen von Termen mit Constraint.
T, T
bedeute, dafs T' durch Anwendung einer der Normalisierungen aus T entsteht.

Definition 4.5.3 (Normalisierungsprozedur, Menge von Normalformen)

FEine Normalisierungsprozedur legt fest, in welcher Rethenfolge die Normalisierungen
(Def. 4.5.2) bei gegebenem Reduktionssystem R und einer gegebenen Menge von
Termen mit Constraints T = T° anzuwenden sind, so dafi eine Normalisierungsfolge

TO |_R Tl |_R 72 |_R e
entsteht.

Die dadurch eindeutig bestimmte Menge

oo _ Tn falls die Normalisierungsfolge von der Linge m ist
| Ukso Nk T falls die Normalisierungsfolge unendlich ist

heiffe Menge von Normalformen von T (beziiglich R ).

Wie bei der Vervollstindigung von Reduktionssystemen unterliegt auch hier die
Anwendung der Transformationsregeln gewissen Einschriankungen, mufl namlich in
folgender Weise fair sein:

Definition 4.5.4 (Fairnef einer Normalisierung)
FEine Normalisierungsprozedur heiffe fair, wenn fir jede Normalisierungsfolge

TO |_R Tl |_R 72 |_R e
qilt:

1. Die Normalisierungsregel (A) wird nicht auf Terme angewendet, die selbst
durch eine Aquivalenzumformung entstanden sind;

2. Fir jede Grundsubstitution o ist die Menge der o—persistenten Terme

T (o) falls die Normalisierungsfolge endlich
(T (o)™ = und von der Linge m ist
Ukso Nisik T77(0)  falls sie unendlich ist

Teilmenge von T (o).

3. Fir jeden Term t € T' (1 >0), der fir eine Grundsubstitution o o-persi-

stent ist,'" und aus dem ein Term s ableitbar ist, gibt es einen Index j, so
daf die Menge von Normalformen T'T' in der Normalisierungsfolge durch
Anwendung der Vereinfachung (V) oder der Ableitung (A) (Def. 4.5.3) auf
den entsprechenden Term t' € T7 entstanden ist, und s’ € T/+t gilt (s und &'

haben die gleichen Instanzen beziiglich o).

17 Das heiBt o erfiillt den Constraint des Terms t, und es gilt {t}{c) C (7 {c))>°.
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Mengen von Normalformen und Normalisierungsfolgen heifien fair, wenn sie durch
die Anwendung einer fairen Normalisierungsprozedur entstanden sind.

Die bei der Berechnung von Normalformen einzuhaltenden Fairneibedingungen sind
denen fiir eine faire Vervollstandigung (Def. 4.4.10) sehr dhnlich. Das gilt insbeson-
dere fiir die ersten beiden, eher technischen Bedingungen.

Die dritte Bedingung stellt hier sicher, daf} jede mégliche und nicht durch Vereinfa-
chungen obsolet werdende Regelanwendung schliefilich ausgefiithrt wird.

Beispiel 4.5.5
Sei 4 die alphabetische LPO, R enthalte die beiden Regeln

ri = (Vo) (f(z)~ 2 <e) und 1= (y~b< (idy = b)),

und es sel
T = {fla) <} .
Dann ist
T ={a < g,
b< ({y/f(a)}, true)}

eine faire Menge von Normalformen von 7°.

Die Regel ry ist auf ¢ < € nicht anwendbar und b < ({y/a},a > b) keine Normal-
form, da der Constraint ({y/a}, a > b) inkonsistent ist. 0

4.6 Vermischen von Vervollstandigung und Normalisierung

Nun stehen die notwendigen Mittel zur Verfligung, ein beliebiges gemischtes F—
Unifikationsproblem (F, s,t) zu 16sen, indem man ndmlich zunéchst eine faire Ver-
vollstandigung R*> des zu E gehdérenden intialen Reduktionssystems R° bestimmt,
und dieses dann benutzt, um die Mengen von Normalformen S und 7 der Terme
mit Constraint

{s<e} und {t<¢€}

(beziiglich R*®) zu berechnen. Die Mengen S und 7 stellen in gewisser Weise alle
Normalformen von so und to (beziiglich Eo) fiir verschiedene Substitutionen o dar.
Indem man in ihnen nach zueinander passenden Normalformen von s und ¢ sucht,
d.h., nach Normalformen, die gemeinsame Instanzen haben, kann man eine Menge
von Constraints bestimmen, die eine grund—vollstandige Menge von Unifikatoren
des E-Unifikationsproblems (F, s,t) darstellt:

Definition 4.6.1 (Lésungsmengen C2F, C.,)

Sei (E,s,1) ein gemischtes E—Unifikationsproblem und R> eine faire Vervollstindi-
gung des zu E gehérenden initialen Reduktionssystems R°. Die Mengen von Termen
mit Constraint S und T,*° (1 = 0,1,2,...,00) seien die durch R® definierten fairen
Menge von Normalformen von 8P bzw. T.°, wobei

SN=8"={s<e} und T =T°={t<e}.
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Dann sei ka(<E, s, 1) (4,5, k=0,1,2,...,00) die Menge von Constraints

{ey Uy U (g, true) = (VI)(r <€ ¢1) € SY, (V9)(ry < &) € TF,
r und ry unifizierbar mit MGU p }

Ferner set

Ci((F,s,t)) =C7"((F,s,t)) .

Beispiel 4.6.2
Als Beispiel soll noch einmal das schon in Beispiel 3.6.19 verwendete F—Unifika-
tionsproblem

(Eys,t) = ({[(a) = a, g(g(x)) =~ f(a)}, g(g(g9(x))), )
dienen (siehe auch Abschnitt 7.1.2).
Verwendet man die alphabetische LPO, dann ist
R? =R> = {f(a)~ a < ¢,
9(g(x)) ~ a < €}
eine faire Vervollstandigung von F. Damit ist
83 =85 = {gla) < ¢}
=177 = {+<¢} .
Also ist 4
' = {({e/g(a)},true)} (123,521 k=0).

Da S und 72 keine kombinierbaren Terme enthalten, ist C5* = §). O

Die Mengen von Constraints C; approximieren die Menge C,. In Abschnitt 4.8 wird
bewiesen, dafl die Menge

U ((E,s,1)) = Sat™(Co ((E, 5,1)))

fiir jedes F—Unifikationsproblem (F, s,t) eine beziiglich der Subsumtionsrelation <,
grund—vollstidndige Menge von Unifikatoren ist. Das folgende Beispiel zeigt, dafl U,
im allgemeinen tatsachlich nur grund—vollstéandig, nicht aber vollstandig ist:

Beispiel 4.6.3
Sei (F,s,t) = ({x = y},z,y). Eine faire Vervollstindigung ist beispielweise

R =R={z~y<(id,x = y), y~ z < (id,y = z)} .
Die damit konstruierte Losungsmenge gemafl Definition 4.6.1 ist

Coo((E,5,1)) = {{z/y}, true), (id, 2 = y), (id,y = @)} .

Wie jede Substitution ist die allgemeinste Substitution :d eine Lésung des Problems;
sie erfiillt aber keinen der Constraints in Co, und liegt nicht in U, ((E, s,t)); darum
ist U, nicht vollstindig. U, enthalt aber alle Grundsubstitutionen und ist also
grund—vollstindig. O
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Das Problem ist nun aber, daff die Menge U..((F, s,1)) im allgemeinen nicht (ohne
weiteres) aufzihlbar ist.'® Dazu brauchte man namlich die faire Vervollstindigung
R als ganzes; R™ ist aber selbst nur aufzdhlbar.

Dieses Problem kénnte man 1ésen, indem man die Mengen C{’k(<E,5,t>) fiir alle
i,J,k > 0 berechnete und nicht nur Co, = C2*°.'? Diese Mengen sind, da man zu
ihrer Konstruktion die endlichen Reduktionssysteme R' verwendet, berechenbar.
Daraus und aus Definition 4.2.13 folgt, dafl die Menge von Substitutionen

Z/{(/X)(<E, S, t>) = Sat*(Ui,j,kZO Cz]7k(<E7 S, t>))

aufzahlbar ist.

Mit der Menge U/, statt U, bleibt das Verfahren vollstindig, denn jeder Con-
straint ¢ € Coo ((E, s,t)) muB sich in endlich vielen Schritten konstruieren lassen,?®
weswegen

Col(Bys, ) € U CIF((B,s.1))

27]7k20
gilt.

Die Umkehrung der obigen Inklusion gilt nicht (sonst ware Co ((E, s,1)) aufzihlbar).
Es kann namlich sein, daf} eine Reduktionsregel in R¢, die bei der Konstruktion eines
Elementes von Cf’k(<E, s,1)) verwendet wird, nicht persistent ist, in R* also nicht
mehr auftritt. Darum muf fiir den Beweis, dafl das Verfahren korrekt bleibt, jede
einzelne der Mengen Cf’k — und nicht etwa nur C., — als korrekt nachgewiesen
werden (was im nachsten Abschnitt geschieht).

Mit der Berechnung der Menge U’  statt U, handelt man sich aber nun ein neues
Problem ein: sie ist ineffizient. Man muB nun nimlich die Mengen S/ und TF fiir
alle’! 7 > 0 berechnen. Bei praktisch allen Unifikationsproblemen bedeutet das die
Ableitung einer grofen Menge redundanter Information. In der Regel werden sich
S} und 8/;; kaum unterscheiden, weil sich auch R' und R'*! nur wenig, ndmlich
nur in den durch die Transformation betroffenen Regeln unterscheiden.

Es ist unerldfilich diese Redundanzen zu vermeiden; sonst wiirde eine Implementie-
rung des Verfahrens schon bei einfachen Unifikationsproblemen scheitern. S$7 und
T% zu berechnen ist, wie schon gesagt, nicht méglich, weil R* nur aufzihlbar ist. Es
wiirde auch geniigen, statt dessen S/ und 7T;* fiir ein hinreichend grofies ¢ zu berech-
nen. Leider gibt es aber keine Methode, im voraus zu bestimmen, was , hinreichend
grof}* bedeutet.

Es gibt aber eine andere Méglichkeit, ndmlich die Vervollsténdigung mit der Nor-
malisierung der Terme in folgender Weise zu vermischen:

18 Jedenfalls nicht mit Hilfe des beschriebenen Verfahrens, daBl U..({E,s,t)) tatséichlich nicht
aufzéahlbar ist, ist damit nicht bewiesen.

19 Es geniigte auch, hinreichend viele dieser Mengen zu bestimmen, so dafi nimlich fiir beliebige
i,J,k > 0 eine Menge Cg,l’kl berechnet wird mit ¢/ >4, j' > j, k' > k.

20 Alle in den unendlichen Mengen R® und Coo((E, s, t)) enthaltenen Elemente entstehen durch
endliche Transformations— und Normalisierungsfolgen mit endlichen Beweisen — was der Tat-
sache, daBl Coo ({F, s,1)) nicht aufzdhlbar ist, nicht widerspricht.

2! Die Berechnung fiir hinreichend viele statt alle i geniigt (siehe Fufinote 19).
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Definition 4.6.4 (Vervollstandigungs— und Normalisierungsfolge, —prozedur)
Eine Folge ((R',T"))is0) von Paaren, bestehend aus Reduktionsystemen mit Con-
straints R* und Mengen von Termen mit Constraint T*, heiffe eine Vervollstin-
digungs— und Normalisierungsfolge, wenn fir alle 1 > 0 genau eine der folgenden
Bedingungen erfillt ist:

o R\ = R*Y (Def. 4.4.9) und T* = T+,
[} RZ = Ri+1 und TZ |—R,‘ T,H—l (Def 453),
o R =R ynd T = T,

FEine Vervollstindigung— und Normalisierungsprozedur legt fest, in welcher Rethen-
Jolge Transformationen und Normalisierungen bei einem gegebenen Paar (R°,T°)

anzuwenden sind, so daff eine Vervollstindigungs— und Normalisierungsfolge en-
steht.

Dadurch sind Mengen R persistender Regeln und T persistenter Normalformen
wie in den Definitionen 4.4.9 und 4.5.3 eindeutig bestimmt,

Die dritte Moglichkeit bei der Bildung einer Vervollsténdigungs— und Normalisie-
rungsfolge, sowohl R¢ = R*+! als auch 7 = 7! unverindert zu lassen, ist fiir den
Fall zugelassen, dafl mehrere Unifikationsprobleme zugleich betrachtet werden, und
beim Ubergang von 7 auf 141 eine andere Menge von Normalformen verindert wird.

Auch wenn die Vervollstdndigung und die Normalisierung vermischt werden, miissen
die Fairneflbedingungen aus den Definitionen 4.4.10 und 4.5.4 eingehalten werden.
Diese nehmen nun die folgende Form an:

Definition 4.6.5 (Faire Vervollstandigungs— und Normalisierungsprozedur)

FEine Vervollstindigungs— und Normalisierungsprozedur heiffe fair, wenn fir jede
Normalisierungsfolge ((R*,T"))(i»0) die Folge der Reduktionssysteme R* (i > 0) eine
faire Vervollstindigungsfolge ist (Def. 4.4.10), und fir die Folge der Mengen T* von
Normalformen (¢ > 0) gilt:

1. Die Normalisierungsregel (A) wird nicht auf Terme angewendet, die selbst
durch eine Aquivalenzumformung entstanden sind;

2. Fir jede Grundsubstitution o ist die Menge der o—persistenten Terme

T (o) falls die Normalisierungsfolge endlich
(T (o)™ = und von der Ldnge m ist
Ukso N>k R™ (o) falls sie unendlich ist

Teilmenge von T (o).

3. Fir jeden Term t € T¢, (1 >0), der fiir eine Grundsubstitution o o-persi-
stent ist, und aus dem mit Hilfe einer o—persistenten Regelr € R' ein Term s
ableitbar ist, gibt es einen Index j, so daf die Menge von Normalformen T
durch Anwendung der Vereinfachung (V) oder der Ableitung (A) (Def. 4.5.3)
auf t' € T’ entstanden ist, und s’ € T'+* gilt (s und s' haben beziiglich o die
gleichen Instanzen).
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Auch mit Hilfe einer vermischten Vervollstandigung und Normalisierung kann man
zu einem gegebenen E-Unifikationsproblem (F, s,t) Mengen C' von Constraints be-
rechnen (dhnlich wie die Mengen Cf’k aus Definition 4.6.1), die nur von Unifikatoren
des Problems ertiillt werden, und die — vorausgesetzt die Prozedur ist fair — eine
Menge C approximieren, fiir die Sat(C) eine grund—vollstdndige Menge von Unifika-
toren ist:

Definition 4.6.6 (Lésungsmengen C', C)
Sei (E, s,t) ein gemischtes E—Unifikationsproblem, R° das zu E gehérenden initiale
Reduktionssystem,

S'={s<¢c} und T°={t<c} .

Ferner seien ((R',S"))is0) und ((R*,T*))(ix0) faire Vervollstindigungs und Norma-

lisierungsfolgen.

Dann sei C'((E,s,1)) (1 =0,1,2,...,00) die Menge von Constraints

{er Uey U {p,true) = (Va)(r1 < 1) € SY, (Vy)(ry € ) € T,
ry und ry unifizierbar mit MGU p } |

und

CH(E, s, 1)) =JC((E,s,1)) .

i>0

Die Menge C(F,s,t) ist also die Vereinigung der C'(F,s,t) und nicht etwa gleich
C> (diese Definition wére auch moglich, wiirde aber wieder zu dem Problem fiihren,
dal C = C* im allgemeinen nicht aufzdhlbar wéare).

Im Gegensatz zu U; ; 1>0 ka enthélt C = U;»o C' in der Regel nur wenige Redundan-
zen und ist darum fiir die Implementierung geeignet.

4.7 Korrektheit

In diesem Abschnitt wird bewiesen, daf§ die Mengen Cf’k(<E,5,t>) und C((F,s,t))
aus den Definition 4.6.1 und 4.6.6 fiir 7, 7, k € {0,1,2,..., 00} korrekt sind, d. h., daf

jede Substitution in
Sat(CI*((E,s5,1))) und  Sat(C((E,s,1)))

eine Losung von (F, s, 1) ist.

Dazu muB man zeigen, daB die Ableitbarkeitsrelation =i fiir jedes Reduktionssy-
stem einer Vervollstdndigungsfolge korrekt ist, dafl also jede Ableitung der durch die
Gleichungsmenge F definierten Gleichungstheorie entspricht (in dem in Lemma 4.7.4
prazisierten Sinne). Man muf} sogar etwas mehr beweisen, ndmlich daf der ,sym-
metrische AbschluB“ von =, korrekt ist. Mit ,,symmetrischer AbschluB® ist hier
allerdings nicht der mengentheoretische AbschluB & i gemeint, sondern die Rela-
tion, die man erhélt, wenn man bei der Ableitung die Orientierung der Regeln nicht
beriicksichtigt:
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Definition 4.7.1 (Inverse einer Reduktionsregel und eines Reduktionssystems, das
System R*)
Die Inverse einer Reduktionsregel mit Constraint

r=(Y&)(s~ t < ¢)

ist die Regel
r=Va)t~s<e) .

Das inverse System zu einem Reduktionssystem R ist das System
R ={r" : reR}.
Das System R* ist die Vereinigung von R mit seiner Inversen:

RT*=RUR™ .

Bei der Bildung der Inversen einer Reduktionsregel wird also nur ihre Orientie-
rung verandert; ihr Constraint wird beibehalten (also nicht etwa negiert), denn der
Giltigkeitsbereich muf der gleiche bleiben. Wie das folgende Beispiel zeigt, gilt im
allgemeinen &, # =+

Beispiel 4.7.2
Sei R = {x ~ a < ¢}. Dann gilt

(b <€) = (a < ({2/b},true))

und es gilt
(¢ < ({x/b}, true)) =, - (b < ({z/b},true)) .

Betrachtet man dagegen den symmetrischen Abschlufl von =, dann gilt
(a < {{z/b}, true)) ex (b< ) |

was ein unerwiinschter Effekt ist, da bei einer Ableitung der an den Term angeheftete
Constraint niemals allgemeiner werden darf. O

Zunédchst wird ein relativ einfach zu {iberpriifendes Kriterium fiir die Korrektheit
eines Reduktionssystems bewiesen:

Definition 4.7.3 (Korrektes Reduktionssystem)
Ein Reduktionssystem R heifie korrekt beziglich einer Menge E von Gleichungen,
falls fiir jede Reduktionsregel

(Vz)(l~r < c) € RE

qilt:

Wenn eine Substitution o den Constraint ¢ erfillt, dann ist sie eine Losung des
gemischten E—Unifikationsproblems (F, [ r).
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Lemma 4.7.4
Das Reduktionssystem R sei beziglich einer Menge E von Gleichungen korrekt

(Def. }.7.3).
Gilt fir Terme mit Constraint s = (Vz)(s < ¢5) und t = (Vy)(t < )

s=,+t oder s=xt,

dann ist jede Substitution o, die den Constraint ¢; erfillt, eine Losung des gemisch-
ten E-Unifikationsproblems (E, s,t).
Beweis:

Den Fall, daB s = t gilt, braucht man nicht gesondert zu betrachten, denn wegen
R C R* gilt, falls s =5 t, auch s == t.

Gelte zunédchst s =+ t mit (r, p, 1) als Rechtfertigung, wobei r = (V2)(I ~ r < ¢,).

1. Da o den Constraint ¢; erfiillt, und also eine Spezialisierung von g sein muf},
gilt so = sa[p/lo] und to = to[p/ro];

2. Da R korrekt ist beziiglich F, ist o Losung von (F,[,r) (Def. 4.7.3), und also

gilt lo &S, ro.

Aus der Monotonie von <, beziiglich der Termstruktur (Satz 3.2.7) folgt

so = salp/lo] Sy, to[p/ro] =to .

Sei nun
S:t0:>R:t tl = rt et tn:t

ein Beweis fiir s =,+ t. Da die Constraints bei der Ableitung spezieller werden,
erfiillt o nicht nur ¢;, sondern jeden Constraint ¢; eines Terms t; (1 <7 < n). Daher
folgt aus dem bisher bewiesenen

b b b
SO =190 <=3p, 110 g, - =g, Lo =10

also so <55, to, und daraus, daf o eine Losung des F-Unifikationsproblems (F, s, t)

ist (Korollar 3.2.3). ]

Man kann zeigen, dafl das initiale System zu einer Menge von Gleichungen korrekt
ist, und dafl die Korrektheit bei Transformationen erhalten bleibt, also auch alle
Reduktionssysteme in einer Vervollstandigungsfolge korrekt sind:

Lemma 4.7.5
Sei E eine Menge von Gleichungen und R° das initiale Reduktionsystem zu E. Dann
ist jedes Reduktionssystem R"™ (n > 0) in einer von R° ausgehenden Vervollstindi-
gqungsfolge

ROF-R'-R? |-
und auch die daraus resultierende Vervollstindigung R> (Def. 4.4.9) korrekt beziig-
lich E.
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Beweis:

Da die Korrektheit eines Reduktionssystems aus der Korrektheit jeder in ihm (und
seiner Inversen) enthaltenen Regel folgt (Def. 4.7.3), und da geméf Definition 4.4.9
jede Regel in R schon in einem (sogar unendlich vielen) der R™ (n > 0) enthalten
sein muf}, geniigt es, die Korrektheit der Systeme in der Vervollsténdigungsfolge zu
zeigen. Dies geschieht durch vollstdndige Induktion tiber n:

Hn = 0%

Ist (Va)(l~r < c) € Roi, dann ist, da R° das initiale System zu £ ist (Def. 4.3.3),

(Ve)(lm~r)e E oder (Vx)(rxl) ekl .

Darum ist die leere Substitution ¢d ein Unifikator von (£, [, r), und wegen Satz 3.2.6
auch jede den Constraint ¢ erfiillende Substitution.

o — n+ 1%

Fall 1: Sei R™! aus R"™ durch eine Transformation entstanden, die keine neue
Reduktionsregel hinzufiigt (Loschung, Subsumtion), dann folgt die Korrektheit des
Systems R"*! trivialer Weise aus der von R".

Fall 2: Sei R™" aus R”™ durch eine Aquivalenzumformung (Def. 4.4.4) entstanden,
und sei

(Vz)(lo ~ ro < (0,0)) € R"!

eine beliebige der neu hinzugekommenen, aus (Vz)(l ~ r < ¢) € R™ enstandenen
Reduktionsregeln. Erfiillt eine Substitution 7 den Constraint (o, O), dann erfiillt
sie wegen Sat((o,0)) C Sat(c) auch den Constraint ¢. Aus der Korrektheit von R”
folgt

*
It &g rr
und da ¢ idempotent und 7 eine Spezialisierung von o ist,
*
loT <4, TOT .

Also ist 7 Unifikator von (E, lo, ro). Die Korrektheit der Inversen der neuen Regeln
folgt analog.

Fall 3: Sei R"*1 aus R™ durch Anwendung der Kritsches—Paar—, der Vereinfachungs—
oder der Kombinationsregel entstanden (Def. 4.4.7).

Fpew = (vj;)(vg)(sneu ~ tneu < C) S Rn+1

sei eine neue Regel oder die Inverse einer neuen Regel. Dann gibt es geméf Defini-
tion 4.4.7 Regeln v = (Vz)(s ~ t < ¢;) und ry = (V§)(I ~ r < ¢z) in (R")*, eine
Position p in s ~» ¢t und einen idempotenten Unifikator u, so dafl entweder

o s = (sp)[p/lp], sSneupt = (sp)[p/rp], tit = tneupt (wenn p eine Position in s ist),
oder

® Si = Speufty, i = (tp)[p/li], treupr = (tp)[p/rp], (wenn p eine Position in ¢ ist).

Erfiillt eine Substitution 7 den Constraint ¢, dann erfiillt sie auch die Constrains ¢
und ¢z, die in ¢ eingehen, und es gilt g < 7. Aus der Korrektheit von R" folgt

* *
ST g, t7 und T &y r7

und daraus mit Satz 3.2.7 entweder
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o 5,0, = (s7)[p/r7] Spr (sT)[p/lT] = 8T S g, 17 = 1,07, oder

ot = (t7)[p/r7] Spr (7)[p/I7] = t7 S ST = SpeuT.
In jedem Fall gilt also s,,c,7 S o tpeuT, Was zu zeigen war. [ |

Mit Hilfe des gerade bewiesenen Lemmas kann man nun zeigen, daf} die Berechnung
von Normalformen eines Termes mit Constraint geméf Definition 4.5.3 korrekt ist:

Satz 4.7.6
Sei E eine Menge von Gleichungen, R und R°, R',R? ... bexiiglich E korrekte

Reduktionssysteme, und
T ={s< ¢} .

Ferner set
7° |_R 7 |_R 7* |_R T
eine von T° ausgehende Normalisierungsfolge (Def. 4.5.3) oder aber
((R'.T"))izo0
eine Vervollstindigungs— und Normalisierungsfolge (Def. 4.6.5).

Dann gilt fir jeden Term mit Constraint (VYz)(t < ¢) in einer der Mengen T"
(n > 0) und in der Normalisierung T (Def. 4.5.3): Erfillt die Substitution o den

Constraint ¢, dann ist o Losung des gemischten E—-Unifikationsproblems (E, s,t).

Beweis:

Die Struktur des Beweises dhnelt der des Beweises von Lemma 4.7.5. Wie dort muf}
der Fall n = oo nicht weiter betrachtet werden, da jeder in 7> enthaltene Term mit
Constraint gemaf Definition schon in einer der Mengen 7" (n > 0) enthalten sein
muf. Fiir diese wird die Behauptung durch Induktion iiber n bewiesen.

,n = 0%
7° enthéilt nur den Term mit Constraint s < ¢, und jede Substitution ist Lésung
von (K, s,s).

SN — n+ 1%

Fall 1: Sei T™ aus 7™ durch eine Normalisierung entstanden, die keinen neuen
Term hinzufiigt (Loéschung, Subsumtion), dann folgt die Korrektheit von 7" tri-
vialer Weise aus der von 7".

Fall 2: Sei Tt aus T" durch eine Aquivalenzumformung entstanden, und sei
(V2)(to < (7,0)) € T

ein beliebiger der neu hinzugekommenen, aus (Vz)(t < ¢) € 7" enstandenen Terme.
Erfiillt eine Substitution 7 den Constraint (o, O), dann erfiillt sie auch den Con-
straint ¢, da Sat({o, O)) C Sat(c). Aus der Korrektheit von 7" folgt

*
ST g, LT

und da ¢ idempotent und 7 eine Spezialisierung von o ist,

*
ST &5, tOT .
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Also ist 7 Unifikator von (F, s,t0).

Fall 3: Sei T™*! aus 7™ durch Anwendung der Vereinfachungs— oder der Ableitungs-
regel entstanden. Sei t' = (Vy)(t' < ¢) € 7" der neue, aus t = (Vy)(t < ¢) € T"
entstandene Term (es gilt also t =5 t' baw. t =xn t'); schlieBlich sei 7 eine Substi-
tution, die ¢ erfiillt. Da ¢ in den Constraint ¢’ eingeht, erfiillt 7 auch ¢, und da die
Behauptung fiir 7" schon bewiesen ist, folgt

ST QET ir .
Weil die Systeme R und R”™ korrekt sind beziiglich £ folgt aus t =5 t’
iT QET t'r .

SchlieBllich gilt also auch

* !
ST &g T .

Fall §: Sei T™' = T™. Dann iibertragt sich die Behauptung trivialer Weise von n
auf n + 1. [

Satz 4.7.7 (Korrektheit des Verfahrens)
Sei (E,s,t) ein gemischtes E—-Unifikationsproblem. Jede Substitution o, die einen
der Constraints in einer der gemdfl Definition 4.6.1 gebildeten Mengen

CIM(E, s,1)) i,j,k €{0,1,2,...,00} ,
eine der gemdf§ Definition 4.6.6 gebildeten Mengen
C'((E,s,1)) i €{0,1,2,...,00}

oder '
C(E,s,1)) = U C'((E,s,1))
>0
erfillt, ist ein Unifikator des Problems (E, s,t).
Beweis:

Zunéchst ist festzuhalten, daf die Reduktionssysteme R (z = 0,1,2,...,00) geméaf
Lemma 4.7.5 samtlich korrekt sind, so dafl Satz 4.7.6 anwendbar ist.

Seien i, j, k € {0,1,2,..., 00} beliebig und 7 eine Substitution, die einen Constraint
cE (ka U CY) erfiillt. Dann gibt es geméB Definitionen 4.6.1 und 4.6.6 (die Bezeich-
nungen sind die gleichen wie dort) Terme mit Constraint

(V2)(r1 € e1) €8 und  (Vy)(rs € ea) €T

bzw.

(VZ)(r < 1) €S und  (Vy)(rs € ) €T"
so dal ¢ = ¢y Uy U (p, true), wobei p ein idempotenter Unifikator von r; und 7y
ist. Es gilt s7 <5 7 (mit Satz 4.7.6), t7 < o7 (ebenfalls mit Satz 4.7.6) und
ri7 = ro7. Daraus folgt

*
ST <=5 LT

und also mit Korollar 3.2.3 die Behauptung.
Die Korrektheit der Menge C((F, s,t)) folgt aus der der Mengen C'({F, s,t)), deren

Vereinigung sie ist. [
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4.8 Vollstandigkeit

Das Ziel in diesem Abschnitt ist, zu zeigen, dafl die Menge Co((F, s,1)) von Con-
straints, die durch getrennte Vervollstandigung und Normalisierung berechnet wird
(Def. 4.6.1), und die Menge C({F, s,t)), die durch vermischte Vervollstandigung und
Normalisierung entsteht (Def. 4.6.1), beide (grund—)vollstandig sind. Dabei ist die
Menge C (und in analoger Weise die Menge C,) grund—vollstandig, wenn es fiir je-
den Grund-Unifikator o von (F,s,t) eine Grundsubstitution o’ gibt, die einen der
Constraints in C erfiillt, und fiir die o’ <, o gilt (aus der Korrektheit des Verfahrens
(Satz 4.7.7) folgt, daB auch ¢’ ein Unifikator ist).

Es ist allerdings sehr schwierig, direkt und ohne Umwege zu beweisen, daf} ein be-
stimmter Unifikator o/ durch eine =~ —Ableitungsfolge gefunden werden kann (was
eigentlich notwendig wére), zumal zunichst auch unklar ist, wie sich derjenige ableit-
bare Unifikator o’ aus einem gegebenen Grund—Unifikator o ergibt, der o subsumiert.

Darum wird hilfsweise eine Ableitbarkeitsrelation — eingefithrt (die =5 als Teilre-
lation enthélt) und zunichst bewiesen, daff mit ihr zu jedem Grund-Unifikator o ein
Grund—Unifikator ¢’ aufgefunden werden kann, der o subsumiert. Es wird dann ge-
zeigt, daB fiir diese 0’ <,, o aus einer 2, -Ableitung eine = .- Ableitung konstruieren
kann. Der Beweis besteht aus den folgenden (hier nur grob umrissenen) Schritten:

L. Es wird gezeigt, daf} die Ableitbarkeitsrelation % o+ vollsténdig ist, d.h. in
gewissem (in Lemma 4.8.5 préazisierten) Sinne fiir jede Grundsubstitution o
die Relation <., mit einschlieft.

2. Dann wird eine wohlfundierte Ordnung auf =, —Beweisen definiert (Def. 4.8.7)
und gezeigt, daf sich jede Transformation des Reduktionssystems R in eine
Transformation der %, -Beweise iibertragen 1a8t, die diese beziiglich der wohl-
fundierten Ordnung verkleinert oder gleich lafit (Lemma 4.8.9).

3. Auf den Grund-Unifikatoren wird ebenfalls eine wohlfundierte Ordnung defi-
niert (Def. 4.8.10) und gezeigt, daB R** Beweise fiir minimale Unifikatoren
minimal sind, und darum zumindest fiir diese keinen Peak enthalten kénnen,
es also analoge R*—Beweise geben muf} (Lemma 4.8.13).

4. Schliefllich wird gezeigt, dafl man fiir minimale ¢ aus jedem % ;~—Beweis einen
= re—Beweis konstruieren kann (Satz 4.8.15). Das geniigt, denn die Ordnung
auf den Substitutionen wird so definiert, dafl es zu jedem Unifikator o ein
minimales ¢’ gibt mit o’ <, o (Lemma 4.8.11).

5. Es folgt nun schon, dafl das Verfahren vollstindig ist, falls man bei der Norma-
lisierung von Termen darauf verzichtet, die Vereinfachungsregel anzuwenden.
In einem letzten Schritt wird bewiesen, dafi das Verfahren vollstdandig bleibt,
wenn man die Vereinfachungsregel hinzunimmt (Satz 4.8.17).

Die erste zentrale Beweisidee ist der des Vollstandigkeitsbeweises fiir den UKBA
dhnlich (beispielsweise in [Dershowitz, 1989]), namlich eine wohlfundierte Ordnung
auf Beweisen zu definieren, und mit ihrer Hilfe zu zeigen, daf} es eine terminierende
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Folge von Transformationen gibt, die stets zu einem Beweis fiihrt, der keine Peaks??
enthdlt. Die zweite wesentliche Idee, auch auf den Substitutionen eine wohlfundierte
Ordnung zu definieren, wird in &hnlicher Weise fiir den Vollstandigkeitsbeweis in
[Gallier et al., 1992] verwendet.

Definition 4.8.1 (Die Ableitbarkeitsrelation —, c—Beweis)
Set R ein Reduktionssystem mit Constraints. Dann ist die Relation —x auf der
Menge der Terme mit Constraint folgendermafien definiert:

Sei
t = (Vo)(l < ¢)

ein Term mit Constraint. Genau dann, wenn es eine Reduktionsregel
r=Vy)(l~r<e)

gibt, die aus einer Reduktionsregel v' € R durch gebundene Variablenumbenennung
hervorgeht, so dafs

1. {x1,...,x,} N Var(r) =0 und {y1,...,yn} N Var(t) =0,
2. es eine Substitution p und eine Position p in tu gibt, so dafs (t,u)|p = lu,

3. die Kombination
Cpew = ¢ U ¢, U (p, true)

konsistent ist,

gelte

t R t/ y
wobel

t' = (Ve) (Vi) ((t)[p/ (rin)] < neu) -

In diesem Falle heife (r,p, p) eine Rechtfertigung fir t — t'.
Fine endliche Folge (to,...,t,) (n > 0) von Termen mit Constraint, so dafl

tO_»Rtl_»RtQ_»R"'_»Rtn 5

heiffe ein Beweis fir
t0 _*»R tn .
Enthalten alle Rechtfertigungen (v;,p;, ) (¢ = 1,...,n) dieses Beweises dieselbe Sub-

stitution p, und gilt zudem to = top (wobeity der Term in to ist), so heiffe der Beweis
ein pu—Beweis (bzw. ein R—u—Beweis).

Die Definition der Relation —4 ist der von =, sehr ahnlich. Die Unterschiede sind:

1. Die zu einer ——Regelanwendung ausgefithrte Substitution g mufl nicht ein
allgemeinster Unifikator sein.

22 Ein Peak ist ein Teilbeweis der Form t; — - tit1 —x tiy2, bzw. bel Termen und Reduktions-
systemen ohne Constraints der Form ¢; «— ;41 — {;42.
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2. Die Position p, an der die Regel anwendet wird, muf} nicht eine Position in ¢
sein, sondern es geniigt, wenn p eine Position in tx ist.

Die Relation % statt = fiir die Implementierung oder iiberhaupt fiir etwas anderes
als Beweiszwecke zu verwenden ist nicht sinnvoll:

Beispiel 4.8.2
Mit R = {a ~ b < €} gilt

(f(z) <€) == (f(0) < ({z/a}, true),
(f(f() < ({z/f(a)}, true),
(SUS0) < ({/f(f(a)}, true),

Wie dieses Beispiel zeigt, ist jede Regel auf jeden Term, der eine freie Variable
enthélt auf unendlich viele verschiedene Arten anwendbar. a

Da fiir die Frage, ob eine Substitution Unifikator eines gegebenen Problems (F, s, 1)
ist, nur die Belegung der in (F,s,t) frei auftretenden Variablen eine Rolle spielt,
liegt folgende Definition nahe:

Definition 4.8.3 (Wesentlich gleiche Substitutionen)

Sei (E,s,t) ein gemischtes E—Unifikationsproblem. Substitutionen o und 7 heiffen
wesentlich gleich (beziglich (F,s,t)), wenn sie auf den in (E,s,t) frei auftretenden
Variablen ibereinstimmen, d. h.

O|Free((E,s,t)) = T|Free((E,s,t)) -

Lemma 4.8.4

Ist o ein Unifikator des gemischten E-Unifikationsproblems (E,s,t), und ist die
Substitution T wesentlich gleich o (beziiglich (E,s,t)), dann ist auch 7 ein Unifika-
tor.

Beweis:
Da (E,s,t)0 = (E,s,1)7, folgt s7 Sy, 17 aus so <y, to. ]

Zunéchst wird nun die Vollstandigkeit der Ableitbarkeitsrelation % zo,+ bewiesen:

Lemma 4.8.5
Sei o ein Grund-Unifikator des gemischten E-Unifikationsproblems (FE,s,t), und
R° das initiale Reduktionssystem zu E.

Dann gibt es einen Grund-Unifikator o’ des Problems, der wesentlich gleich o ist,
so dafs
(s0" <€) Broyx (Lo’ < )
und es hierfir einen o'—Beweis gibt.
Beweis:

Da o ein Unifikator ist, gilt so <5, to, und dafiir muB es einen Beweis

S0 =1y g, 0 g, by, = 1O
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geben mit Rechtfertigungen ((Vz;)(l; & r;), pi,0:) (1 <@ < n). Dieser Beweis werde
nun durch — geméaf der Definition von — (Def. 4.8.1) zuldssige — Umbenennung der
Variablen in #; (1 < ¢ < n) so umgeformt, dafl die neuen Variablen—Tupel z} und die
Menge Free((FE, s,1)) paarweise disjunkt sind (die Tupel auch untereinander). Dann
gibt es eine Grundsubstitution o’ die wesentlich gleich o ist (bezliglich (F, s,t)) und
mit den durch die Umbenennung entstandenen Substitutionen o] auf den Variablen
in z; libereinstimmt. Fine solche Substitution o’ sei beliebig gewé&hlt.

Dann ist
(s0" <€) = (to K o) »r0yt -+ =xoyt (I L ) = (to’ < ¢)
mit Rechtfertigungen

(Vi) (i~ i < (id, 1)), pis0’) - oder
(Ve ([~ v < (idyri = 1), piyo’) - (1 <1<n)

ein Beweis fiir (so’ < ¢) 30z (to’ < ¢). Dies sind korrekte Rechtfertigungen,
denn:

1. Da R das initiale System zu F ist, entstehen die Reduktionsregeln in den
Rechtfertigungen durch gebundene Umbenennung aus Regeln in (R°)*.

2. Es gilt llo’ = [,o und rlo’ = r;o.

Beispiel 4.8.6
Sei

(E,s,t) = ({(Va)(f(z) = )}, 9(f(a), (D), ¢), g(a, b,y)) .

Beispielsweise ist ¢ = {y/c} ein Unifikator des Problems. Ein Beweis fiir so <, to
ist

g(f(a), f(b),¢) <z, gla, [(b),c) <5, gla,b,c)
mit Rechtfertigungen ((Va)(f(z) = @), (1),{z/a}) und (Va)(f(x) =~ ), (2){x/b},).
Eine gemafl Lemma 4.8.5 existierende, Substitution o', die wesentlich gleich o ist,

ist beispielweise o/ = {x/a,2'/b,y/c}, und

(9(f(a), f(b),c) <€) — (R0t (g(a, f(b),c) < ({x/a},true))
=0t (g(a,b,c) < ({x/a,2'/b}, true))

ist ein Beweis fir
(s0" <€) 5 g0yt (Lo’ < ¢

mit Rechtfertigungen

(Vo) (f(2) % v <€ ), (1),0") und {(Ve)(f(2) m &' < o), (2),0") .
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Nun kann die wohlfundierte Ordnung =y auf c-Beweisen definiert werden. An-
schlieflend wird gezeigt, daf} sich jeder Transformation eines Reduktionssystems R
in einer Transformation der R—o-Beweise widerspiegelt, die zu beziiglich = kleiner
werdenden oder gleich bleibenden Beweisen fiihrt.

Definition 4.8.7 (Die Ordnung sy auf o—Beweisen, wesentlich gleiche o—Bewei-
se)

Set =y die von $—x induzierte®® Multiset-Ordnung auf aus Tupeln von Termen
bestehenden Multisets.** Das heifst, es gilt

X o Y

genau dann, wenn

1L.X4£Y,

2. es zu jedem Tupel t, € Y\ X ein Tupelt, € X'\ Y gibt mit

by S ty

Die Ordnung sy werde dadurch auf die Menge aller R—o—Beweise
(t0<<cO)_»R"'_»R(tk<<ck) (kZO)a

s0 dafi o eine Grundsubstitution ist,*® ibertragen, daf einem Beweis mit Rechifer-
tigungen
(V) (l; ~ ri € i), pi, 0) (1 <i<k)

der aus Tripeln von Termen bestehende Multiset
{<ti_1,li0',ti> 1 S 7 S k}

zugeordnet wird.

Wird R—-o—-Beweisen der gleiche Multiset zugeordnet, so heiffen sie wesentlich gleich.

Lemma 4.8.8
Die Ordnung »=x (Def. 4.8.7) ist wohlfundiert.

Beweis:

Eine wie die Ordnung s definierte Multiset—Ordnung auf Tupeln von Termen ist
immer dann wohlfundiert, wenn die zugrunde gelegte Ordnung auf Termen wohlfun-
diert ist [Bachmair et al., 1986]. Die Ordnung > aber ist per Definition (Def. 4.2.2)
wohlfundiert. ]

23 %« bezeichnet die durch die totale Reduktionsordnung >, die fiir die Interpretation des Sym-
bols > verwendet wird, lexikographisch induzierte Ordnung auf Tupeln von Termen (Def. 3.6.7).

24 Ein Multiset (Vielfachmenge) ist eine Menge, in der Elemente mehrfach auftreten konnen.

%5 Da es sich um einen o-Beweis handelt, und ¢ eine Grundsubstitution ist, enthalten die t;
(1 <i < k) keine Variablen (insbesondere auch keine gebundenen).
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Lemma 4.8.9
Seien R und R' Reduktionssysteme mit R |— R’. Dann gibt es zu jedem R—o—Beweis

to ot - ot by (k>0),

so daf o eine Grundsubstitution ist, einen beziglich der Ordnung s+ kleineren oder
wesentlich gleichen R'-o-Beweis fir

to —*»(R/)j: tk .

Beweis:

Sei ((V&;)(l; ~ r; < ¢;),pi,0) die Rechtfertigung fiir t;_q —r+ t; (1 <:< k). In
Abhéngigkeit davon, durch welche Transformation R’ aus R hervorgegangen ist,
sind die folgenden Félle zu unterscheiden:

Fall 1: Ist R’ aus R durch Anwendung der Loschungsregel hervorgegangen, dann
kann die geloéschte Reduktionsregel, da ihr Constraint unerfiillbar ist, nicht an dem
R—o—Beweis beteiligt sein, und dieser ist also auch ein R'-o—Beweis.

Fall 2: Tst R' aus R durch Anwendung der Subsumtionsregel entstanden, wobei die
Regel r = (VZ)(I ~ r < ¢) € RNR' die Regel r; = (Vz)(l; ~ r; < ¢;) € R subsu-
miert, dann erhdlt man den gesuchten R’-o-Beweis dadurch, dafl man die Rechtfer-
tigung (V2)(l ~ r < ¢), p;, o) statt (r;, p;, 0;) verwendet, und den R-oc—Beweis an-
sonsten beibehélt. Dies ist zuléssig, da l;0 = lo, r,0 = ro und o € Sat(¢;) C Sat(c).

Fall 3: Tst R" aus R durch Anwendung der Aquivalenzumformungsregel entstanden,
die auf eine der Reduktionsregeln r; = (VZ)(l; ~ r; < ¢;) € R" angewendet wurde,
dann gibt es eine Regel r = (V&)(l ~ r < ¢) € R, so daB ;o = lo, rjoc = ro und
o € Sat(¢;) C Sat(e), und man kann wie in Fall 2 vorgehen.

Fall 4: TIst R aus R’ durch Anwendung der Kritisches—Paar—Regel entstanden, gilt
R C R’, und also ist der R—o-Beweis auch ein R'-o-Beweis.

Fall 5: Ist R' aus R durch Anwendung der Vereinfachungsregel entstanden, wobei
auf eine Regel ry = (V&)(/ ~ r < ¢) eine Regel ry = (Vy)(I' ~ 1’ < ') angewendet
wurde (ry,ry € R), gilt also ry =4 r,., mit der Rechtfertigung (rq, p, p), und ist
Tnew = (VZ2)(lnew ~ Thew € Cpew), dann kann man zunéchst folgern — allerdings nur
unter der zusdtzlichen Annahme, dafl die (in R’ nicht mehr auftretende) Regel ry
tiberhaupt an dem R—-o—Beweis beteiligt ist:

e ro = (ro)[l'c],*®
o [0 =lo,

o 1,0 = (ro)[r'ol.

Es folgt, dafl man den gesuchten R'—o—Beweis aus dem R-o—-Beweis dadurch erzeu-
gen kann, dal man

26 Die Schreibweise ro[l’o] ist eine Abkiirzung fiir ro[p’/l'c]. Die Position p’ ist, da die Vereinfa-
chungsregel angewendet wurde, bestimmt durch p = (2) o p'.
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1. jeden Teilbeweis
t; = (tlo] < i) =x (t[(ro)[lo]] < cip1) = tin
bei dem 1y € R* die angewendete Regel ist, durch
t; = (t[lo] < i) =x ((ro)[r'o]] < civa) =n- (t(ro)[l'0]] < cipr) = tig
ersetzt;

2. jeden Teilbeweis
b = (t(ro)[lo]] < ) = (1] < ei01) = tiss
bei dem (r1)~ € (R*)™ die angewendete Regel ist, durch
ti = (t[(ro)[l'o]] < i) == (t(ro)[r'o]] < civ1) =x (U[lo] < cir) = tipa
ersetzt;

3. alle iibrigen Teilbeweise beibehélt.

Fall 6: Der Fall, dal R aus R durch Anwendung der Kombinationsregel entstanden
ist, kann vollig analog zu Fall 5 behandelt werden, denn die Anwendung der Kom-
binationsregel auf eine Reduktionsregel r € R hat genau die gleichen Auswirkungen
auf RE wie die Anwendung der Vereinfachungsregel auf ihre Inverse r= € (R")™ —
und umgekehrt.

Damit ist die Fallunterscheidung abgeschlossen. Wie man leicht nachvollzieht, ist
in jedem Fall der konstruierte R'—o—Beweis beziiglich der Ordnung = kleiner als
oder wesentlich gleich wie der R—o—Beweis. In den Féllen 1-4 bleibt der dem Be-
weis zugeordnete Multiset unverdndert. In den Fallen 5 und 6 werden fiir einen
Teilbeweis zwei neue Teilbeweise eingesetzt. Die den neuen Teilbeweisen zugeord-
neten Termtripel sind beide beziiglich s kleiner als das dem ersetzten Teilbeweis
zugeordnete Tripel. [

Wie schon in der Einfiihrung angedeutet, ist die Relation %z nur fiir bestimmte
Grund-Unifikatoren o vollstandig — namlich fiir solche Unifikatoren, die beziiglich
einer auf den Grundsubstitutionen definierten Ordnungsrelation minimal sind:

Definition 4.8.10 (Minimaler Grund-Unifikator)
Sei (E,s,t) ein gemischtes E—Unifikationsproblem. Die in (K, s,1) frei auftretenden
Variablen seien in einer beliebigen aber festen Folge (x4,...,x,) angeordnet.

Dann sei die Ordnungsrelation %5 .., auf der Menge der Grundsubstitutionen de-
finiert durch: T % 5., 0 genau dann, wenn

(T(x1)y. ooy () x (o(21),...,0(x,)) -

o sei ein Grund-Unifikator von (E,s,t). Dann enthalte die Menge G({E,s,t),0)

genau die Substitutionen T, fir die gult:
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1. 7 ist Grund-Unifikator von (E,s,t).

2. 1<, 0.

Der Grund-Unifikator o heiffe minimal, wenn er ein beziglich % ., minimales
FElement von G((E,s,1),0) ist.

Lemma 4.8.11
Sei o Grund-Unifikator eines gemischten E-Unifikationsproblems (E,s,t). Dann
gibt es einen minimalen Grund-Unifikator o’ von (E,s,t) (Def. /.8.10) mit o’ <; o.

Beweis:

Der Grund—-Unifikator o selbst liegt in der Menge G((FE, s,1),0), die also nicht leer
ist. Da auflerdem die Relation % ., wohlfundiert ist (weil sie lexikographisch
durch die wohlfundierte Ordnung > induziert wird), besitzt G((F, s,t), o) (minde-
stens) ein minimales Element. Dieses sei mit ¢’ bezeichnet. o ist per Definition
wieder ein Grund-Unifikator von (F,s,t), und es gilt o/ <, 0.

Ware o' zwar in G((F,s,t),0) nicht aber in G((F,s,t),0’) minimal, gibe es also
ein 0’ € G((E,s,1),0") mit 0” < o, dann ware o” wegen der Transitivitat von <y
(Lemma 3.3.5) auch Element von G((F,s,t),0), was der Forderung widerspréache,
daf o/ minimal sei in G((F, s,1),0). |

Beispiel 4.8.12
Sei (E,s,t) = ({e = b}, f(x), f(c)), und es gelte ¢ = b. Dann sind {x/c} und {x/b}
Grund—Unifikatoren. Aber nur {/b} ist minimal. 0

Da fiir die Minimalitat eines Grund—Unifikators nur die Belegung der in (F, s,t) frei
auftretenden Variablen eine Rolle spielt, ist ein Grund—Unifikator 7, der wesentlich
gleich einem minimalen Grund—Unifikator o ist, ebenfalls minimal.

Nun kann gezeigt werden, daf sich die Vollsténdigkeit von — o+ auf die von —xe
tibertrigt, falls R> eine faire Vervollstéindigung von R ist:

Lemma 4.8.13
Set o ein minimaler Grund-Unifikator eines gemischten E-Unifikationsproblems

(E,s,t). Das Reduktionssystem R sei eine faire Vervollstindigung des initialen
Systems RY 2u E.

Dann gibt es einen Grund-Unifikator o' von (E,s,t), der wesentlich gleich o ist,
einen Term u und Constraints c,; und cu2, so dafs

(so0' € €) Bpoo (UK eyr) und (to! K €) Bpeo (U < Cua)

gilt, und es fiir beides R* o'~ Beweise gibt.%”

Beweis:
Der Beweis beruht darauf, mit wachsendem n beziiglich #, kleiner werdende oder
wesentlich gleich bleibende (R")*-o-Beweise fiir

(50 <€) Bgnyx (1 < c)

27 Woraus folgt, dal o’ die Constraints c¢,1 und cy» erfillt.
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zu konstruieren, und zu zeigen, dafl ein Beweis zumindest immer dann echt ver-
kleinert werden kann, wenn er einen Peak enthédlt. Da die Ordnung »y wohlfun-
diert ist, muf} sich auf diese Weise ein Beweis konstruieren lassen, der keinen Peak
enthilt. Aus diesem o/~(R")*-Beweis ohne Peak kann man den gesuchten Term u
und die entsprechenden R*°—Beweise konstruieren.

Gemiafl Lemma 4.8.5 existiert eine Grundsubstitution g, die wesentlich gleich o
ist (und darum wieder ein minimaler Grund-Unifikator ist), und ein (R®)¥-oq—
Beweis B, fir

(500 < €) ot (tog < o) .

Von diesem ausgehend seien fiir jedes n > 0 eine Substitution o, und ein Beweis fiir
(50, <€) Bpnyz (Lo, < )

in der folgenden Weise fiir n > 1 konstruiert:

1. Zunéchst sei B/ ein o,_1—(R")*Beweis fiir
(80p-1 € €) Zmmx (to,m1 <K Cumt)

Seine Existenz folgt mit Lemma 4.8.9 aus der des Beweises B,,_;, und B/ ist
kleiner oder wesentlich gleich B,,_;.

2. Der Beweis B, gehe dadurch aus B! hervor, dafl Teilbeweise, die ein Peak
sind, d.h. von der Form

ti TR tz'-|—1 —RT ti—l—? )

sukzessive durch kleinere (nicht gleich grofie) Teilbeweise ersetzt werden, falls
und solange das moglich ist. Dabei ist es zuldssig, zu einer anderen Grund-
substitution ¢ iiberzugehen, die wesentlich gleich o,_; und damit auch we-
sentlich gleich o ist (¢’ ist also ein minimaler Grund—Unifikator). Der neue
Teilbeweis muf} also ein U/*(Rn)i*BeWGiS fiir t; Zxn t;32 sein. Auch Peaks in
den neuen Teilbeweisen werden, soweit das moglich ist, durch kleinere Teilbe-
weise ersetzt.?® Sind verschiedene Ersetzungen moglich, die sich gegenseitig
ausschlieffen, werde jeweils eine beliebige ausgewdhlt. Diese Beweistransfor-
mation muf} terminieren, da die Ordnung », wohlfundiert ist (Lemma 4.8.8).
Die fiir den auf diese Weise entstandenen Beweis B,, verwendete Substitution
werde mit o,, bezeichnet. Der Beweis B, ist kleiner oder gleich B!, und damit
kleiner oder gleich B,,_1, und o, ist wie o,_; minimal.

Da sy wohlfundiert ist, muf} es ein n > 1 geben, so daf} alle Beweise B,, (m > n)
nicht kleiner als und also wesentlich gleich B,, sind. Alle zum Beweis B,, verwendeten
Regeln bzw. ihre Inversen aus R" sind also o,—persistent (Def. 4.4.10), da die den
Beweisen B, (m > n) zugeordneten Multisets von Termtupeln (Def. 4.8.7) gleich
bleiben, und die Instanzen der verwendeten Regeln in diese Multisets mit eingehen.

28 Die neuen Teilbeweise diirfen Peaks enthalten. Sie miissen nur beziiglich der Ordnung $»x
kleiner sein als der alte Teilbeweis (der ersetzte Peak).
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Angenommen, ein solcher Beweis B, enthilt als Teilbeweis einen Peak
(to < o) = m)- (11 K 1) =pm (t2 K ) , %
mit Rechtfertigungen (rq, p1,0.,) und (rq, p2, 0,,), wobei
r1=Va)(lh~r <o) und 1= (Vy)(lh~ r <) .

Es folgt (da es sich um einen o,,—Beweis handelt, gilt ¢; = ¢,0,, fir j =0,1,2)

lop, = Lo
ti = tolpi/riom]
t1|p2 = lon
by = tpafraon] = (lolpr/riom])[p2/r2om] -

Dann sind die folgenden Félle zu unterscheiden, die samtlich zu einem Widerspruch
fithren (siehe auch Beispiel 4.8.14).

Fall 1: Sei weder p; eine Position in top, noch py eine Position in lo|p,- Dann gilt

ty = (to[pz/r2om])pr/riom]

und der Peak kann durch den kleineren Teilbeweis
(to < co) »rm (Lo[p2/r20m) < co U crg) = mmy- (12 < c3)

(mit den gleichen Rechtfertigungen wie die des Peaks) ersetzt werden, was der For-
derung, dafi B,, nicht weiter in dieser Weise zu reduzieren sei, widerspricht.

30

Fall 2: Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei p; eine Position in #y,,.>" In

diesem Fall gibt es eine Position pj, in ly0,,, so dall p; = p; 0 py und 4o, = (lgam)%.

Fall 2.1: pl, sei eine Position in Iy (nicht nur in lyo,,), und 12|p§ sel keine Variable.
Dann bilden ry und die Inverse von ry (die beide in R™ liegen) ein kritisches Paar,
und dieses kritische Paar muf}, wie oben ausgefiihrt, o,,—persistent sein. Aus der
FairneB der Vervollstandigung (Def. 4.4.10) folgt, daB es ein m’ > 0 geben muf, so
daB in R™ die entsprechende Regel enthalten ist, die das kritische Paar ersetzen
kann. Es gibt also einen R™ -, —(Teil-)Beweis, der kleiner ist als der Peak. Ist
m’ < m, muf} es wegen Lemma 4.8.9 auch einen solchen R"-o,,—Beweis geben. Das
widerspricht wiederum der Forderung, dafl B, nicht weiter zu reduzieren sei. Ist
m’ > m, kann der Peak bei der Konstruktion von B, entfernt werden, und B/,
wird — im Widerspruch zur Annahme — kleiner sein als B,,. Daf} der gleiche Peak
in B,,» noch auftritt, folgt wie die Persistenz des kritischen Paares daraus, daf} die
den Beweisen B, (m' > m) zugeordneten Termtupel gleich bleiben.

Fall 2.2: p), sei eine Position innerhalb einer Variablen z in /5. Es gebe also eine
Position p”, so daf} O'm(l')|p,, = 1|y, = "10m. Dann sei

() = om(2)[py/hom]

2% Die Indizes 0, 1, 2 sollen nicht andeuten, dafl der Peak den Anfang des Beweises bildet; sie werden
der Einfachheit halber statt 7, ¢ + 1 und ¢ + 2 verwendet.

39 Der andere, spiegelbildliche Fall, daf3 ps eine Position in t1)p, ist, kann vollig analog behandelt
werden.
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und sonst stimme o/ mit o, berein.

Fall 2.2.1: Sei x eine in ry freie Variable und p4 = (). Dann ist r; = x (wegen der
Orientierung der Regel kann « nicht nur in /; auftreten). Auch in diesem Fall bilden
ry und die Inverse von ry ein kritisches Paar, was wie in Fall 2.1 zum Widerspruch

fithrt.

Fall 2.2.2: Sei x eine in ry freie Variable und p§ # (). Dann kann x nicht in r; auftre-
ten, denn sonst wére o,,(x) ein Unterterm von rio und damit ein echter Unterterm
von sich selbst. @ kann auch nicht in [ auftreten, denn dann wére der Term ryo, der
grofer ist als lo (beziiglich =), wegen der Monotonie von =y grofler als er selbst.
Dann folgt aber aus

*
Lo < g, T10m

(was wegen der Korrektheit des Reduktionssystems R gelten muf}) und der Kon-
struktion von o/,

om(2) QEU;R o (x) .
Es gilt also o], <, 0,,, was wegen l10,, >x ri0,, und also o] .. 0, der Mini-
malitdt von o, widerspricht.

Fall 2.2.3: Sei x eine in ry gebunden auftretende Variable. Wegen der gebundenen
Umbenennung der Variablen vor der Anwendung von Regeln (Def. 4.8.1) tritt «
dann im Rest des Beweises B,, nicht auf. Dann ist auch o/ minimal und wesentlich

gleich o,,. AuBerdem gilt (t907,), = lyo! und also

|p2
(to < co) »rm (to[p2/r20,,] < ) .

t) = to[pa/ra0!, ] unterscheidet sich nur dadurch von ¢y, dafl an Positionen, an denen
in ¢y der Term ryo,, = ryo/ auftritt, in ¢} der Term [ 0, = [y0]  auftritt. Es gilt
also

(to < co) =rm (1) K ) Sprmp- (12 L 2)

und dieser neue Beweis ist, wie man leicht nachvollzieht kleiner als der Peak. Dies
widerspricht nun wieder der Forderung, dafl der Beweis B,, nicht weiter reduzierbar
sein soll.

In jedem Fall also fiihrt die Annahme, B,, enthalte einen Peak, zu einem Wider-
spruch, und also enthélt keiner der Beweise B,, (m > n) einen Peak, insbesondere
auch der Beweis B,, nicht.

Sei 0/ = 0,. Da alle zum Beweis B, verwendeten Regeln, wie schon gesagt, o'
persistent sind, und die Vervollstandigung fair ist, liegen entsprechende Instanzen
der Regeln auch in R*°(¢"), und es gibt also einen (R*)*-o’-Beweis ohne Peak,
d.h. von der Form

(50" € €) Do (U K 1) Sgeer- (1< ¢y)
Zu zeigen bleibt, dafl aus dem (R*)~—o'-Beweis
(u < cu) = (to < co) ROy T TRy (lr <) = (1 <)
mit Rechtfertigungen R; (1 <7 < k) ein (R*)-o'-Beweis fiir

(1 <€) B (4 < Cua)
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konstruiert werden kann.

Es gibt Constraints ¢ (1 <i < k), so daB ¢, =coU; U...U¢, und da o’ eine
Grundsubstitution ist, ist

(t <€) = (th K ) poo - oo (lg < €)= (u < ¢2)

der gesuchte (R*)-c'-Beweis — und zwar mit den gleich bleibenden Rechtfertigun-
gen R; (1 <¢ < k) und den Constraints

no__ 1 / /

Beispiel 4.8.14
Das folgende sind Beispiele fiir die im Beweis von Lemma 4.8.13 unterschiedenen
Formen, die Peaks haben kénnen. (>« sei die alphabetische LPO.)

Zu Fall 1: Der Peak
(9(a,d) <€) =x- (g(c,d) <€) »x (g(c, b) <€)

mit Rechtfertigungen
((a~ c<e), (1), td)
((d~ b <€), (2), 0d)

kann durch
(9(a,d) <€) == (g(a,b) <€) =~ (g(c,b) < ¢)

ersetzt werden.

Ju Fall 2.1: Der Peak

(a < ({e/e},true)) —am (f(e) < ({x/c}, true)) —x (¢ < ({z/c}, truc))

mit Rechtfertigungen

((a~ fle) <o), (), {z/e}) (([() ~ 2 <o), (), {z/e})

kann durch
(a < ({z/c},true)) —x- (¢ < ({x/c},true))

ersetzt werden, nachdem die Kritisches—Paar—Regel auf das kritische Paar
(fle)~a<e) und (f(e) ~a<e)

angewendet wurde.

Zu Fall 2.2.1: Der Peak
(¢ <€) =r- (f(c) <€) = (fla) <€)

mit Rechtfertigungen
((z~ f(z) <o), O{zfeh)
(e~ a <o), (1), {z/c})



86 Kapitel 4: Vervollstandigungsbasierte gemischte F—Unifikation

kann durch
(¢ <€) == (fla) <¢)

ersetzt werden, nachdem die Kritisches—Paar—Regel auf
(fle) 2 <e) und (2~ a<e)

angewendet wurde.

Zu Fall 2.2.2: Der Peak
(9(a) <€) == (g(b) <€) —x (f(b,0) <€)
mit Rechtfertigungen

(@~ b<e), (1), {2/b})
((g(z) ~ [z, 2) <e), (), {/b))

kann durch
(9(a) <€) = (fla,a) < e) B (f(D,0) <o)
mit Rechtfertigungen
((g(z) ~ flz,2) <¢), (), {x/a})

((a~b<e), (1), {z/a})
((a~ b <o), (2), {z/a})

ersetzt werden. Dabei ist o = {x/b} nicht minimal, wohl aber ¢/ = {z/a}.

Zu Fall 2.2.3: Das Beispiel fiir diesen Fall unterscheidet sich von vorhergehenden
nur dadurch, dafl die Variable  gebunden ist. Der gleiche Peak wie oben, jedoch
mit Rechtfertigungen

((a~b<e), (1), {2/b})
(V) (g(z) ~ [z, 2) <e), (), {z/b})

kann wie oben ersetzt werden. O

Als néchstes wird die Vollstandigkeit der Ableitbarkeitsrelation S auf die der
Relation = ;- iibertragen.

Satz 4.8.15

Sei (E,s,t) ein gemischtes FE—Unifikationsproblem und o ein minimaler Grund—
Unifikator von (E,s,t). Ferner sei R™ eine faire Vervollstindigung des zu F
gehorenden intitialen Systems. Dann gibt es Terme mit Constraint

u; = (‘v’:i‘)(rl < Cl) und Uy = (‘v’gj)(rg < CQ) 5
so dafs:

1. (8 <€) Dpeo uy und (t <K €) Speo Uy;

2. r und ry sind unifizierbar mit einem MGU p;
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3. o erfillt den Constraint ¢; U ¢g U (, true).

Beweis:
Durch Induktion iiber n kann man folgendes technische Lemma beweisen: Unter
den Voraussetzungen

1. Es gibt einen R*—o—-Beweis
mit Rechtfertigungen (r;, p;, o) (1 <@ < n).

2. t, = (V&)(ty < ¢) ist ein Term mit Constraint, so dafl o den Constraint ¢
erfiillt, und

3. tho = 1o gilt.

4. Falls sich eine Substitution 7 von der Substitution ¢ nur in der Belegung einer
in t; gebunden auftretenden Variablen & unterscheidet, und o(x) =« 7(x) gilt,
dann erfiillt 7 den Constraint cf.

gibt es einen Term mit Constraint t = (Vy)(¢ < ¢) und eine Grundsubstitution o,
so daf:

1. t) Sre t,

2. o’ stimmt mit o wesentlich {iberein (¢’ ist also ein minimaler Grund—Unifika-
tor),

3. o erfiillt den Constraint ¢,

Hn = 0%
Fiir n = 0 folgt aus den Voraussetzungen, dafl t =t und ¢’ = o die gewiinschten
Eigenschaften haben.

Sn—1 — n“

Die fiir den Beweisschritt (tg < €) =g (11 < ¢1) verwendete Reduktionsregel sei
rn = (V2)({~ r < ¢ ). Folgende Fille (siehe auch Beispiel 4.8.16) sind zu unter-
scheiden:

Fall 1: Sei py eine Position in tj, und t6|p1 keine Variable, oder aber, falls t6|p1 =
eine Variable ist, sei [ = z. Es folgt

(t6|p1)0 = Lo, = lo .

olp, und [ sind also unifizierbar mit einem idempotenten MGU p < o. Unter diesen
Voraussetzungen gilt

(V) (ty < cp) =ne (V9)(H <€)
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mit der Rechtfertigung (ry, p1, 1), wobei

tyo = (tolpr /] o = tolpr/ro] =1,

und o erfiillt als Spezialisierung von p den Constraint ¢.

Sei x eine in t| gebunden auftretende Variable, und die Substitution 7 unterscheide
sich nur in der Belegung der Variablen x von o.

Es ist nur dann moglich, daff « in t} aber nicht schon in tj; vorkommt, wenn z in r
aber nicht in [ enthalten ist. Dann erfiillt 7 den Constraint ¢}, der die Vereinigung
von ¢j, ¢, und {u,true) ist, immer dann, wenn 7 den Constraint ¢, der Redukti-
onsregel erfiillt (in g kommt x nicht vor). Wie man aber anhand der Transfor-
mationsregeln (Abschnitt 4.4) nachvollzieht, haben die Constraints ¢, aller Reduk-
tionsregeln in einer Vervollstiandigung die Figenschaft: Erfiilllt die Substitution o
den Constraint ¢,, unterscheidet sich die Substitution 7 nur in der Belegung einer
Variablen = von o, die in der rechten Seite, nicht aber in der linken Seite der Re-
duktionsregel auftritt, und gilt o(x) =« 7(x), dann erfiillt auch 7 den Constraint c,.

Ist dagegen z eine in t] gebundene Variable, die auch schon in t{ auftritt, dann
kommt sie in ¢, nicht vor, 7 erfiillt also ¢,. Auflerdem folgt aus den vorausgesetzten
Eigenschaften von t{, dal 7 den Constraint ¢ und also auch ¢ erfiillt.

Damit sind alle Voraussetzungen fiir die Anwendung der Induktionsannahme erfiillt;
es gibt also einen Term mit Constraint t und eine Grundsubstitution ¢’ mit den
gewiinschten Figenschaften und

(Va)(ty < ) == (V) (t) <)) Sree t .

Fall 2: py sei in t{ eine Position innerhalb einer Variablen x. Es gebe also Positionen
p’ und p”, so dal p; = p’ o p’ und tglp, = . Dann gilt U(:L')|p,, = lo. Sei o' diejenige
Grundsubstitution, die mit ¢ auf allen Variablen aufler = iibereinstimmt, und fiir
die

o'(z) = o(z)[p"/ro]
gilt.

Fall 2.1: Sei x eine in t{ freie Variable. = kann nur in [ oder r enthalten sein, wenn
[ = x, also Fall 1 eintritt. Die Begriindung dafiir ist die gleiche wie in Fall 2.2.2
des Beweises von Lemma 4.8.13; und mit der gleichen Argumentation wie dort kann
man folgern, daf ¢’ ein Grund-Unifikator ist, und ¢ %5 .., 0’ und o’ <, o gilt, was
der Minimalitidt von o widerspricht. Dieser Fall (x eine freie Variable, [ # 2) muf
also nicht weiter betrachtet werden.

Fall 2.2: Sei z eine in t gebundene Variable. In diesem Fall erfiillt die Substitution o’
die Bedingung, daf} sie sich nur in der Belegung einer gebundenen Variable von o
unterscheidet, und dafl

o(z) = o(x)p"/lo] =< o(z)[p"/ro] = o'(x) .
Also erfiillt ¢/ den Constraint ¢g. Auerdem gilt {0’ = 1, und der R*-c—Beweis

(tl < cl) —HROO ... —HRoo (tn < Cn)
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wird, da die Variable = (sie ist in #y gebunden und also nicht frei) in ihm nicht
auftritt durch Ersetzung von o durch ¢’ zu einem R*—c'-Beweis. Dieser hat nur
die Lange n — 1, und die Induktionsannahme ist auf ihn anwendbar. Es existiert
also der gesuchte Term mit Constraint t mit

(V2)(ty < cp) = (Va)(t) < &) Zpee (VY)(t < 0)
und eine Substitution o”, die die gewiinschten Eigenschaften hat (da ¢” mit o
wesentlich {ibereinstimmt, stimmt ¢ auch mit o wesentlich iiberein).

Damit ist der Induktionsbeweis abgeschlossen.

Gemaif Lemma 4.8.13 existieren ein Term r, Constraints ¢; und ¢; und ein mit o we-
sentlich tibereinstimmender (und also minimaler) Grund-Unifikator ¢’ von (F, s,1),

so daf}
(s’ <€) Zopee (r<cy) und (to’ K €) Bpe (r < c2)
gilt, und es fiir beides R*—o'-Beweise gibt. Auf diese Beweise und auf die Terme
mit Constraint (s < €) und (¢t < €) ist das durch Induktion bewiesene Lemma an-
wendbar. Es gibt also Substitutionen oy und ¢y und Terme mit Constraint®!
u = (Vo)(r; < ¢y) und  up = (Vy)(rh < )
so daf}
(S < 6) éROO uq und (t < 6) éRoo up ,
T;O’l =Tr = T/20'2 .

Geméf Konstruktion unterscheiden sich o; und oy nur in jeweils unterschiedlichen
Variablen von ¢’. Daher erfiillt die Substitution

o1(x) falls o1(x) # o'(x)
o’(z) =% oa(x) falls o9(x) # o'(2)

o'(x) sonst
sowohl ¢; als auch ¢, (0’ erfiillt ¢; und ¢3), und es gilt

N A /]
Ti0 =T =750

Daher sind ] und ), unifizierbar mit einem (idempotenten) MGU g, und o” erfiillt

den Constraint ¢ U ¢} U (p, true). |

Beispiel 4.8.16
Das folgende sind Beispiele fiir die im Beweis von Satz 4.8.15 unterschiedenen Trans-
formationen von —~—-Beweisschritten in = - Teilbeweise.

Zu Fall 1: Die Ersetzung des ——Beweisschrittes
(Fo(@) < ) ~ (a < ({z/g(a), /a}, true)

mit der Rechtfertigung (ry, (), {z/g(a),y/a}) sei gesucht, wobei

ri=(flg(y) ~y<e) .

31 Zur Verdeutlichung: der im Lemma mit o bezeichneten Substitution entspricht o’; o entspre-
chen ¢y und o9; t} entsprechen (s < ¢) und (¢ < ¢€); und t entsprechen u; und ua.
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Ist (f(x) < €) der im Beweis von Satz 4.8.15 mit t;, bezeichnete, to = (f(g(a)) < ¢)
subsumierende Term, dann liegt die Position () in f(x) nicht innerhalb einer Vari-
ablen, und Fall 1 tritt ein. Der gesuchte =—Teilbeweis ist nun

(f(z) < e) = (y < ({z/g(y)}, true))

mit der Rechtfertigung (ry, (), {z/g9(y)}).
Zu Fall 2.1: Tst (ra, (1), {x/g(a),y/a}) mit

ry = (9(y) ~y < e)

die Rechtfertigung fiir den ——Beweisschritt

to = (flg(a)) <€) = (fla) < ({x/gla),y/a}, true)) = t1

und wie oben tj = (f(z) < ¢€), dann liegt die Position (1) in f(x) innerhalb der
Variablen x. Nun ist tatsichlich die Substitution {x/g(a),y/a} nicht minimal,

denn wann immer die Vervollstandigung der Menge F von Gleichungen die Regel ry
enthélt, ist die Substitution {z/a,y/a} kleiner.

Zu Fall 2.2: Sei derselbe ——Beweisschritt mit derselben Rechtfertigung wie im Bei-
spiel zu Fall 2.1 gegeben, nun sei aber t; = (Vz)(f(z) < €). Dann liegt die Posi-
tion (1) in f(x) innerhalb der gebundenen Variablen z. (Vz)(f(z) < €) subsumiert
— anders als der nicht quantifizierte Term im vorangegangen Beispiel — nicht nur
to, sondern auch t;, und der Beweisschritt kann also ausgelassen werden.

a

Mit Satz 4.8.15 ist die Vollstandigkeit des Verfahrens ,fast* bewiesen. Es bleibt zu
zeigen, dafl die nach Satz 4.8.15 existierenden und ableitbaren Terme mit Constraint
u; und uy (oder Terme mit den gleichen Eigenschaften) in allen fairen Mengen S
und 7 von Normalformen von

S'={s<e¢} und T°={(t<e)}

zu finden sind bzw. fiir ein hinreichend grofies n in Mengen S&™ und 7" jeder fai-
ren Vervollstindigungs— und Normalisierungsfolge. Es ist also zu zeigen, da das
Verfahren beweiskonfluent ist.

Das wiirde ohne weiteres aus Satz 4.8.15 folgen, kénnten nicht durch die Anwen-
dung der Vereinfachungsregel schon abgeleitete Terme wieder geléscht werden. Mit
der Vereinfachungsregel aber ist zundchst unklar, ob nicht auch fiir die Vollstandig-
keit unverzichtbare Terme wieder entfernt werden kénnten. Dieser Fall kann aber
tatsdchlich, wie der folgende Satz zeigt, nicht eintreten:

Satz 4.8.17 (Vollstandigkeit des Verfahrens)
Fiir jedes gemischte E—Unifikationsproblem (E,s,t) sind die Mengen von Unifika-
toren

Sat(C((F,s,1))) und Sat(Coo((F,s,t)))
(Def. 4.6.1 und 4.6.6) beziiglich der Subsumtionsrelation <j grund—vollstindig.
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Beweis:
Sei o ein beliebiger minimaler Grund—Unifikator von (F, s,t). Dann sei die Ordnung
s aul Termen mit Constraint definiert durch:

(Va)(t < ¢) », (Vy)(t' < )

genau dann, wenn

e o die Constraints ¢ und ¢ erfiillt, und

o lo - to.

Da 4 als Reduktionsordnung wohlfundiert ist, ist auch %, wohlfundiert.

Sei T° = {(t < €)}, und T°, 7', T2 ... sei entweder eine faire Normalisierungs-
folge (Def. 4.5.4) oder Teil einer fairen Vervollstandigungs— und Normalisierungs-
folge (Def. 4.6.5). Dann kann man durch Induktion {iber n zeigen, dafl es fiir alle
n > 0 einen Term mit Constraint t,, = (V&,)(f, < ¢,) in 7" gibt mit

1. o erfiillt ¢,
2. too S t,o,

3. t,_1 >, t, oder t,_10 = 1,0.

Hn = 0%
to = (1 < €) € TV erfiillt die Bedingungen.

S — n+ 1%
Ist der Term t,, € 7" bei der Konstruktion von 7! aus 7" erhalten geblieben, kann
man t,.; = t, € 7" verwenden. Das ist inbesondere der Fall, wenn 7"+ = 77,

Sei also der Term t, nicht erhalten geblieben, es gelte also t, € 7"t!'. Dann sind
in Abhangigkeit davon, durch Anwendung welcher Normalisierungsregel (Def. 4.5.2)
T aus 7" hervorgegangen ist, folgende Fille zu unterscheiden:

Fall 1: Ist 7™ durch Anwendung der Loéschregel aus 7" entstanden, dann kann
t, € 77 nicht der geléschte Term sein, weil o den Constraint ¢, erfiillt. Das steht
im Widerspruch zu t,, ¢ 7"+,

Fall 2: Tst T"t' durch Anwendung der Aquivalenzumformungsregel auf t,, aus 7"
entstanden, dann gibt es einen Term

tn‘H = (\Vli’;)(t% < C;) S Tn+17 tn-l—l € Tn 9

so daf o den Constraint ¢, erfiillt, und ¢,0 =t/ o gilt.

Fall 3: Tst 7" durch Anwendung der Subsumtionregel auf t,, aus 7" entstanden,
dann gibt es einen Term

tn‘H = (\Vli’;)(t; < c;) S Tn+17 tn-l—l € 7" )

der t,, subsumiert. Also erfiillt o den Constraint ¢, und es gilt t,,0 =1/ 0.
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Fall 4: Tst 7! durch Anwendung der Vereinfachungsregel auf t,, aus 7" entstan-
den, dann gibt es einen Term

tot = (\V/i'n+1)(tn+1 < Cn-|-1) e 7"t

mit t, =re tup1 bzw. t, 2xn t,40. Hierfir sei (V2)(I ~ r < ¢, ), p, 1) eine Recht-
fertigung. Es gilt ¢,11 = (t.[p/r])p; auBerdem subsumiert ¢,41 den Constraint ¢,
(das folgt aus der Definition der Ableitbarkeitsrelation =, Def. 4.3.6). Also erfiillt
o den Constraint ¢,, und es gilt 4 < o und lo > ro. Da zudem p idempotent ist,

folgt

tno = (talp/)o = (tao)[p/lo] =x (Lro)lp/ro] = (tulp/r])o = tuyro

und also t, #, t,41.

Fall 5: Die Ableitungsregel kann nicht zur Konstruktion von 7"t aus 7" verwen-

det worden sein, da bei ihrer Anwendung niemals ein Term entfernt wird, was im
Widerspruch zu t, & 7"t steht.

Damit ist der Induktionsbeweis abgeschlossen. Da die Ordnung », wohlfundiert
ist, mufB es ein n geben, so daB t,,0 = t,0 und o den Constraint ¢, erfillt (fiir alle
m > n). Also ist t, o—persistent, und weil die (Vervollstandigungs— und) Normali-
sierungsfolge fair ist (Def. 4.5.4 bzw. 4.6.5), gibt es auch einen Term

too = (VZoo)(too € Croo) € T,

der die drei oben genannten Eigenschaften hat, es gilt also

1. o erfillt ¢,

2. too Sy too.

Falls es mehrere Terme mit Constraint t., € 7° gibt, die diese Eigenschaften haben,
sei ein beziiglich der Ordnung »-, minimaler ausgewahlt.

Ein Term ss = (Vloo)(Sco K €5,00) in einer fairen Menge von Normalformen S von
S% = {(s < €)} sei in gleicher Weise bestimmt. Da o ein Unifikator von (F, s, 1) ist,
gilt

% % %
looT g, 1g0 =10 <35, SO = 500 g, S50 .

Also ist o Losung des F—Unifikationsproblems (F, so., 15 ). Aus Satz 4.8.15 folgt die
Existenz von Termen mit Constraint

u; = (‘v’:i‘)(rl < Cu71) und Uy = (‘v’gj)(rg < Cu72) 5

so daf:

L. (800 € €) =g ug und (fo, < €) S Ug;
2. ry und ry sind unifizierbar mit einem MGU y;

3. o erfiillt den Constraint ¢; U ¢y U (g, true).
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Da o die Constraints ¢; o, €00, Cy1 und ¢, o erfiillt, gilt auch
* *
Seo = e U uUnd  to =g Uy .

Gilt s, = uy, gibt es wegen der Fairnef der Normalisierungsfolge auch einen
Term v} € 7> (die mogliche Regelanwendung muf} ausgefithrt worden sein, es gilt
{u, Ho) = {u)}o)), so daB s., Z>r U, also s %, u} und o den Constraint des
Terms u] erfiillt. Das aber widerspricht der geforderten Minimalitat von s.,. Also
gilt s = uy, und in gleicher Weise folgt t., = uy. Dann liegt aber geméf Defi-
nition 4.6.1 der Constraint ¢; U ¢a U (p, true), der von o erfiillt wird in der Menge

Coo({E, 5,1)) und also o in Sat(Cs ((E, s,1))).

Aus so, € S und t., € T folgt, dafl es ein (hinreichend grofies) n > 0 geben muf,
so daBl s., € " und to, € 7". Also liegt der Constraint ¢; U ¢z U (g1, true) auch in
C™ und also 1n C.

Da o ein beliebig gewéhlter minimaler Grund—Unifikator ist, und es zu jedem Grund-—
Unifikator 7 einen minimalen Grund-Unifikator o gibt mit ¢ <, 7 (Lemma 4.8.11),
ist der Satz damit bewiesen. ]

4.9 Schwache Konfluenz der Vervollstandigung

Die Ableitbarkeitsrelation = e ist nicht konfluent. Wie das folgende Beispiel zeigt,
ist es auch nicht sinnvoll, das zu verlangen.

Beispiel 4.9.1
R> enthalte die Reduktionsregeln

fla)y~a<e und f(b)~b<e.
Dann gilt fiir s = (f(2) < €)
S =re (a < ({x/a}, true)) =t; und s =g~ (b ({2/b},true)) =t, .

Wiére =5« konfluent, miifite es einen Term geben, der sowohl aus t; als auch aus
ty ableitbar ist. Das wiirde aber keinen Sinn ergeben und sogar der Korrektheit
widersprechen, denn daraus wire auch die Gleichheit von a und b ableitbar, die
aber keinesfalls aus einer Menge E von Gleichungen, deren Vervollstandigung R>
ist, folgerbar ist. O

Die Ableitbarkeitsrelation =z hat aber, wenn sie auch im allgemeinen nicht kon-
fluent ist, eine ,schwache® Konfluenzeigenschaft, ohne die das gesamte Verfahren
nicht beweiskonfluent wire, und der Vollsténdigkeitssatz 4.8.15 nicht gelten wiirde.

Satz 4.9.2
Set R* eine faire Vervollstindigung, s, t; und ty seien Terme mit Constraint, es
gelte

S Dpee ty und 8 gty
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und die Constraints ¢; und ¢y der Terme ty und ty seien kompatibel, d. h. es sei
(8] L Co 7£ T .
Dann gibt es Terme mit Constraint uy; und u,, so dafs

t] =g Uy und by = e Uy

und u; und u, eine gemeinsame Instanz besitzen.>?

Beweis:

Sei R eine Vervollstindigung der Menge F von Gleichungen. Aus dem Lemma iiber
die Korrektheit der Vervollstandigung (Lemma 4.7.5) folgt, dafl es einen minimalen
Grund—Unifikator o von (F,s,t;) und von (FE,s,12) und also von (F,t1,13) geben
muf} (dabei sind s, 1, t3 die Terme in s, tq, t1).

Dann folgt aber aus dem Vollstandigkeitssatz 4.8.15 die Behauptung. [

Die (entsprechend definierte) schwache lokale Konfluenz der Relation = ist schon
daraus ableitbar, daB R> keine kritischen Paare mehr enthilt. Da aber =z« im
allgemeinen nicht wohlfundiert ist, folgt die schwache Konfluenz nicht ohne weiteres
mit Lemma 2.1.5 (bzw. dem Analogon zu diesem Lemma fiir schwache Konfluenz),
sondern sie muf} auf anderem Wege bewiesen werden — wie im Beweis zu Satz 4.8.15
geschehen.

DaB die Relation == nicht wohlfundiert ist, ist — unabhingig von der Frage
der (schwachen) Konfluenz — von Nachteil. Das fithrt ndmlich dazu, dafl das auf
ihr basierende Verfahren fiir die gemischte F—Unifikation nur ein Semi—Entschei-
dungsverfahren fiir die Existenz eines Unifikators ist, und zwar — anders als beim
Unfailing Knuth-Bendix—Algorithmus — auch dann, wenn die Vervollstindigung
R endlich ist.

Es ist ein noch offenes Problem, Kriterien fiir die Wohlfundiertheit von =z~ an-
zugeben. Es scheint, als wire =, fiir rein starre Probleme stets wohlfundiert.
Zumindest ist das bei allen mit der Implementierung des Verfahrens behandelten
Beispielen der Fall. Datfiir spricht auch, dafl die rein starre F—Unifikation tatsach-
lich entscheidbar ist [Gallier et al., 1992].

4.10 Lo6sung simultaner E-Unifikationsprobleme

Will man neben einfachen auch simultane gemischte E/~Unifikationsprobleme

(B st (B sint)) (> 1)

l6sen — fir die Gleichheitsbehandlung im Tableaukalkiil ist das unerlaflich —,
reicht es nicht aus, die Mengen C({Ey, sk, tx)) (1 < k < n) fiir die Einzelprobleme zu
bestimmen, denn Sat*(C({E}, sk, 1x))) ist nur beziiglich der Subsumtionsrelation <,
grund—vollstindig, nicht aber beziiglich <.

32 Das heif}t es gibt eine Substitution o, so da {u; }[o] N {us}[o] # 0.
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Wie schon in Abschnitt 3.3 ausgefiihrt, ist es zur Berechnung einer (grund-)voll-
standigen Menge von Unifikatoren des simultanen Problems erforderlich, dafl zu
gegebenen Substitutionen oy, oo die Menge aller 7, so daf3

o <7 und oy <7,

einfach zu bestimmen ist (dabei bezeichnet < die jeweils verwendete Subsumtions-
relation).*® Ein entsprechendes einfaches Verfahren existiert fiir die Subsumtionsre-
lation <, im allgemeinen jedoch nicht.?*

Beispiel 4.10.1
Zu l6sen sei das aus den beiden E—Unifikationsproblemen

(Ei,si,t) = (f(f(a)) = a, x, f(a))
(Ea,s2,t2) = (f(f(f(a))) = a,z, f(f(a)))

bestehende simultane Problem.

Alle Substitutionen der Form {x/f***'(a)} (n >0) sind, wie man leicht nach-
vollzieht, Losung des Problems (FEy,sy,¢1), und alle Substitutionen {x/f*™*?(a)}
(m > 0) sind Losung des Problems (Fs, s9,13).

Die minimalen Unifikatoren der beiden Probleme sind

n=A{z/f(a)} und 7 ={z/f(f(a))} .
Beide sind keine Unifikatoren des jeweils anderen Problems.

Die kleinste ganzzahlige Losung der Gleichung k =2n 4+ 1 =3m + 2 ist k = 5. Der
minimale Unifikator des simultanen Problems ist daher 7 = {z/f*(a)}. 0

Es ist also notwendig, aus den beziiglich <, grund—vollstindigen Mengen
Z/{k = Sat*(C((Ek, Sk,tk>))

Mengen Uy, zu bestimmen, die grund—vollstindig sind beziiglich <. Die folgende
Uberlegung zeigt, wie dies geschehen kann:

Ist o ein beliebiger Grund—Unifikator eines (nicht simultanen) gemischten F—Unifika-
tionsproblems (F, s,t), dann muf es in der Menge i = Sat*(C((F, s,1))) wegen deren
Grund—Vollstandigkeit einen Unifikator 7 geben, so dafl 7 <, o, d. h., o ist aus 7 mit
Gleichungen in Fo ableitbar (gemeint ist die Ableitbarkeit, wie sie in Definition 3.3.2
definiert ist). Wie der Beweis zu Satz 4.8.17 zeigt, muf} es insbesondere auch ein
solches 7 € U mit 7 < o geben, das einen Grund-Unifikator 7" als Instanz hat —
also 7 < 7' — fiir den gilt:

1. 7' <, o,

33 In Abschnitt 3.3 ist diese Eigenschaft der Subsumtionsrelation auf den Substitutionen mit (S4)
bezeichnet.

34 Letzten Endes ist jedes Verfahren, das — wie auch immer — Lé&sungen simultaner gemischter
E-Unifikationsprobleme aufzahlt, ein Verfahren zur Bestimmung solcher Kombinationen 7, ins-
besondere auch das im folgenden beschriebene. Alle diese Methoden konnen aber schwerlich als
weinfach® bezeichnet werden.
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2. 7" ist minimal beziiglich der Ordnung %y auf den Substitutionen.

Die Minimalitét von 7' iibertragt sich in gewisser Weise — da 7 < 7/ gilt, und nicht
etwa nur 7 <, 7/ — auch auf den Unifikator 7. Daraus kann man nun schliefien,
daBl o aus 7 nicht nur mit Gleichungen aus Fo ableitbar ist, sondern auch mit
Regeln aus R (R*> ist die faire Vervollstindigung von FE, die zur Berechnung
von C((F,s,t)) verwendet wurde). Benutzt man Regeln aus der Inversen (R*)~
von R, mufl es umgekehrt auch méoglich sein, o aus 7 zu bestimmen. Damit bei
solchen inversen Regelanwendungen nicht auch Substitutionen abgeleitet werden,
die keine Unifikatoren sind, mufl man darauf achten, dafl die neu entstehende Sub-
stitution die Constraints der zur Ableitung verwendeten Regeln erfiillt. Satz 4.10.3
zeigt, daff diese Uberlegung richtig ist, daB es méglich ist, eine beziiglich < grund-
vollstandige Menge von Unifikatoren zu bestimmen, indem man das inverse Reduk-
tionssystem (R*)~ auf die Substitutionen in der beziiglich <, grund-vollstandigen
Menge U anwendet.

In der folgenden Definition wird zunachst prazisiert, was unter der Anwendung einer
Reduktionsregel mit Constraint auf eine Substitution zu verstehen ist:

Definition 4.10.2 (Die Ableitbarkeitsrelation = auf Substitutionen)
Set R ein Reduktionssystem. Die Relation =5 wird wie folgt auf die Menge der
Substitutionen erweitert: Fir Substitutionen o und 7 gilt

UjRT

genau dann, wenn es eine Variable x gibt, so dafs:

1. Fir alle Variablen y # x gilt o(x) = 7(x), d. h., auf V \ {x} stimmen o und 7
iberein.

2. Es gult
(o(x) < (o,true)) =5 (7(x) < ¢)

(hier ist =5 die Ableitbarkeitsrelation auf Termen mit Constraint, Def. .3.6).

3. 7 erfillt den Constraint c.

Satz 4.10.3
Sei (F,s,t) ein gemischtes E—Unifikationsproblem, und die Menge

U = Sat*(C((E, 5,1)))

mit Hife einer fairen Vervollstindigung von L bestimmt (Def. 4.6.6).>® Dann ist
die Menge U((E, s,t)) von Substitutionen, die die kleinste Menge ist, die

o U als Teilmenge enthidlt,

o abgeschlossen ist beziiglich der Ableitbarkeitsrelation :*>(Roo)— (Def. 4.10.2),

3% Es ist auch moglich U = Sat(Coo ({E, 5,1))) (Def. 4.6.1) zu verwenden.
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eine Menge von Unifikatoren von (K, s,1), die grund—vollstindig ist beziglich der
Subsumtionsrelation <,

Beweis:

Zunichst ist zu zeigen, dab 2((E, s, 1)) eine Menge von Unifikatoren ist. Da { geméf
Satz 4.7.7 eine Menge von Unifikatoren ist, gentigt es zu zeigen, daf} :*>(Roo)— Teil-
relation der Subsumtionsrelation T, ist, die nach Lemma 3.3.5 abgeschlossen ist
beziiglich der Eigenschaft Unifikator zu sein.

Seien also o und 7 beliebige Substitutionen mit o :*>(Roo)— 7. Sei z die Variable, fiir
die

(o(z) < (o, true)) = (r(z) < ¢)
gilt. Da R>™ korrekt ist (Lemma 4.7.5), ist auch (R>)~ korrekt beziiglich F.
Da die Substitution 7 den Constraint ¢ erfiillt (Def. 4.10.2), ist sie ein Unifika-
tor von (E,o(x),7(x)). 7 ist auch Unifikator von (E,o(y),7(y)) fir alle Vari-

ablen y € (V\ {«}), denn auf diesen stimmen o und 7 tiberein. Also gilt o0 T, 7

(Def. 3.3.2).

DaB U grund—vollstdndig ist, kann man durch wohlfundierte Induktion beziiglich
der Ordnung %5 ., zeigen.

Induktionsanfang: Sei o ein minimaler Grund—Unifikator. Dann erfiillt o, wie in dem
Beweis zu Satz 4.8.17 gezeigt wurde, einen Constraint in der Menge C({F, s, 1)), liegt
alsoind C U.

Induktionsschlufi: Sei o ein Grund—Unifikator, der nicht minimal ist. Es gebe also
einen Grund-Unifikator 7 mit 7 <, o und ¢ %5 .,, 7. Dann muf es aber auch einen
Grund—Unifikator ¢’ geben,

1. der sich von ¢ nur in der Belegung einer Variablen = unterscheidet,
2. fir den o' <, o und o %5,y o' gilt, und

3. wegen der Vollstandigkeit von R> (Satz 4.8.17) (o(2) < €) =r= (0'(x) K )
gilt.

Auf o' ist wegen o % 5., o' die Induktionsannahme anwendbar. Es gibt also eine
Substitution ¢” € U mit ¢” < o’. Es gilt nun entweder auch ¢” < o, oder aber es
folgt aus (o(z) <€ €) =g~ (0'(2) € ) (da o' Grundsubstitution ist)

(0"(7) <€) =(reey- (0"(2) <) .

Dabei ist o eine Substitution, die mit ¢” auf allen Variablen aufler  ibereinstimmt.
o' erfiillt ¢, liegt also in U, und es gilt ¢ < o. ]

Beispiel 4.10.4

Das folgende ist ein Beispiel dafiir, daf} die dritte Bedingung in Definition 4.10.2,
dafl namlich die abgeleitete Substitution 7 den Constraint ¢ erfiillen muf}, tatsédchlich
notwendig ist.

Gegeben sei das F-Unifikationsproblem (F,s,t) = ({x ~ b}, a, x}. Es hat die Lo-
sung o = {x/a}.
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Mit Hilfe der in der Inversen (R*)~ einer Vervollstandigung von E liegenden Re-
duktionsregel © ~» b < (id,b > a) kann aus dem Term a < (x/a,true) der Term
b< ({x/a}, b= a) abgeleitet werden. Dennoch gilt fiir 7 = {«/b}, da 7 den Con-
straint (z/a, {b > a}) nicht erfilllt, o = e\~ 7 nicht. Das entspricht der Tatsache,
dafl 7 kein Unifikator ist. O

Mit Satz 4.10.3 ist es moglich, beziiglich < grund—vollsténdige Mengen von Unifika-
toren fiir die Einzelprobleme eines simultanen gemischten F—Unifikationsproblems
zu berechnen (bzw. aufzuzahlen). Damit kann nun auch eine grund-vollstandige
Menge von Unifikatoren eines simultanen gemischten Problems aufgezdhlt werden:

Satz 4.10.5
Set {(F1,81,t1), ..., (Fn, $n,tn)} €in simultanes gemischtes FE—Unifikationsproblem,
und seien die Mengen

~

u(<Ek75k7tk>) (1 <k< n)
wie in Satz 4.10.3 defintert. Dann ist
U={o1U...Uoc, : op € U({(Eg, sk, 1)) (1<k<n)}\{T}

eine grund—vollstindige Menge von Unifikatoren des Problems.

Beweis:

Sei o e U beliebig. Dann gibt es Substitutionen oy, ..., 0,, so dafl ¢ Spezialisierung
aller dieser Substitutionen ist und o € L?((Ek,sk,tkw Unifikator von (Fg, sk, tx))
1 <k < n). Daraus folgt, dal auch o Unifikator von (FEj, sk, tx)) ist (Satz 3.2.6);
und da dies fiir 1 < k < n gilt, ist o ein Unifikator des simultanen Problems.

Sei nun o ein beliebiger Grund-Unifikator des simultanen Problems. Dann ist o
auch Unifikator der Einzelprobleme (Fy, sg,tr) 1 < k < n. Da L?((Ek,sk,tkw geméah
Satz 4.10.3 grund—vollstandig ist beziiglich <, muf} es o € Z;I(<Ek, Sk, tx)) geben mit
or < o. Dann gilt aber fiir die Substitution o/ = oy U ... U o,

Also ist ¢ grund—vollstandig. [

Da man normalerweise nur einen Unifikator eines simultanen Problems bendtigt
(insbesondere ist das bei der Gleichheitsbehandlung im Tableaukalkiil der Fall, siehe

Abschnitt 5.2.3), wird man statt U zunichst die Menge U cu betrachten, die
definiert ist durch

Zj’z{all_l...l_lan Do €EU(ER, spyty)) (1<k<n)i\{T}

Zur Berechnung von U' verwendet man also die nur beziiglich < , nicht aber

beziiglich < grund-vollstandigen Mengen U((Ey, sk, tx)). Nur wenn U leer ist,*

36 In Féllen, in denen U’ nur aufzihlbar aber nicht berechenbar ist, dann, wenn man nach einer
gewissen Rechenzeit kein Element der Menge gefunden hat.
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wird man beginnen, weitere Unifikatoren der Einzelprobleme, die nicht schon in der
Menge U((Ey, sk, tx)) liegen, abzuleiten. Durch die Verwendung von Regeln aus der
Inversen (R*)~ kann eine sehr grofie Zahl von Unifikatoren abgeleitet werden. Das
fiihrt zu einer Explosion des Suchraums, und jeder Vorteil der vervollstindigungs-
basierten F—Unifikation geht verloren. Dann wird ein &quivalenzklassenbasiertes
Verfahren — in ineffizienter Weise — simuliert. Gliicklicherweise hat sich aber ge-
zeigt, daB in der Praxis nur fiir sehr wenige simultane Probleme in U’ kein Unifikator
gefunden werden kann. Bei allen Experimenten trat dies nur bei eigens konstruierten
Problemen auf (wie dem aus Beispiel 4.10.4, siehe auch Abschnitt 7.1.4).

4.11 Beziehung zu Conditional Rewriting

Beim Conditional Rewriting®” werden die Reduktionsregeln — &hnlich wie bei dem
in diesem Kapitel vorgestellten Verfahren — mit Bedingungen versehen. Diese Be-
dingungen sind aber grundlegend verschieden von den hier verwendeten Constraints.
Meist werden Bedingungen der allgemeinen Form

(st =t) A A (s, & ty) (n>0)

verwendet.>®

Auf der einen Seite sind diese Bedingungen sehr viel ausdrucksstérker als Con-
straints, denn das in ihnen enthaltene Pradikatensymbol & wird nicht als syntakti-
sche Gleichheit auf den Termen interpretiert, sondern als Gleichheit beziiglich des
Reduktionssystems bzw. beziiglich der zugrunde Gelegten Menge I von Gleichun-
gen. Eine Substitution o erfiillt also die Bedingung s & ¢ nicht nur, wenn so = to,
sondern auch schon dann, wenn o ein K—Unifikator von s und ¢ ist. Auf der anderen
Seite lassen sich aber die Ordnungsbedingungen, die Teil der Constraints sind, mit
diesen Bedingungen nicht ausdriicken. Liefle man die obige Einschriankung der Form
von Bedingungen fallen, ginge man also zu beliebigen Formeln der Pradikatenlogik
mit Gleichheit iber, wéren die Bedingungen nicht mehr handhabbar; vor allem wére
ihre Erfiillbarkeit nicht mehr entscheidbar. Zudem miifite man dann die verwendete
Reduktionsordnung auf der Objektebene axiomatisieren, was vollig ineffizient wére.

Nichtsdestotrotz steht das vorgestellte Verfahren fiir die gemischte £F-Unifikation in
einem engen Zusammenhang mit Conditional Rewriting, und es koénnte von Vorteil
sein, eine Kombination beider Methoden zu entwickeln.

37 Eine Einfithrung gibt [Kaplan & Rémy, 1989].
38 Oft werden zusitzliche Einschrinkungen gemacht, die die Handhabbarkeit der Bedingungen
verbessern.



Der Tableaukalkiil mit freien
Variablen und Gleichheit

Ta|bleau [ta'blo:] das; -s, -s;
wirkungsvoll gruppiertes Bild

— DUDEN, Die Rechtschreibung der

deutschen Sprache

5.1 Der Tableaukalkiil mit freien Variablen

5.1.1 Einfithrung

In seinen Urspriingen geht der Tableaukalkiil zuriick auf die Arbeiten von G. Gent-
zen in den dreiffiger und E. W. Beth und K.J.J. Hintikka in den fiinfziger Jahren.
R. Smyllyan [Smullyan, 1968] entwickelte die — im wesentlichen unverandert — bis
heute verwendete Version des Tableaukalkiils, die auch den Kern des im folgenden
verwendeten Kalkiils bildet. Auf ihn geht die Finteilung der Tableauregeln in a—
Regeln (fiir konjunktive Formeln), s—Regeln (fiir disjunktive Formeln), v—Regeln
(fiir universell quantifizierte Formeln) und é6—Regeln (fiir existentiell quantifizierte
Formeln) zuriick.

Erst durch in den letzten Jahren entwickelte Verbesserungen allerdings wurde eine
effiziente Implementierung des Tableaukalkiils méglich, von denen die wichtigste
die Verwendung freier Variablen ist. Da ein wesentliches Ziel dieser Arbeit eine
effiziente Implementierung ist, wird ihr ein solch verbesserter Kalkiil zugrunde gelegt.
Die im weiteren entwickelten Methoden zur Behandlung von Gleichheit lassen sich
aber ohne weiteres auch auf andere Versionen des Tableaukalkiils ibertragen (siehe

Abschnitt 5.2.5).

Bevor formale Definitionen gegeben werden, seien die wesentlichen Figenschaften
des verwendeten Kalkiils, die ihn von anderen Versionen unterscheiden, hier kurz
zusammengefafit. Sie sind auch die wesentlichen Merkmale des automatischen Be-

weisers 3774}3, auf dem die Implementierung (Kapitel 6) aufsetzt.

Signierte Formeln Der Kalkiil verwendet signierte Formeln, die mit einem der
Vorzeichen T (fiir wahr) und F (fiir falsch) versehen sind.

Freie Variablen Die Verwendung freier Variablen [Fitting, 1990] ist eine wichtige
Optimierung. Anstatt schon bei der Anwendung einer v—Regel einen Grund-
term zu ,raten® und fiir die gebundene Variable einzusetzen, wird diese durch
eine freie Variable ersetzt. Die freien Variablen werden erst spater mit Termen
instantiiert, die erkennbar fiir den Abschluf} eines Astes sinnvoll sind.

100
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Liberalisierte 6—Regel Um die Korrektheit des Kalkiils zu erhalten, miissen bei
Verwendung freier Variablen auch die 6—Regeln, ndémlich der Aufbau der durch
sie eingefithrten Skolemterme, verdndert werden. Ungliicklicherweise wird da-
durch auch die Zahl méglicher Abschliisse verringert. Es ist allerdings moglich,
die in [Fitting, 1990] angegebene 6—Regel fiir freie Variablen etwas zu liberali-
sieren [Hahnle & Schmitt, 1993, Beckert et al., 1993], so daf} eine grofere Zahl
von Abschliissen méglich ist, und die Korrektheit doch erhalten bleibt.

Universelle Formeln ~-Formeln werden oft mehrfach zum Abschlufl eines Astes
benotigt (das trifft ganz besonders haufig auf Gleichungen zu). Normaler-
weise werden hierzu mehrere Instanzen einer solchen Formel durch Anwenden
der y—Regel erzeugt. Bei den juniversellen® Formeln ist das nicht nétig; sie
kénnen — ohne die Korrektheit des Kalkiils zu beeintrachtigen — mehrfach,
mit verschiedenen Instantiierungen verwendet werden [Beckert, 1991, Beckert

& Hahnle, 1992].

Ein Tableaukalkiil mit freien Variablen — allerdings ohne universelle Formeln und
die liberalisierte 6—Regel — ist auch in allen Einzelheiten in [Fitting, 1990] be-
schrieben, und wird dort um ein einfaches Verfahren zur Behandlung von Gleichheit
erweitert (siehe Abschnitt 5.2.2).

Eine aktuelle Darstellung des automatischen Beweisens mit dem Tableaukalkiil,
inshbesondere auch neuer, effizienter Verfahren zur Implementierung, findet sich in

[H&ahnle, 1993].

5.1.2 Syntax und Semantik

In diesem Abschnitt wird Syntax und Semantik des Tableaukalkiils mit freien Va-
riablen beschrieben — zunéachst ohne Gleichheit, d. h. dem Gleichheitspradikat ~
wird keine Sonderrolle zuerkannt.

Wie schon erwahnt, werden signierte, d.h. mit Vorzeichen T und F versehene,
Formeln verwendet. Sie seien iiber einer Signatur S definiert, die die verwendeten
Skolemsymbole schon enthélt.!

Definition 5.1.1 (Signierte Formeln)
Set Form die Menge der Formeln iber einer Signatur §. Dann st

Form*={T¢ : ¢ € Form}U{F ¢ : ¢ € Form}

die Menge der signierten Formeln iber S.

Erst die Gliederung der Tableauregeln nach den Schemata, denen sie folgen, erlaubt
eine elegante Formulierung des Tableaukalkiils:

! Dies beschrinkt die Allgemeinheit nicht; notigenfalls werde die Signatur um unendlich viele
Skolemsymbole fiir jede Stelligkeit n > 0 erweitert.
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Definition 5.1.2 (Tableauregel-Schemata)

In Tabelle 5.1 sind die vier Schemata dargestellt, denen alle Tableauerweiterungsre-
geln folgen. Oberhalb der waagerechten Linien sind die Primissen angegeben, unter-
halb die Konklusionen, die sich in durch eine senkrechte Linie getrennte Extensionen
gliedern kénnen.?

o 3 ol 6
o B ‘ B2 71(?1) 51(f($1,...,$n))

wobei y eine freie wobei f eine neue Skolem-
Variable ist. funktion ist, und {zq,...,2,}
die Menge der in ¢ frei auftre-

tenden Variablen.

Tabelle 5.1: Die Tableauregel-Schemata.

Fiir jede Kombination von Vorzeichen und logischem Operator ist genau eine Ta-
bleauregel definiert; jede dieser Regeln folgt einem der Schemata aus Tabelle 5.1.

Definition 5.1.3 (Tableauregeln)

Auf jede nicht—atomare signierte Formeln ist genau eine Tableauregel anwendbar.
Die Tabellen 5.2 (a) bis (d) geben fir jeden Formeltyp die entsprechende Tableauregel
an und welchem Schema (Def. 5.1.2) sie folgt.

[ o Joa] L 8 1Als]
TGAN[To[Te Tove) [To]Ty
Flove) [Fo|Fe F(oAe) [Fo[Fe
F6o ) [To[Fy TGo9)[FoTe

T-¢ |Fo|Fo G
F-é To | To
(a)
v Im ] e el ) |

T (Vz)o(x) | T oly) F(Vz)o(z) | Fo(f(@1,. .. 2a))
)| Foly) T (3x)(z) | To(f(er,... 2n))

() (d)

Tabelle 5.2: (a) a—Regeln; (b) f—Regeln; (¢) y-Regeln; (d) é—Regeln.

Es ist moglich, die 6—Regel noch weiter zu liberalisieren, und die Einschrinkung
fallen zu lassen, daf} das bei der Anwendung der 6—Regel eingefiihrte Skolemsymbol
stets neu sein muf} [Beckert et al., 1993]. Der Tableaukalkiil bleibt korrekt, wenn
man fiir 6—Formeln, die bis auf Variablenumbenennung gleich sind, jeweils das gleiche
Skolemsymbol verwendet.

2 Implizit sind die Extensionen disjunktiv, die Formeln innerhalb einer Extension konjunktiv
verkniipft.



5.1 Der Tableaukalkiil mit freien Variablen 103

Alles folgende gilt ohne jede Einschrankung auch fiir diese noch weiter liberalisierte
6-Regel® (im Zweifel sei jedoch auch weiter die —Regel aus Definition 5.1.2 gemeint).

Tableaus konnen charakterisiert werden als diejenigen endlichen bindren Baume,
deren Knoten signierte Formeln sind,* und die entsprechend der Tableauregeln aus
Definition 5.1.2 und 5.1.3 aufgebaut sind:

Definition 5.1.4 (Tableau, Ast eines Tableaus)

Set Form™ die Menge signierter Formeln iber einer Signatur S. Tableaus iber S
sind genau diejenigen endlichen bindren Bdume, die entsprechend einer der folgen-
den Regeln aufgebaut sind:

1. Ewn linearer Baum T', dessen Knoten geschlossene Formeln aus Form* sind,
ist ein Tableau (iber ). (Ist ® die Menge der Formeln, die Knoten von T
sind, dann heife T ein Tableau fir ®.)

2. Ist T ein Tableau (iber S) und ¢ ein Knoten in T, dann ist ein Baum T" ein
Tableau (iber S), der dadurch aus T entsteht, dafi an einen mazimalen Pfad
in T (einen Ast von T') soviele lineare Unterbiume angeheftet werden, wie die
auf ¢ anwendbare Tableauregel (Def. 5.1.2 und 5.1.3) Extensionen hat, wobei
die Knoten der Unterbiume die Formeln aus den Frtensionen sind. (IstT ein
Tableau fiir eine Menge ® von Formeln, dann ist auch T' ein Tableau fir ®.)

Die mazimalen Pfade in einem Tableau T heifien die Aste von T. Ein Ast wird
hdufig auch mit der Menge der auf ihm liegenden Formeln identifiziert.

Definition 5.1.5 (Komplementére Formeln, geschlossener Ast, geschlossenes Ta-
bleau)

Zwet Formeln T ¢ und F ¢, die sich nur in threm Vorzeichen unterscheiden, heiffen
komplementdr.

Ein Ast A eines Tableaus heiffe geschlossen, wenn er komplementdre Formeln ent-
hilt. Gibt es eine Substitution o, so daff Ao geschlossen ist, so heiffe A geschlossen
unter o.

Sei T ein Tableau. Gib es eine Grundsubstitution o, so daff alle Aste von T unter
o geschlossen sind, dann heiffe T geschlossen (unter o).

Die Forderung, dafl o eine Grundsubstitution sei, kann man fallen lassen. Allerdings
miissen auch dann die Aste von T' tatséchlich unter o geschlossen sein, und nicht
etwa unter (verschiedenen) Spezialisierungen von o.

Zu iiberpriifen, ob ein Tableau nach Definition 5.1.5 geschlossen ist, ist — im Un-
terschied zum Abschlufl ohne freie Variablen — ein keineswegs triviales Problem, da
eine das Tableau abschlieBende Substitution bestimmt werden muf.®

3 Sie wird in [Beckert et al., 1993] als 67"—Regel bezeichnet.

* Die Formeln werden also nicht als an die Knoten des Tableaus angeheftet angesehen, sondern
mit den Knoten identifiziert.

5 Nichtsdestoweniger ist es besser, freie Variablen zu verwenden. Auch ohne sie tritt das Pro-
blem, giinstige Belegungen fiir die Variablen zu finden, auf, dann ndmlich schon friiher: bei der
Anwendung der v—Regeln.
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Um zu beweisen, dafl eine Formel (G eine Tautologie ist, beginnt man mit einm
Tableau, dessen einziger Knoten (seine Wurzel) die Formel F G ist. Die Erweiterung
dieses Tableaus entspricht einer systematischen Suche nach einem Modell fiir F (.
Dabei kann jeder Ast A als partielle Definition eines Modells angesehen werden, in
dem die Formeln auf A den ihrem Vorzeichen entsprechenden Wahrheitswert haben.
Da komplementéare Formeln nicht zugleich in einem Modell Giiltigkeit haben kénnen,
kann ein geschlossener Ast kein Modell darstellen. Ein geschlossenes Tableau fiir F &
zeigt, dafl die Suche nach einem Modell vergeblich war, und also G eine Tautologie
ist.

Definition 5.1.6 (Tableaubeweis)
Ein Tableau T ist ein Tableaubeweis fiir eine geschlossene Formel ¢, wenn

1. T geschlossen ist, und

2. T ein Tableau ist fir {F ¢}.

Die Suche nach einem Tableaubeweis fiir eine Formel ist ein in héchstem Mafe inde-
terministischer ProzeB, da es in der Regel viele verschiedene Moglichkeiten gibt, ein
gegebenes Tableau zu erweitern. Fiir eine Implementierung ist es jedoch notwen-
dig, festzulegen, wie die jeweils nachste Tableauerweiterung auszuwéahlen ist. Es ist
moglich, deterministische Auswahlkriterien (Konstruktionsregeln) anzugeben, mit
deren Hilfe fiir eine Tautologie stets ein Tableaubeweis gefunden werden kann. Ver-
wendet man eine solche Konstruktionsregel, ist der Tableaukalkiil beweiskonfluent,
d.h., es ist kein Backtracking notwendig.

Definition 5.1.7 (Faire Tableau—Konstruktionsregel)

FEine Tableau—Konstruktionsregel legt fest, welche von mehreren méglichen FErweite-
rungsregeln als ndchste auf ein Tableau anzuwenden ist. Sie stitzt sich dabei auf
das Tableau selbst, sowie auf eine Menge von zusditzlichen Informationen. Die Regel
qibt an, wie diese zusdtzlichen Informationen aufzubauen sind.

Fine Tableau—Konstruktionsregel heiffe fair, wenn jedes Tableaw T, (n > 0) in einer
gemdfl der Regel konstruierten Folge Ty, Ty, ... von Tableaus folgende Figenschaften
hat:

1. Auf jede Formel in T, die kein Atom ist, wird in jedem Ast, in dem sie auftritt,
die auf sie passende Tableau—FErweiterungsregel schliefilich angewendet.

2. Auf jede v—Formel in T, wird in jedem Ast, in dem sie auftritt, die v—Regel
beliebig oft angewendet.

Ein Beispiel fiir eine faire Tableau-Konstruktionsregel ist in [Fitting, 1990] angege-
ben. Die Existenz fairer Konstruktionsregeln ist also sichergestellt.®

% Die von dem Tableaubeweiser ﬂﬂP verwendete faire Konstruktionsregel ist in [Hahnle et al.,

1992] beschrieben.
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Es ist moglich, neben diesen notwendigen Anforderungen an eine faire Konstruk-
tionsregel zusédtzliche Einschridnkungen zu machen, die das konstruierte Tableau
verkleinern und damit auch die Suche nach einem Abschlufl vereinfachen.

Beispielsweise ist es keinesfalls sinnvoll, auf Formeln, die keine y—Formeln sind, die
entsprechende Tableauregel auf dem gleichen Ast eines Tableaus mehr als einmal
anzuwenden.” Bei komplizierteren Beschrinkungen dagegen, wie beispielsweise sol-
chen, die Links zwischen Formeln beriicksichtigen, ware im Finzelfall zu priifen,
ob sie auch im Zusammenspiel mit der Gleichheitsbehandlung die Vollsténdigkeit
erhalten.

Fiir Implementierungen ist es hdufig auch sinnvoll, die Zahl der Regelanwendungen
auf yv—Formeln durch eine Grenze ¢ zu beschrianken. Auf dem selben Ast wird die ~—
Regel dann hochstens ¢ mal auf eine y—Formel angewendet. Da die Vollstandigkeit
des Tableaukalkiils nur erhalten bleibt, wenn die Grenze ¢ jeweils hinreichend hoch®
gewahlt wird, mufl ¢, wenn zunéichst kein Tableaubeweis gefunden wird, schrittweise
erh6ht werden.

Definition 5.1.8 (Erschopfter Ast, erschopftes Tableau)
Fin Ast A (bzw. ein Tableau T') heifie erschopft, wenn A (bzw. T') nicht erweitert

werden kann, ohne gegen eine fir die jeweils verwendete Version des Tableaukalkiils
geltende Beschrinkung zu verstofien, insbesondere

o gegen die verwendete Tableaukonstruktionsregel,

o gegen die Einschrinkung, daff auf eine Formel, die keine v—Formel ist, die
entsprechende Tableauregel auf jedem Ast nur einmal angewendet werden darf,

o gegen eine Beschrinkung der y—Regelanwendungen durch eine Grenze q.

Hier nun der zentrale Satz dieses Abschnittes, der die Korrektheit und Vollstandig-
keit des beschriebenen Kalkiils zum Inhalt hat:

Satz 5.1.9 (Korrektheit und Vollstandigkeit des Tableaukalkiils mit freien Vari-
ablen)

Set ¢ eine geschlossene Formel.
Korrektheit: Gibt es einen Tableaubeweis fir ¢, dann ist ¢ eine Tautologie.

Volistdndigkeit: Ist ¢ eine Tautologie, dann gibt es einen Tableaubeweis fir ¢.
Insbesondere gibt es auch einen nach einer belicbigen fairen Konstruktionsregel und
unter Beachtung einer Grenze g fir die Anwendung der y—Regeln aufgebauten Ta-
bleaubeweis fiir ¢, vorausgesetzt die Grenze q ist hinreichend hoch gewdhlt.

Beweis:
Korrektheit: Siehe [Hahnle & Schmitt, 1993].
Vollstandigkeit: Siehe [Fitting, 1990]. |

7 Statt diese Einschriankung zu beachten, kann man auch Formeln (aufier y—Formeln), auf die eine
Tableauregel angewendet wurde, von dem dadurch erweiterten Ast 16schen (wobei man den Ast
als Menge von Formeln betrachtet).

8 Wann eine Grenze ,hinreichend hoch® ist, hingt von der zu beweisenden Formel ab und lafit
sich nicht im voraus bestimmen (das widerspriche der Unentscheidbarkeit der Priadikatenlogik).



106 Kapitel 5: Der Tableaukalkiil mit freien Variablen und Gleichheit

Der Beweis der Korrektheit des Tableaukalkiils beruht darauf, dafl die Anwendung

einer Tableauregel auf ein Tableau seine Erfiillbarkeit erhilt:

Definition 5.1.10 (Erfiillbares Tableau)

Ein Tableau T heiffe erfillbar, wenn es ein Modell M gibt, so daff M fir jede
Grundsubstitution o Modell eines Astes Ao von To ist, d. h. Modell aller Formeln
auf Ac.

In [Fitting, 1990] ist die Erfiilllbarkeit eines Tableaus anders definiert, ndmlich in
der Weise, dafl zu jeder Grundsubstitution die Existenz einer Interpretation M,
gefordert wird, die Modell eines Astes von T'o ist. In Definition 5.1.10 dagegen wird
die Existenz einer Interpretation M gefordert, die die gewiinschte Eigenschaft fiir
alle Grundsubstitutionen o hat.

Die Erfiillbarkeit nach Fitting kann bei der Anwendung der hier verwendten libera-
lisierten 6—Regel verloren gehen. Darum kann der Korrektheitsheweis aus [Fitting,
1990] nicht iibernommen werden. Die Erfiillbarkeit nach Definition 5.1.10 dagegen
bleibt erhalten.?

5.1.3 Universelle Formeln*®

~—Formeln werden zum Abschluf} eines Tableaus oft mehrfach benétigt, mit unter-
schiedlichen Instantiierungen fiir die freien Variablen, die sie enthalten; besonders
haufig gilt dies fiir Gleichungen.

Ein typisches Beispiel ist das Assoziativitdtsaxiom

As = (Va)(Vy)(Vz)((z - y) -z =2 - (y - 2))

z. B. der Gruppentheorie. In der Regel mufl es mehrfach angewendet werden, mit
verschiedenen Instantiierungen fiir =, y und z, um selbst einfachste Theoreme der
Gruppentheorie zu beweisen.

Normalerweise mufy auf solche Formeln die v—Regel mehrfach angewendet werden,
um die notwendige Zahl von Instanzen zu erzeugen. Das hat mehrere Nachteile:
Zum einen, muf} eine Grenze ¢ fiir die Anwendung der v—Regeln so hoch gewahlt
sein, daf} geniigend Instanzen erzeugt werden kénnen. Zum anderen werden auch
Kopien von v—Formeln erzeugt, die gar nicht benétigt werden. Dadurch wird das
erzeugte Tableau und damit der Suchraum nach einem Tableaubeweis aufgebldht.

Héaufig ist es jedoch gar nicht notwendig die y—Regel tatsédchlich mehrfach anzuwen-
den, namlich dann, wenn ohnehin beliebig viele Kopien einer Formel erzeugt werden
kénnten, ohne dafl das zu Verzweigungen fiihrte oder sonst irgendeinen Einflufl auf
den Rest des Tableaus hidtte. Solche Formeln, das Assoziativitdtsaxiom As ist ein
Beispiel, werden als ,,universell“ bezeichnet:

 In [Beckert et al., 1993] ist bewiesen, dafl dies auch fiir die noch weiter liberalisierte §7"—Regel
gilt.
10 Eine ausfiihrliche Darstellung des Konzeptes der universellen Formeln findet sich in [Beckert,

1991] und (kiirzer) in [Beckert & Hiahnle, 1992].
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Definition 5.1.11 (Universelle Formel)

Sei ¢ € Form™ eine Formel auf einem Ast A eines Tableaus, und sei ¢, € Form
die zu ¢ dquivalente Formel ohne Vorzeichen, d. h., ist ¢ =T G fir eine Formel G,
dann set ¢, = G; andernfalls, wenn ¢ = F G, dann sei ¢, = ~G.

¢ ist universell beziiglich einer Variablen x, wenn fir jedes Modell M und fir jede
Grundsubstitution o gilt:

Wenn M = Ao, dann M = ((Va)g,))o .

Im allgemeinen ist es unentscheidbar, ob eine Formel universell ist. Ein Teil der
universellen Formeln kann jedoch sehr leicht erkannt werden (was unerlaBlich ist,
will man das Konzept der universellen Formeln fiir eine effiziente Implementierung
ausnutzen).

Definition 5.1.12 (Methode zum Auffinden universeller Formeln)
FEine Abbildung

T:{A : A der Ast cines Tableaus} x Form* — 2V
heiffe Methode zum Auffinden universeller Formeln, falls aus
v €T(4,9)

folgt, dafy die signierte Formel ¢ auf A liegt und universell ist beziiglich x.

Dieser Definition geniigt beispielsweise die triviale Methode
TO(Av ¢) = Q)v

die {iberhaupt keine universelle Formel auffindet.

Leistungsfahiger aber immer noch hinreichend einfach, so dafl sie in der Praxis
einsetzbar ist, ist die folgende Methode:

Satz 5.1.13
Die Funktion Y ist eine Methode zum Auffinden universeller Formeln, die definiert
ist durch:

T(A, @) enthalte genau die Variablen x, fir die gilt: ¢ liegt auf A und ist

1. mit Hilfe einer v—Regel aus einer v—Formel abgeleitet, und x ist die freie
Variable, die dabei fir die durch den Quantor gebundene Variable eingesetzt
wurde, oder

2. mat Hilfe einer a—Regel oder einer v—Regel aus einer Formel abgeleitet, die
universell ist beziiglich x.

Beweis:
Siehe [Beckert, 1991]. |
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Die im folgenden bewiesenen Satze und die entwickelten Verfahren sind unabhéngig
von der tatsdchlich gewadhlten Methode zum Auffinden universeller Formeln. In der
Praxis ist aber die Methode aus Satz 5.1.13 die einzig sinnvolle (neben der trivialen
Methode Tg, mit der man auf die Verwendung universeller Formeln verzichtet).

Wie schon gesagt ist der Vorteil universeller Formeln — zumindest solcher, die man
als universell erkannt hat —, daf} sie mehrfach, mit verschiedenen Instantiierungen
fiir die Variablen, beziiglich derer sie universell sind, verwendet werden kénnen. Fiir
den Tableaukalkiil ohne Gleichheit bedeutet das, daf verschiedene Aste mit ver-
schiedenen Instanzen der selben universellen Formeln abgeschlossen werden kénnen:

Definition 5.1.14 (Abschlufl mit universellen Formeln)
Set T ein Tableaw mit den Asten Aq,...,Ar und Y eine Methode zum Auffinden

universeller Formeln. Gibt es eine Grundsubstitution o, so dafs

1. es fir 1 <i: <k Formeln ¢;,¢; € A; gibt und eine Grundsubstitution o;, so
daf$ ¢;0; und ;0; komplementdr sind,

2. sich fiir 1 < <k die Substitution o; hdochstens bei der Beleqgung solcher Va-
riablen von o unterscheidet, beziiglich derer ¢; und ; universell sind, d. h.

TiW\(T(Ai )T (Aii)) = TIVN(T(Aida) 0T (Asihi))
dann heiffe T' geschlossen (unter o und mit T ).

Wie in [Beckert, 1991] bewiesen,'! ist jedes nach Definition 5.1.14 geschlossene Ta-
bleau unerfiillbar, woraus folgt, dafl die Korrektheit des Tableaukalkiils durch die
,» Vereinfachung® des Abschlusses nicht beeintrachtigt wird. Der Begriff | Verein-
fachung® ist hier tatséchlich angebracht: Zwar ist die Definition des Abschlusses
komplizierter geworden, durch die Verwendung universeller Formeln gibt es aber im
allgemeinen mehr Substitutionen, unter denen ein Tableau geschlossen ist. Diese
sind auflerdem auch einfacher zu finden.

Da jedes Tableau, das schon ohne universelle Formeln, d. h. nach Definition 5.1.5,
geschlossen ist, erst recht auch geschlossen ist, wenn man universelle Formeln ver-

wendet (Def. 5.1.14), wird dadurch die Vollstandigkeit des Tableaukalkiils keinesfalls
beeintrichtigt.

Wie die Universalitat von Gleichungen bei der Erweiterung des Tableaukalkiil um
Gleichheitsbehandlung ausgenutzt werden kann, ist in Abschnitt 5.2.3 beschrieben.

5.2 Der Tableaukalkiil mit Gleichheit

5.2.1 Einfithrung

Fiir den Tableaukalkiil mit Gleichheit, mufl man zunéchst zu allen Definitionen,
die in irgendeiner Weise auf Modellen beruhen, eine Einschridnkung auf normale

1 In [Beckert, 1991] ist der AbschluB mit universellen Formeln zwar etwas anders formuliert —
ohne Zuhilfenahme einer einzelnen Grundsubstitution . Die Aquivalenz beider Formulierungen
ist aber unmittelbar einsichtig. Der Vorteil der Formulierung aus Definition 5.1.14 ist, dafl mit
ihr auch weiter, wie beim Tableaukalkiil ohne universelle Formeln, von einer (einzelnen) ein
Tableau abschlieBenden Substitution gesprochen werden kann.
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Modelle'? hinzufiigen — so ist beispielsweise ein Tableau 7' fiir die Pridikatenlogik
mit Gleichheit nur dann erfiillbar, wenn es ein normales Modell M gibt, das fiir
jede Grundsubstitution o Modell eines Astes Ao von T'o ist.

Welche Anderungen man vornehmen muf, um den Tableaukalkiil um eine Gleich-
heitsbehandlung zu erweitern, wird deutlich, wenn man den Aufbau eines Tableaus
fiir eine Formel ¢ als Konstruktion der moéglichen Modelle dieser Formel auffafit.
Dafiir muf} der Tableaukalkiil folgendes leisten:

1. Formeln, die in einem Modell M der Formel ¢ gelten, miissen auf den mit M
korrespondierenden Ast gebracht werden,

2. Formeln oder Formelmengen, die in keinem Modell gelten kénnen miissen als
Abschluf} eines Astes erkannt werden.

Diese beiden Anforderungen sind nicht unabhéngig voneinander. Je genauer die
Formeln auf einem Ast ein Modell M darstellen, d.h. je mehr der in M giiltigen
Formeln auf dem Ast vorhanden sind, je einfacher ist es Widerspriiche zu erkennen.

In den kanonischen Modellen, die man fiir die Pradikatenlogik mit Gleichheit be-
trachtet, miissen nun zum einen mehr Formeln Giiltigkeit haben als in einem belie-
bigen Modell der Pradikatenlogik (gelten beispielsweise in einem normalen Modell
P(a) und a &~ b, so muf} in ihm auch P(b) gelten). Zum anderen gibt es aber auch
zusitzliche Widerspriiche; so ist etwa =(a & a) in allen kanonischen Modell falsch.

Es gibt nun zwei Moglichkeiten, den Tableaukalkiil um Gleichheitsbehandlung zu
erweitern. Zum einen kann man die zusatzlich in kanonischen Modellen giiltigen
Formeln zu den Asten eines Tableaus hinzufiigen. Dazu mufi man neue, auf der
Ableitbarkeitsrelation <5 beruhende Tableauregeln definieren. Fs geniigt dann,
sehr einfache zusédtzliche Abschlufiregeln zu verwenden. Auf dieser naheliegenden
Methode beruhende Verfahren sind im nachsten Abschnitt beschrieben.

Zum anderen kann man aber auch darauf verzichten, neue Tableauregeln einzufiih-
ren, und statt dessen eine aufwendigere Abschlufiregel definieren, die auf der Lésung
bestimmter aus den Formeln eines Astes gebildeter I/~Unifikationsprobleme beruht.

5.2.2 Gleichheitsbehandlung durch zusatzliche Tableauregeln

Eine Ausfithrliche Diskussion der Vor— und Nachteile der verschiedenen aut der
Verwendung zuséatzlicher Tableauregeln beruhenden Verfahren, die auch Beispiele
fiir ihre Anwendung zeigt, findet sich in [Beckert, 1991, Beckert & Hahnle, 1992].
Auch in [Fitting, 1990] wird auf die dabei auftretenden Probleme niher eingegangen.

Schon in den sechziger Jahren wurden Verfahren fiir die Gleichheitsbehandlung im
Tableaukalkiil ohne freie Variablen entwickelt [Jeffrey, 1967, Popplestone, 1967].
R. C. Jeffrey fiihrte als zusédtzliche Tableauerweiterungsregel ein, dafl die Gleichun-
gen auf einem Ast des Tableaus in beide Richtungen auf Terme des Astes angewendet
werden diirfen, um neue Formeln zu generieren (Tabelle 5.3).

12 Oder kanonische Modelle — was wie Satz 2.2.7 zeigt gleichbedeutend ist.



110 Kapitel 5: Der Tableaukalkiil mit freien Variablen und Gleichheit

T(t~s) T (s~ t)
o[1] o[s]
o[s] olt]

Tabelle 5.3: Zusidtzliche Tableauerweiterungsregeln von R. C. Jeffrey zur Be-
handlung von Gleichheit im Tableaukalkiil ohne freie Variablen.

Neben dieser Erweiterungsregel gibt es eine zusdtzliche Abschlufiregel. Fin Ast ist
nun auch geschlossen, wenn er eine Formel der Form F (¢ &~ t) enthélt (wobei ¢ ein
beliebiger Grundterm ist).

Der Nachteil dieses Verfahrens ist die Symmetrie der Erweiterungsregeln. Sie fithrt
zu einem sehr groflen Suchraum. Enthalt ndmlich beispielsweise ein Ast die Formeln

f(a) = aund P(a), so konnen die Formeln P(f(a)), P(f(f(«))), P(f(f(f(a)))), ...

zu dem Ast hinzugefiigt werden.

Eine zu einem kleineren Suchraum fithrende zusédtzliche Tableauregel wurde von
S. Reeves [1987] eingefithrt. Sie beruht auf der Tatsache, daf in einem kanonischen
Modell, in dem Formeln T P(ay,...,a,) und F P(by,...,b,) gelten, wenigstens eine
der Formeln F (a; ~ b1), ..., F (a, ~ b,) gelten muB (Tabelle 5.4). Auch mit dieser
Erweiterungsregel geniigt es, als zusatzliche Abschliisse Formeln der Form F (¢ ~ 1)
zu verwenden. Diese Regel hat nun aber den Nachteil, dafl es zu einer sehr star-
ken, fiir eine Implementierung nicht mehr beherrschbaren Verzweigung des Tableaus

fithrt.

T Play,...,a,)
F P(b,...,by)
F(alwbl/\.../\an%bn)

F(f(al,...,an)%f(bl,...,bn))
F(alwbl/\.../\an%bn)

Tabelle 5.4: Zusétzliche Tableauerweiterungsregeln von S. Reeves zur Be-
handlung von Gleichheit im Tableaukalkiil ohne freie Variablen.

M. Fitting [1990] erweiterte Jeffreys Ansatz, so daB er fiir den Tableaukalkiil mit
freien Variablen geeignet ist. Durch die Anwendung der Tableauerweiterungsregel
mit freien Variablen (Tabelle 5.5) wird ein Tableau nicht nur erweitert, sondern ins-
gesamt verdndert. Soll ndmlich eine Gleichung angewendet werden, und muf} dafir
eine freie Variable durch einen Term substituiert werden, so muf} diese Substitution
auf das ganze Tableau erstreckt werden. Auch beim Abschluf} eines Astes kann nun
eine Unifikation notwendig werden; so ist ein Ast mit der Formel F (f(2) ~ f(a))
geschlossen, nachdem die Substitution {x/a} (auf das ganze Tableau) angewendet
worden ist.

Fitting fithrte eine weitere Neuerung ein: Bei der in [Fitting, 1990] beschriebenen
Implementierung seines Verfahrens ist die Anwendung der Gleichungen nicht in die
Anwendung der iibrigen Tableauerweiterungsregeln integriert. Zuerst wird die An-
wendung der anderen Regeln erschopft (die Anwendung der y—Regeln wird durch
eine Grenze ¢ beschrankt), und erst dann werden die Gleichungsregeln angewendet.

Nachdem ein Tableau erschopft ist, miissen Gleichungen nur noch auf atomare For-
meln angewendet werden. Dadurch wird
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T(t~s) T(t~s)
o[t'] ols]
(Sls])u (o[t

wobei p ein MGU von ¢ und ¢’ ist, wobei p ein MGU von s und s
der auf das ganze Tableau ange- ist, der auf das ganze Tableau an-
wendet wird. gewendet wird.

Tabelle 5.5: Zusitzliche Tableauerweiterungsregeln von M. Fitting fiir die
Behandlung von Gleichheit im Tableaukalkiil mit freien Variablen.

1. der Suchraum verkleinert, und die Zahl der méglichen Gleichungsanwendungen
stark eingeschrankt,

2. es moglich, sich auf solche atomare Formeln zu beschranken, die potentiell
komplementér sind also potentiell den Ast abschlieflen.

Definition 5.2.1 (Potentiell komplementéire Atome)
Liegt auf einem Ast eines Tableaus ein Paar

T P(s1,...,8,) und FP(ty,...,t,)

von Atomen mit dem gleichen Prddikatensymbol und verschiedenen Vorzeichen, so
heiffen diese Atome potentiell komplementdr.

Zwar kann es auch von Nachteil sein, die Anwendung von Gleichungen aufzuschieben
bis das Tableau erschépft ist, ndmlich dann, wenn ein Ast durch die Anwendung
von Gleichungen auf komplexe Formeln geschlossen werden kénnte, bevor durch die
Anwendung von Tableauregeln auf diese komplexen Formeln der Ast verzweigt. In
der Praxis sind diese Félle aber selten. Auch ist die Anwendung von Gleichungen
sehr viel aufwendiger als die der normalen Tableauerweiterungsregeln.

Beispiel 5.2.2
Abbildung 5.1 zeigt ein mit der Grenze ¢ = 1 fiir die Anwendung der y—Regeln voll
expandiertes Tableau fiir die Formeln

(1) (Va)(=(z~a)V(g(z) = f(x)))
(2) (V) (g(f(z)) = )

(3) b c

(4) P(g(g(a)),b)

(5) —Pa,c)

Dieses Beispiel beinhaltet die wesentlichen Probleme bei der Suche nach einem Be-
weis in einem Tableaukalkiil mit einer auf zusatzlichen Tableauregeln basierenden
Gleichheitsbehandlung. In Abbildung 5.2 ist gezeigt, wie das Tableau durch Anwen-

dung der Erweiterungsregeln von Fitting (Tabelle 5.5) geschlossen werden kann.



112 Kapitel 5: Der Tableaukalkiil mit freien Variablen und Gleichheit

Abbildung 5.1: Das voll expandierte Tableau fiir die in Beispiel 5.2.2 an-
gegebene Formelmenge (vor der Erweiterung mit Hilfe von Gleichungen). Es
ist folgendermafBen aufgebaut: Die Formeln (1) bis (5) sind vorgegeben; man
erhilt Formel (6) aus (5), (7) aus (2), (8) aus (1), (9) und (10) aus (8) und
(11) aus (9).

Die fiir die beiden Gleichungsanwendungen notwendigen Substitutionen {x/a} und
{z2/a} sind — wie in Abbildung 5.2 angedeutet'® — auf das ganze Tableau anzu-
wenden. Der abgebildete Tableaubeweis ist minimal, d. h. die giinstigste Reihenfolge
von Gleichungsanwendungen wurde gewéhlt. O

5.2.3 Gleichheitsbehandlung durch E-Unifikation

Die im vorangegangenen Abschnitt beschriebenen Verfahren kranken alle daran, daf3
Gleichungen relativ unbeschrankt angewendet werden kénnen. Wegen der Symme-
trie der Gleichheit fiihrt das schon bei kleinen Problemen zu einem derart grofien
Suchraum, daf in einem verniinftigen Zeitrahmen kein Tableaubeweis gefunden wer-
den kann.

Will man komplexere (und vor allem auch effizientere) Verfahren zur Gleichheits-
behandlung im Tableaukalkiil einsetzen, beispielsweise vervollstandigungsbasierte,

13 21 /a bedeutet etwa, daB an dieser Stelle im Tableau zunichst die freie Variable x; auftritt,

diese aber beim weiteren Aufbau des Tableaus durch die Konstante a ersetzt wird, namlich bei
der Anwendung einer Substitution auf das ganze Tableau.
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(6) F P(a,c)

|
(T) T(g(f(z1/a)) = x1/a)

|
(8) T (=(w2/ama)V(gle:/a) = f(e:/a)))
— T
9) To(epfama) — (10) T(g(xz/a) = flzz/a))
| |
(11) F(z:/a~a) (12) T P(g(f(a)),b)
(13) T|P(a, b)

(14) T|P(a, c)

Abbildung 5.2: Der Abschluff des in Abbildung 5.1 dargestellten Tableaus
mit Fittings Gleichheitsbehandlung fiir den Tableaukalkiil mit freien Vari-
ablen (Beispiel 5.2.2). Der linke Ast des Tableaus ist durch Formel (11) nach
Anwendung der Substitution {zy/a} geschlossen. Der rechte Ast wird durch
Anwendung der Gleichung (10) auf (4) um Formel (12) erweitert, durch An-
wendung der Gleichung (7) auf (12) um Formel (13) — dazu muf} die Substi-
tution {z1/a} ausgefiithrt werden — und durch Anwendung der Gleichung (3)
auf (13) um Formel (14). Die Formel (14) bildet schliefilich zusammen mit der
Formel (6) den Abschlufl des rechten Astes.
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stellt man schnell fest, dafl es schwierig ist, diese Verfahren in zusitzliche Tableau-
regeln zu kleiden.

Wie jedoch in [Beckert, 1991] gezeigt wurde, ist es moglich, die Gleichheitshehand-
lung im Tableaukalkill auf die Lésung simultaner gemischter F—Unifikationsprob-
leme zu reduzieren; ndmlich dadurch, dal man ein Tableau als geschlossen defi-
niert, wenn bestimmte simultane gemischte E—Unifikationsprobleme eine Lésung
besitzen.!* Zusétzliche Tableauregeln werden dann nicht benétigt. Die gesamte

Cleichheitsbehandlung wird in den AbschluB der Aste verlagert.

Die Reduktion auf E-Unifikationsprobleme gestattet es, beliebige Methoden zu de-
ren Lésung zu verwenden, ohne die Besonderheiten des Tableaukalkiils beriicksichti-
gen zu miissen. In [Beckert, 1991] ist gezeigt, dal die Gleichheitshehandlung durch
Reduktion auf E-Unifikationsprobleme sehr viel effizienter als die im vorigen Ab-
schnitt beschriebenen auf zusétzlichen Tableauregeln basierenden Verfahren ist, und
zwar selbst dann, wenn man das vergleichsweise ineffiziente Verfahren aus [Beckert,
1991] (siehe Abschnitt 3.5) zur Losung der auftretenden FE—Unifikationsprobleme
verwendet.

Die Gleichungsmengen der zu l6senden E—-Unifikationsprobleme enthalten die Glei-
chungen auf dem jeweils zu schlieenden Ast, und als zu unifizierende Terme ver-
wendet man potentiell komplementire Atome. Kann man ein solches F—Unifikati-
onsproblem 16sen, hat man damit gezeigt, dafl es eine Substitution (den Unifikator)
gibt, der in jedem Ast ein Paar potentiell komplementérer Atome tatsachlich kom-
plementar macht.

Die auftretenden Unifkationsprobleme sind rein starr oder, wenn man universelle
Formeln verwendet, gemischt — jedenfalls aber nicht rein universell. Darum kénnen

Verfahren wie der UKBA zur Gleichheitsbehandlung im Tableaukalkiil mit freien

Variablen nicht eingesetzt werden.'’

Die durch den Ast A eines Tableaus definierte Gleichungstheorie besteht aus den
auf A liegenden Gleichungen, die beziiglich der Variablen all-quantifiziert sind,
beziiglich derer sie als universell erkannt werden.

Definition 5.2.3 (Menge der Gleichungen eines Astes)
Set A der Ast eines Tableaus und Y eine Methode zum Auffinden universeller For-

meln. Dann ist
EA)={(Vay)...(Va)(s~t): T(s~t)e A, T(A,T(s=t))={ay,....2n}}
die Menge der Gleichungen des Astes A.

Beispiel 5.2.4
Als Beispiel diene wieder das voll expandierte Tableau aus Abbildung 5.1. Sein linker
Ast sei mit A; bezeichnet und sein rechter mit A,. Zum Auffinden universeller

14 In [Beckert, 1991] wird der Begriff E—~Unifikation nicht verwendet. Wie man aber leicht feststellt,
entsprechen die dort beschriebenen Strukturen gemischten F—Unifikationsproblemen.

15 Verzichtet man jedoch auf die Verwendung freier Variablen, enthalten die auftretenden Unifi-
kationsprobleme keine Variablen. Dann sind die klassischen Vervollstdndigungsverfahren an-
wendbar. Tatsédchlich hat R.J. Browne [1988] ein vervollstdndigungsbasiertes Verfahren fiir den
Tableaukalkiil ohne freie Variablen formuliert; es ist allerdings mit Hilfe zusétzlicher Tableaure-
geln formuliert.
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Formeln werde die Methode aus Satz 5.1.13 verwendet. Dann enthilt F(A;) die
Gleichungen
b~c und  (Va)(g(f(z)) =) .

FE(Ay) D E(A1) enthélt zuséatzlich die Gleichung
g(x2) ~ f(22) .
O

Die Menge der Unifikationsprobleme P(A) eines Astes A enthélt die Unifikations-
probleme, von denen man eines l6sen muf}, um den Ast abzuschlieflen.

Definition 5.2.5 (Menge der Unifikationsprobleme eines Astes)

Set A der Ast eines Tableaus T und Y eine Methode zum Auffinden universeller
Formeln. Dann ist die Menge der Unifikationsprobleme P(A) von A die kleinste
Menge von Mengen von Term—Paaren, die die folgenden Bedingungen erfillt (also
genau die im folgenden beschriebenen Elemente enthdlt):

o Seien T P(s1,...,8,) und F P(ty,...,1,) ein Paar potentiell komplementirer
Atome auf A, wobei P # .16

{1, xm} =Y(A, T P(s1,...,8,)) N T(AF P(ty,....10))

sei die Menge der Vartablen beziglich derer beide Atome als universell erkannt
werden. Die Substitution

o= {:z;l/yh---,il/‘m/ym}

benenne die Variablen x1,..., 2, um, d. h., y1,...,y, sind Variablen, die im
Tableau T und auch in P(A) sonst nicht auftreten. Dann enthdlt P(A) das
Element

{{s10,110), ... . (sp0,t,0)} A7

o Sei F (s~ t) eine Ungleichung auf A.
{x1,.. ., =T(AF(sxt))

sei die Menge der Variablen beziglich derer die Ungleichung als universell
erkannt wird. Die Substitution

o= {:z;l/yh---,il/‘m/ym}

benenne die Variablen xq,..., 2, in newe Variablen wm. Dann enthdlt P(A)
das Flement
{(s0,t0)} 1%

16 Paare von Gleichungen und Ungleichungen sind also ausgeschlossen.

17 Die Wahl der Variablen y, ..., 4, bietet einen Freiheitsgrad, der es erlaubt, viele verschiedene
solcher Elemente zu bilden. Dieser soll aber nicht ausgenutzt werden; die Wahl der y1,..., yn
soll eindeutig sein, und fiir jedes Paar potentiell komplementéirer Atome nur ein entsprechendes
Element in P(A) enthalten sein.

18 Das in Fufinote 17 gesagte gilt entsprechend: Auch fiir jede Ungleichung soll nur ein Element
in P(A) enthalten sein.
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Beispiel 5.2.6
Seien wieder A; der linke und A, der rechte Ast des Tableaus in Abbildung 5.1.

Dann ist

a

Die Mengen der Unifikationsprobleme und der Gleichungen eines Astes hédngen von
der verwendeten Methode zum Auffinden universeller Formeln ab. Man kann belie-
bige Methoden verwenden. Damit aber im folgenden die Mengen der Unifikations-
probleme und der Gleichungen eines Astes eindeutig bestimmt sind, sei nun eine
Methode fest gewihlt.

Definition 5.2.7 (Abschluf} eines Tableaus mit freien Variablen, universellen For-
meln und Gleichheit)
Ein Tableau T mit den Asten Ay, ..., Ay ist geschlossen, wenn es in den Mengen

P(A:) (1 <1< k) der Unifikationsprobleme der Aste Elemente
{(sit,ta), oy (Sings ting) } € P(AS) (1<i<k)
gibt, so dap das simultane gemischte E-Unifikationsproblem
{(E(A), 11, t11)5 - o o(E(AL), S1nys by )

ceey ey ceey

<E(Ak), Skl tk1>,. .. ,<E(Ak), S]mk,t]mk>}

eine Lésung besitzt.

Beispiel 5.2.8
Verwendet man die Methode aus Satz 5.1.13 zum Auffinden universeller Variablen,
dann ist das Tableau aus Abbildung 5.1 gemaf Definition 5.2.7 geschlossen.

Die Substitution o = {x3/a} ist ndmlich ein Unifikator des simultanen gemischten
E-Unifikationsproblems

a

In [Beckert, 1991] ist bewiesen, daf diese Definition des Abschlusses eines Tableaus
zu einem korrekten und Vollstdndigen Kalkiil fithrt:

Satz 5.2.9 (Korrektheit und Vollstandigkeit)
Set ¢ eine geschlossene Formel. Verwendet man Definition 5.2.7 fir den Abschlufs
eines Tableaus,'® dann gilt:

19 Die Definition des Abschlusses eines Tableaus spielt eine wesentliche Rolle fiir die Frage, ob ein
Tableau ein Tableaubeweis 1st.
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Korrektheit: Gibt es einen Tableaubeweis fir ¢, dann ist ¢ eine Tautologie der
Prédikatenlogik mit Gleichheit.

Volistindigkeit: Ist ¢ eine Tautologie der Prddikatenlogik mit Gleichheit, dann gibt
es einen Tableaubeweis fiir ¢. Insbesondere gibt es auch einen nach einer beliebigen
fairen Konstruktionsregel und unter Beachtung einer Grenze ¢ fir die Anwendung
der y—Regeln aufgebauten Tableaubeweis fiir ¢, vorausgesetzt die Grenze q ist hin-
reichend hoch gewdhlt.

Beweis:
Siehe [Beckert, 1991].%° |

Ein Charakteristikum der auftretenden F—Unfikationsprobleme ist, dafl mehrere
(viele) der Probleme die selbe Gleichungsmenge E enthalten. Das Verfahren aus
Kapitel 4 ist fiir solche Probleme besonders geeignet, denn die zu unifizierenden
Terme gehen nicht in die Vervollstandigung R*> von E ein. Sie kann darum fiir alle
Probleme, die F enthalten verwendet werden.

Auch muf} bei dem Abschlufl gemafl Definition 5.2.7 fiir jeden Ast ein Unifikations-
problem ausgewahlt werden, das Teil des simultanen Problems wird. Verwendete
man ein vollig beliebiges Verfahren zur Lésung simultaner F—Unifikationsprobleme,
kénnte das bedeuten, daffl man versuchen miifite alle simultanen Probleme, die sich
als Kombination dieser Einzelprobleme bilden lassen, zu 16sen. Das wére aber voéllig
unpraktikabel. Bei dem Verfahren aus Kapitel 4 tritt dieses Problem nicht auf, weil
zur Loésung simultaner Probleme zunéichst die Finzelprobleme gelést werden, aus
denen sie bestehen.

Die Aufteilung der Paare T P(sy,...,s,) und F P(t1,...,1,) potentiell komplemen-
tarer Atome in mehrere Unifikationsprobleme (s1,%1), ..., (s, t,) ist eigentlich unno-
tig; man kénnte auch versuchen, die Paare als ganze zu unifizieren, also das Problem
(P(s1,...,8,), P(t1,...,1,)) zuldsen. Das wére aber ineffizient, weil die Unifikation
der Einzelterme unabhingig voneinander ausgefiihrt werden kann.

5.2.4 Sukzessiver AbschluB der Aste

Mit Hilfe des Verfahrens fiir die Lésung simultaner gemischter F—Unifikationsproble-
me wie es in Abschnitt 4.10 beschrieben ist — es ist nach Satz 4.10.5 vollstdndig und
liefert also ein Semi-Entscheidungsverfahren fiir die Existenz von Unifikatoren —,
kann man tiberpriifen, ob ein Tableau gemafl Definition 5.2.7 geschlossen ist. Damit
schliefit man ein Tableau sozusagen ,,auf einen Schlag® sobald man einen Unifikator

findet.

Statt dessen kann man aber die Aste eines Tableaus auch nacheinander betrachten
und abschliefen. Man wéhlt dazu jeweils die erste Substitution, die einen Ast A;
abschlieft und wendet sie auf das ganze Tableau an. Kann man danach einen
anderen Ast A; nicht abschliefen, fithrt man Backtracking aus, und sucht einen

weiteren Abschlufl des Astes A;.

20 Wie gesagt (FuBnote 14 auf Seite 114), werden in [Beckert, 1991] andere Begriffe verwendet.
Das gilt auch fiir diesen Beweis. Abgesehen von den Bezeichnungen kann er aber unverdndert
iibernommen werden.
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In [Beckert, 1991] ist bewiesen, dafl auch dieses Verfahren korrekt und vollstandig
ist — vollstdndig aber nur, wenn man eine Grenze r einfithrt, die die Suche nach
einem (weiteren) Abschluf} eines Astes beschrankt.?!. Diese Grenze r muf} dann,
damit das Vertahren vollstandig bleibt, dhnlich wie die Grenze ¢ fiir die Anwendung
der v—Regeln, schrittweise erhoht werden, wenn kein Beweis gefunden wird.

5.2.5 Ubertragung auf andere Versionen des Tableaukalkiils

Die Ergebnisse und beschriebenen Verfahren lassen sich auf alle anderen bekannten
Versionen des Tableaukalkiils tibertragen — zumindest auf diejenigen fiir die Pradi-
katenlogik mit Gleichheit. Sie alle kénnen als Variante oder sogar Spezialfall des
hier verwendeten Kalkiils angesehen werden: Kalkiile mit nicht—signierten Formeln,
solche ohne freie Variablen oder ohne universelle Formeln, mit anderen é6—Regeln
(insbesondere der nicht liberalisierten), Kalkiile mit Verfahren zur Einschrankungen

22

des Suchraums?, mit Lemmagenerierung usw.

Schwierigkeiten kénnen allenfalls bei Tableaukalkiilen fiir andere Logiken auftre-
ten, beispielsweise wenn die Terme mit Sorten versehen sind, denn dies hat direkte
Auswirkungen auf den Begriff der Gleichheit von Termen und damit die Gleichheits-
behandlung.

Je nachdem welchen Tableaukalkiil man verwendet, kénnen einfachere Versionen
der F-Unifikation als die gemischte zur Gleichheitsbehandlung ausreichen. Bei-
spielsweise treten bei der Gleichheitsbehandlung im Tableaukalkiil ohne universelle

Formeln nur rein starre Unifikationsprobleme auf.??

2! Bei der Implementierung ist die Zahl der Transformations— und Normalisierungsschritte und die
Zahl der jeweils erzeugten Abschliisse beschrankt (siche Abschnitt 6.1)

22 Solche Verfahren sind beispielsweise die Beachtung von Links zwischen Formeln und die Einhal-
tung von Regularitétsbedingungen.

23 Die Frage, ob ein Ast eines Tableaus ohne universelle Formeln geschlossen ist, ist also entscheid-
bar — was allerdings nicht von grofier Bedeutung ist, da die Frage, ob der Ast so erweitert
werden kann, dafl die Erweiterung geschlossen ist, unentscheidbar bleibt.
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6.1 Implementierung als Teil des Tableaubeweiser 3TAP

Das Verfahren zur vervollstandigungsbasierten Gleichheitsbehandlung im Tableau-
kalkiil, wie es in den Kapiteln 4 und 5 beschrieben ist, ist als neues Modul des
Tableaubeweisers 3T/¥D [Hahnle et al., 1992] implementiert worden. Es ersetzt das
bisher verwendete Modul zur Gleichheitsbehandlung, das eine Implementierung des
aquivalenzklassenbasierten Verfahrens aus [Beckert & Hahnle, 1992] ist.

In seiner zweiwertigen' Version stellt 3T/¥D — schaltet man Zusatzfunktionen wie
Lemma—Generierung u. &. aus — eine Implementierung des in Kapitel 5 beschriebe-
nen Tableaukalkiils mit freien Variablen, universellen Formeln und der liberalisierten

0—Regel dar.

3T/§D generiert und schlieft die Aste eines Tableaus nacheinander. Darum kann auch
zum Abschlufl mit Gleichheit immer nur ein Ast betrachtet werden; implementiert
ist also das Verfahren aus Abschnitt 5.2.4, bei dem die Aste sukzessive geschlos-
sen werden. Wie dort ausgefiihrt, ist diese Methode nur vollsténdig, wenn sowohl
die Suche nach Unifikatoren, mit denen ein Ast geschlossen ist, begrenzt wird, als
auch die Zahl von Abschliissen, die fiir einen Ast betrachtet werden. Bei der Imple-
mentierung wird dies durch zwei Grenzen r fiir die Zahl der Transformationen und
Normalisierungen und v’ fiir die Zahl generierter Unifikatoren erreicht.?

Die Schnittstelle zwischen dem Modul zur Gleichheitsbehandlung und den rest-
lichen Modulen konnte unverandert bleiben. An dieser Schnittstelle wird dem

Gleichheits—Modul die Menge der Gleichungen E(A) eines schon voll expandierten,
abzuschliefenden Astes A (Def. 5.2.3) und die Menge der Probleme P(A) (Def. 5.2.5)
tibergeben. 3T/§D verwendet die Methode aus Satz 5.1.13 zum Auffinden universeller

Formeln, die Gleichungen in F(A) konnen also universell sein beziiglich Variablen,
die sie enthalten.

Das Gleichheits—Modul berechnet die Menge U (Satz 4.10.3) fir die simultanen
gemischten F-Unifikationsprobleme des Astes A, die eine beziiglich < grund—voll-
standige Menge von Unifikatoren ist. Die Unifikatoren in dieser Menge werden
benutzt, um den Ast gemaf Definition 5.2.7 abzuschlieflen.

Die Implementierung ist wie der Rest des Beweisers 3T/§D in Quintus Prolog, Ver-
sion 3.1, geschrieben; sie umfafit etwa 2.500 Zeilen bzw. 85KB Code.

! Der Beweiser gﬂﬂP ist fiir beliebige mehrwertige Logiken geeignet.

2 Allerdings werden diese Grenzen nicht — wie es fiir die Vollstindigkeit eigentlich notwendig
ware — automatisch erhoht, wenn kein Beweis gefunden wurde, sondern es bleibt dem Benutzer
iiberlassen, hohere Werte fiir » und #’ zu wahlen. StandardmiBig sind beide Grenzen so hoch
gesetzt, dafl sie praktisch nicht erreicht werden kénnen.

119
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6.2 Uberpriifen der Etfiillbarkeit von Constraints

Verwendet man eine lexikographische Pfadordnung >y = >, (Def. 3.6.7) zur In-
terpretation des Symbols = in den Ordnungsbedingungen, ist die Konsistenz eines
Constraints ¢ entscheidbar, und die O erfiillenden Substitutionen sind aufzdhlbar
(Satz 4.2.14). Wie H. Comon gezeigt hat, bleibt die Entscheidbarkeit erhalten,
wenn man auch ~ als Priadikatensymbol in Ordnungsbedingungen zulafit — was
aber, wie schon in Abschnitt 4.2 gesagt, keine wesentlichen Vorteile hatte.

Prinzipiell wiirde es fiir die Implementierung des Verfahrens zur gemischten F—
Unifikation aus Kapitel 4 geniigen, den in [Comon, 1990] beschriebenen FEntschei-
dungsalgorithmus zu implementieren. Dieser ist allerdings hochst komplex — was
nicht anders zu erwarten ist, da es ein NP-hartes Problem ist, zu entscheiden, ob
ein Constraint konsistent ist. Man mufl ndmlich auch solche Inkonsistenzen bertick-
sichtigen und aufdecken, die beispielsweise dadurch entstehen, dafl die Ordnungs-
bedingung (b = ) A ( > a) unerfiillbar ist, wenn es kein Konstantensymbol gibt,
das — beziiglich der die LPO induzierenden Ordnung >, auf den Funktions— und
Konstantensymbolen — zwischen @ und b liegt.

Weil die Konsistenz von Constraints sehr oft iiberpriift werden muf}, namlich immer
dann, wenn man mit Hilfe von Satz 4.2.12 testen will, ob ein Constraint einen
anderen subsumiert, ist Comons Verfahren fiir die Implementierung zu ineffizient
und ungeeignet.

Besser ist der folgende pragmatische Ansatz. Er basiert auf der Annahme, daf}
es kein wirklicher Schaden sein kann, wenn man die Signatur durch Hinzunahme
endlich vieler Konstantensymbole &ndert. Der Vorteil einer solchen Erweiterung
der Signatur ist, dal man ein hinzugenommenes (bzw. hinzugedachtes) Konstanten-
symbol als — beispielsweise — zwischen @ und b liegend definieren kann. Fiir die
Annahme, daf} dies unschédlich sei, spricht, dafl das Vertahren aus Kapitel 4 korrekt
und vollstandig bleibt, wenn man Inkonsistenzen wie (b > x) A (x > a) ignoriert.

Es ist vergleichsweise einfach, zu entscheiden, ob eine Ordnungsbedingung O oder,
darauf aufbauend, ein Constraint (o, Q) schwach konsistent ist, konsistent nadmlich
zumindest dann, wenn man die Signatur in geeigneter Weise dndert. Dazu formt
man O in eine Menge dquivalenter ,einfacher Ordnungsbedingungen um.?

Definition 6.2.1 (Einfache Ordnungsbedingung)
FEine Ordnungsbedingung O heiffe einfach, wenn ste gleich true oder false ist oder
von der Form

(515 t) A A(sn 1) (n>1)

und — fafit man O als (implizit konjunktiv verknipfte) Menge auf — fir alle
(s =1) €O gilt:

1. s =t ist weder wahr noch falsch.

2.5V odertcV.

3 In etwa entsprechen die einfachen Ordnungsbedingungen der in [Comon, 1990] solved form
genannten Normalform von Ordnungsbedingungen.
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3. Es gibt kein (s = u) € O, so daff u = u[t].
4. Es gibt kein (u 1) € O, so daff s = s[u].
5. Falls (u > v[s]) € O, dann auch (u = v[t]) € O.

Eine einfache Ordnungsbedingungen ist also — sofern sie nicht gleich true oder false
ist — auf atomarer Ebene konsistent (Punkt 1); je eine Seite ihrer Atome ist eine
Variable (Punkt 2); sie enthélt keine durch die Montonie von > beziiglich der
Termstruktur entstehenden Inkonsistenzen (Punkte 3 und 4); und sie ist in gewissem
Sinne transitiv vollstindig (Punkt 5).

Definition 6.2.2 (Schwach konsistente Ordnungsbedingung)
Ein Ordnungsbedingung heiffe schwach konsistent, wenn sie gemdfi Definition 4.2.4
konsistent ist, nachdem die verwendete Signatur & und die zur Interpretation des

Symbols = in den Ordnungsbedingungen verwendete LPO 5o dadurch verdndert
werden, dafs

o endlich viele neue Konstantensymbole zu S hinzugefiigt werden,

o 0o gecignet erweitert wird.

Beispiel 6.2.3
a und b seien die einzigen Konstantensymbole; es gelte b 5, a; und f sei ein mini-
males Funktionssymbol beziiglich 5.

Dann sind die folgenden Ordnungsbedingungen schwach konsistent aber nicht kon-
sistent:

o (b==z)A (x> a),
o (f(a)»x)N(x>D),
o (a>z).
Weder konsistent noch schwach konsistent sind

* >,
o (x=y)Aly = 2) Az - ),
o v f(x).

a

Eine einfache Ordnungsbedingung ist genau dann schwach konsistent, wenn sie un-
gleich false ist. Darum geniigt es, will man die schwache Konsistenz einer beliebigen
Ordnungsbedingung tiberpriifen, diese in eine dquivalente einfache Ordnungsbedin-
gung umzuformen — oder, falls eine solche nicht existiert, in eine Disjunktion ein-
facher Ordnungsbedingungen (Lemma 6.2.4).
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Neben der Méglichkeit, ihre Konsistenz in sehr einfacher Weise zu entscheiden, sind
die einfachen Ordnungbedingungen auch sonst sehr viel leichter handhabbar als
beliebige Ordnungsbedingungen. Insbesondere lassen sich auch die Negation und
die Konjunktionen einfacher Ordnungsbedingungen leicht wieder in eine dquivalente
Menge einfacher Ordnungsbedingungen umformen.

Man darf aber natiirlich nicht verschweigen, dafl eine (wenn auch nur gedachte)
Anderung der Signatur sehr wohl ungiinstige Auswirkungen hat, insbesondere auf
die Effizienz des Verfahrens — sieht man von dem verringerten Aufwand fir die
Uberpriifung der Konstistenz von Ordnungsbedingungen ab. Erkennt man eine In-
konsistenz nicht, weil man sich eine Konstante hinzugedacht hat, kann eine Ver-
vollsténdigung wenn auch nicht falsche so doch unnétige Reduktionsregeln enthal-
ten. Auch Terme (und Normalformen von Termen), die eigentlich geloscht werden
kénnten, bleiben unter Umstédnden erhalten, weil man nicht merkt, dafl ihr Con-
straint inkonsistent ist oder sie subsumiert werden.

In den Beweisen der Korrektheit und der Vollstandigkeit des Verfahrens wird kei-
nerlei Bezug auf die verwendete Signatur genommen. Darum geniigt der Test auf
schwache Konsistenz, um ,,schlechte“ Inkonsistenzen aufzudecken, ndmlich solche,
die, wenn man sie iibersieht, die Korrektheit oder die Vollstandigkeit beeintréchtigen
wiirden.

Nicht zu jeder Ordnungsbedingung existiert eine dquivalente einfache Ordnungsbe-
dingung — beispielsweise nicht zu (x = a) V (x = b). Es ist aber moglich, zu jedem
Constraint ¢ eine (implizit disjunktive verkniipfte) dquivalente Menge C' von Con-
straints anzugeben, die ausschlieBlich einfache Ordnungsbedingungen enthalten. Mit
diesen Mengen C' kénnen die Aquivalenzumformungsregeln (Def. 4.4.4) und 4.5.2)
angewendet werden, so daf} die Constraints der Reduktionsregeln einer Vervollstan-
digung und der Terme einer Menge von Normalformen nur einfache Ordnungsbedin-
gungen enthalten.

Lemma 6.2.4
Set ¢ ein Constraint. Dann gibt es eine Menge

C={01,01),.... (00, 00)}  (m>0)

von Constraints, so dafs

Sat(C') = Sat(c) ,
und die Ordnungsbedingungen O; (1 <@ < m) einfach sind.

Eine — geméf Lemma 6.2.4 zu jedem Constraint ¢ existierende — dquivalente Menge
von Constraints €' mit einfachen Ordnungsbedingungen kann in folgender Weise
aus ¢ = (o, 0) berechnet werden:*

1. Zunéchst wird die Ordnungsbedingung O durch logische Umformungen auf
disjunktive Normalform (DNF) gebracht,® d. h. auf die Form

(O1a N .. ANO1 )V ooV (Oka Ao o A Ogyy) (k.o e >1)

4 Dieses Verfahren zur Berechnung kann zugleich auch als konstruktiver Beweis fiir Lemma 6.2.4
aufgefafit werden.

5 Da nur solche Ordnungsbedingungen auftreten (s.u.), die Negationen, Konjunktionen oder In-
stanzen einfacher Ordnungsbedingungen sind, geniigen wenige Umformungsschritte.
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wobei die O;; atomare Ordnungsbedingungen sind.
2. Damit kann die zu ¢ dquivalente Menge

C' = {d,...,c.}
= {<0', (0171 VAN AN 017[1)>, ceey <O', (OkJ VAN AN Ok7lk)>

erstellt werden.

3. Die nur noch A als logischen Operator enthaltenden Constraints ¢, (1 < < k)
kénnen in Constraints mit einfachen Ordnungsbedingungen umgeformt wer-
den, indem man Punkt 5 in der Definition einfacher Ordnungsbedingungen
(Def. 6.2.1) und die Punkte 1 bis 3 in der Definition der lexikographischen Pfad-
ordnungen (Def. 3.6.7) als Algorithmus (in Form eines logischen Programms)
auffat. Die Umformung terminiert, wenn entweder eine einfache Ordnungs-
bedingung erreicht wird, oder wenn eine offensichtliche Inkonsistenz auftritt,
d.h. ein Versto} gegen einen der Punkte 1 bis 4 in der Definition einfacher
Ordnungsbedingungen, oder eine atomare Ordnungsbedingungen auftritt, die
inkonsistent ist.

Alle auftretenden Constraints werden immer sofort in dieser Weise umgeformt, d. h.
nach jeder Anwendung einer Transformations— oder Normalisierungsregel werden die
dquivalenten Mengen einfacher Constraints zu den Constraints der neuen Redukti-
onsregeln und Terme berechnet, die Aquivalenzumformungsregel angewendet, und
gegebenenfalls Subsumtionen und Léschungen ausgefithrt. Dadurch treten niemals
komplexere Ordnungsbedingungen auf als solche, die Negationen, Konjunktionen
oder Instanzen von Ordnungsbedingungen sind.

6.3 Die Ordnung auf den Funktions— und Konstantensymbolen

StandardméaBig wird diejenige LPO zur Interpretation des Symbols - verwendet,
die durch die folgende Ordnung > auf den Funktions— und Konstantensymbolen
(bzw. deren transitivem Abschluf) induziert wird: Es gilt ¢ >5 f, falls

1. die Stelligkeit® von g groBer ist als die von f, oder

2. g und f die gleiche Stelligkeit haben, und ¢ in der alphabetischen Ordnung
hinter f steht.

Diese Ordnung hat sich fiir die meisten Probleme als geeignet erwiesen (siehe jedoch

das Beispiel in Abschnitt 7.2.1).

Der Benutzer kann andere Ordnungen durch Prolog-Fakten wie
precedence(f,g) .

definieren. Symbole, die im transitiven Abschlufl dieser Fakten nicht vergleichbar
sind, bleiben gemafl dem oben beschriebenen Standard angeordnet.

5 Konstantensymbole werden als nullstellige Funktionssymbole aufgefafit.
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6.4 Die verwendete Vervollstindigungs— und Normalisierungs-
prozedur

Fiir die Effizienz der Implementierung ist es von entscheidender Bedeutung, wel-
che Vervollstandigungs— und Normalisierungsprozedur man verwendet. Dazu ist
eine Heuristik implementiert, die die moglichen Regelanwendungen bewertet; auch
Vervollstandigungs— und Normalisierungsschritte werden miteinander verglichen.

Um die jeweils giinstigste Regelanwendung auswahlen zu kénnen, werden alle mogli-
chen Regelanwendungen, d. h. alle Moglichkeiten, die Kritisches—Paar—, die Kompo-
sitions—, die Vereinfachungs— oder die Ableitungsregel anzuwenden, in einer nach
ihrer Bewertung sortierten Liste gehalten. Dabei wird nur eine solche Liste be-
rechnet fiir alle Vervollstindigungs— und Normalisierungsfolgen, die sich aus den
verschiedenen zum Abschluf} eines Astes zu betrachtenden Unifikationsproblemen
ergeben.

Nach jedem Vervollstdandigungs— oder Normalisierungsschritt werden

1. die Constraints der neuen Terme oder Regeln durch eine Aquivalenzumfor-
mung auf Normalform gebracht (Abschnitt 6.2);

2. Terme oder Regeln mit inkonsistenten Constraints und solche, die von anderen
subsumiert werden, werden entfernt;

3. die neuen Moglichkeiten, Reduktionsregeln anzuwenden, werden bestimmt,
bewertet und in die Liste der moglichen Regelanwendungen einsortiert;

4. Méoglichkeiten, die nicht mehr bestehen, weil ein beteiligter Term oder eine
beteiligte Reduktionsregel geléscht worden ist, werden aus der Liste entfernt.

Bezeichne M; (i =1,2) die Moglichkeit, durch Anwendung der Regel r; auf den
Term t; (der auch eine Regel sein kann) neue Terme t!, ..., t¥ abzuleiten (die schon
normalisiert sind). G(t) sei das Gewicht des Terms t;7 Index(t) sei der einem Term
(oder einer Regel) eindeutig zugeordnete Index, d. h., ist Index(t) = n, dann ist t der
nte Term, der in der Vervollstandigungs— und Normalisierungsfolge aufgetreten ist.
Mit diesen Bezeichnungen lassen sich die von der implementierten Heuristik fiir die
Bewertung der méglichen Regelanwendungen verwendeten Kriterien folgendermaflen

formulieren:®

Die Méglichkeit M, ist besser zu bewerten als M5, wenn:

1. max(Index(ry), Index(ty)) — max(Index(ry), Index(tz)) > d.
Dieses erste Kriterium stellt die Fairnef (Def. 4.6.5) aller zugleich betrachteten
Vervollstandigungs— und Normalisierungsfolgen sicher. Der Wert d ist so hoch
gewahlt, dafl das Kriterium gewohnlich keine Rolle spielt (in der Praxis etwa

d = 300). Nur wenn eine Moglichkeit zu lange nicht ausgew&hlt wurde, greift
es doch.

T G(t) ist die Anzahl aller in dem Term t (einschlieBlich seines Constraints) auftretenden
Konstanten— und Funktionssymbole, Variablen und logischen Operatoren.

8 Die Kriterien sind in der Reihenfolge ihrer Wichtigkeit aufgelistet. Nur wenn ein Kriterium
keine unterschiedliche Bewertung zur Folge hat, wird das nédchste betrachtet.
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2. M, eine Vereinfachung oder Kompositition ist, My aber eine Anwendung der
Kritisches—Paar— oder der Ableitungsregel.
Durch dieses Kriterium wird die Zahl der Regeln und Normalformen klein
gehalten, denn nach Vereinfachungen und Kompositionen wird der alte Term
(bzw. die Regel) entfernt.

3. max(G(t)),...,G(th)) < max(G(th), ..., G(th)).

4. max(G(ry),G(t1)) < max(G(rs), G(ty)).

5. min(G(r1), G(t1)) < min(G(ry), G(t2)).

6. max(Index(r,), Index(t,)) < max(Index(ry), Index(ts)).

7. min(Index(ry), Index(t;)) < min(Index(ry), Index(tz)).

Es hat sich sehr schnell gezeigt, dal es unbedingt notwendig ist, das Termgewicht
der beteiligten Regeln und Terme zu beriicksichtigen und solche mit einem geringen
Gewicht zu bevorzugen. Die oben beschriebenen auf die verschiedenen Termgewichte
gestiitzten Kriterien 3—5 haben sich aber erst durch viele Experimente herausgebildet
und als giinstig erwiesen.

6.5 Ein— und Ausgabe

Da die Implementierung als Modul an den Beweiser 3T/§D angebunden ist, miissen

die zu l6senden Probleme in ﬂﬂPs Eingabesyntax angegeben werden [Héahnle et al.,
1992].

Ist die 3774]37\/ariable eqdebuglevel von Null verschieden, wird ein Protokoll der
ausgefithrten Vervollsténdigungs— und Normalisierungsschritte ausgegeben. Der die-
ser Variablen zugewiesene Wert legt fest, welche Einzelheiten ausgegeben werden.

Als Beispiel ist hier das Protokoll wiedergegeben, das man erhdlt, wenn

E(A) = {(Vz)(Vy)(p(z,y) = p(x,))}
P(A) = {{(p(c,a),p(c,b))}} .

Zunichst werden die Menge E(A) der Gleichungen des zu schlieenden Astes und
die zu lésenden FE-Unifikationsprobleme P(A) ausgegeben. Quantifizierungen wie
(Va)(Vy) werden in der Form [X,Y] angegeben. Das Symbol \= kennzeichnet die zu
l6senden Unifikationsprobleme (im Beispiel nur eines):

Beginning search for closure with equality of branch bl
Equalities extracted from Branch:

1: [X,Y]  p(X,Y) = p(X,X)

2: [X,Y] pdX,X) = p(X,Y)

Problems extracted from Branch:
(1,1): plc,a) \= plc,b)
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Das initiale System zu den Gleichungen wird ausgegeben. Regeln mit inkonsistenten
Regeln sind schon entfernt worden:

Initial System:
1: [X,Y] p(X,Y)=>p(X,X) << <[] and [gr(Y,X)]>
2: [X,Y] pX,X)=>p(X,Y) << <[] and [gr(X,V)]1>

Nun beginnt die Vervollstindigung und Normalisierung. Wie man an dem Hinweis
»,0 left® erkennt, gibt es nur eine moéglich Regelanwendung; diese wird ausgewahlt.

Chosen possibility (0 left):
critical_pair:
2: [X,Y] pX,X)=>p(X,Y) << <[] and [gr(X,V)]1>
--- 2: [X,Y] p(X,X)=>p(X,Y) << <[] and [gr(X,Y)]> at [1] --->
[X,Y,Z,U] p(Z,Y)=>p(Z,U) << <[] and [gr(Z,U0),gr(Z,Y)]>

Die obige Ausgabe bedeutet, dafl die Regel

ry = (Va)(Vy)(ple, 2) ~ pla,y) < (id, 2 - y))

and der Position (1) auf sich selbst angewendet werden kann.
Critical pair rule applies

New Rules:
3: [X,Y,Z] p(Y,X)=>p(Y,Z) << <[] and [gr(Y,z),gr(Y,X),gr(X,Z)]>
4: [X,Y,Z] p(Y,Z)=>p(Y,X) << <[] and [gr(Y,Z),gr(Y¥,X),gr(Z,X)]1>

Die beiden Regeln, die Ergebnis der Anwendung der Kritisches—Paar—Regel sind,
werden ausgegeben. Ihre Constraints haben Normalform, denn die Aquivalenzum-
formungsregel ist schon angewendet worden.

3: [X,Y,Z] p(Y,X)=>p(Y,Z) << <[] and [gr(Y,z),gr(Y,X),gr(X,Z)]>
subsumed by
4: [X,Y,Z] p(Y,Z)=>p(Y,X) << <[] and [gr(Y,Z),gr(Y¥,X),gr(Z,X)]1>

Die erste der neuen Regeln wird also von der zweiten subsumiert. Nun wird das
neue Reduktionssystem R! ausgegeben:

System:

1: [X,Y] p(X,Y)=>p(X,X) << <[] and [gr(Y,X)]>

2: [X,Y] pX,X)=>p(X,Y) << <[] and [gr(X,V)]1>

4: [X,¥,2] p(Y,Z)=>p(Y,X) << <[] and [gr(Y,Z),gr(Y,X),gr(Z,X)]>
0 possibilities left

Der Hinweis ,0 possibilities left” zeigt, dafl die Vervollstindigung abgeschlos-
sen ist.

Als néchstes wird eine Normalisierung ausgefithrt. Die neue Regel ry wird auf den
Term p(c,a) angewendet. Non-simplification rule applies® bedeutet, daf es
sich um eine Ableitung, nicht um eine Vereinfachung handelt.
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Chosen possibility (2 left):
non_simplification:
[1,1,1,0]: [0 p(c,a) << <[] and [1>
---4: [X,Y,Z] p(Y,Z)=>p(Y,X) <K
<[] and [gr(Y,z),gr(Y,X),gr(Z,X)]> at [] --->
[X,Y,2] p(c,X) << <[] and [gr(a,X),gr(c,X)]>

Non-simplification rule applies

New Terms:
[1,1,1,1]: [X] p(c,X) << <[] and [gr(a,X),gr(c,X)]>

Terms:

[1,1,1,0]: [0 p(c,a) << <[] and [1>

[1,1,1,1]: [X] p(c,X) << <[] and [gr(a,X),gr(c,X)]>
2 possibilities left

Die Kennzeichnung des neuen Termes — er ist universell beziiglich der Variablen x
— mit [1,1,1,1] bedeutet, dafl es sich um die Normalform Nummer 1 des Terms
auf der linken Seite des ersten Problems im ersten simultanen Unifikationsproblem

handelt.

Chosen possibility (2 left):
non_simplification:
[1,1,r,0]: [0 p(c,b) << <[] and [1>
---4: [X,Y,Z] p(Y,Z)=>p(Y,X) <K
<[] and [gr(Y,z),gr(Y,X),gr(Z,X)]> at [] --->
[X,Y,2] p(c,X) << <[] and [gr(b,X),gr(c,X)]>

Non-simplification rule applies

New Terms:
[1,1,r,1]: [X] p(c,X) << <[] and [gr(b,X),gr(c,X)1>

Terms:

[1,1,r,0]: [0 p(c,b) << <[] and [1>

[1,1,r,1]: [X] p(c,X) << <[] and [gr(b,X),gr(c,X)1>
2 possibilities left

Nach einer zweiten Ableitung kann nun das Unifikationsproblem gel6st, und der Ast
des Tableaus geschlossen werden. Die Constraints (id, (a = x) A (b= x) A (¢ = x))
und e werden gefunden, die Lésungen des Problems definieren.

[1,1] closed with constraint(s)
<[] and [gr(a,X),gr(b,X),gr(c,X)1>

by combination of the normal forms
[1,1,r,1]: [X] p(c,X) << <[] and [gr(b,X),gr(c,X)1>
[1,1,1,1]: [X] p(c,X) << <[] and [gr(a,X),gr(c,X)]>
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[1,1] closed with constraint(s)
<[] and [1>

by combination of the normal forms
[1,1,r,1]: [X] p(c,X) << <[] and [gr(b,X),gr(c,X)1>
[1,1,1,0]: [0 p(c,a) << <[] and [1>

Der leere Constraint ist hier eine Losung, weil (Va)(p(c, ) < (id, (b > x) A (¢ = x)))
universell ist bezliglich z, und die eigentlich zur Unifikation notwendige Belegung
von « mit a also unerheblich ist.

Der einfachere Constraint € und die ihn erfillende leere Substitution ¢d werden zum

Abschlufl des Astes ausgew&hlt.

Branch closed with instantiation []



7 Experimente und Beispiele

In diesem Kapitel sind einige Experimente mit der in Kapitel 6 beschriebenen Imple-
mentierung des neuen Verfahrens fiir die Gleichheitsbehandlung im Tableaukalkiil
beschrieben. Dabei wurden auch Beispiele, bei denen es nur um die Vervollstandi-
gung von Reduktionssystemen oder die Loésung einzelner F—Unifikationsprobleme
geht, als Pradikatenlogische Probleme formuliert. Namlich in der Weise, daf} ein
Tableau mit genau einem Ast entsteht, zu dessen Abschluf3 gerade das Problem des
jeweiligen Beispiels gelost werden muf}, und darum von dem Tableaubeweiser 3T/¥D
an das neue Gleichheitsmodul tibergeben wird.

Zum Vergleich sind (teilweise) bei den rein universellen Problemen die Laufzeiten
des Gleichheitsbeweisers SbREVE angegeben. Er ist eine effiziente Implementierung
des UKBA [Hsiang & Mzali, 1988].

Auch sind zum Vergleich die Laufzeiten der alten Gleichheitsbehandlung des Be-
weisers 3774}3, die auf dem &quivalenzklassenbasierten Verfahren aus [Beckert, 1991]
beruht, angegeben, sofern die Probleme mit ihr gelost werden konnen (wo keine
Zeiten angegeben sind, ist das also nicht nicht méoglich).!

Hier einige Hinweise zu den in den Statistiken angegebenen Werten:

o Die angegebenen Laufzeiten wurden auf einer SUN SPARC 10 Workstation
gemessen. Das gilt auch fiir die zum Vergleich angegebenen Laufzeiten der
alten Gleichheitsbehandlung des Beweisers 3TAP Die angegebenen Laufzeiten
des Beweiser SbREVE sind [Hsiang & Mzali, 1988] und [Anantharaman & Bo-
nacina, 1989] entnommen. Sie wurden auf einer langsameren SUN 3/260 Work-
station gemessen und sind darum nicht ohne weiteres mit den anderen Zeiten
vergleichbar.

o Die angegebenen Laufzeiten schlieen immer auch die fiir die Anwendung der
Tableauregeln benétigte Zeit ein; es sind also die fiir den gesamten Beweis des
jeweiligen Theorems bendtigten Zeiten und nicht nur die fiir die Gleichheits-

behandlung.

o Der Wert , Anwendungen® in den Statistiken ist die Zahl der Transformationen
bzw. Normalisierungen, die auf Regelanwendungen beruhen, also Anwendun-
gen der Kritisches—Paar—Regel, der Kompositions— und der Vereinfachungs-
regel bzw. der Ableitungs— und der Vereinfachungsregel. Nicht dazu gehéren
Aquivalenzumformungen, Subsumtionen und Loschungen. Zu den ,moglichen
Anwendungen® gehoéren zusétzlich solche Anwendungen dieser Transformati-
onsregeln, die nicht ausgefithrt wurden, weil entweder vorher schon eine Lésung

! In den Statistiken sind diese Zeiten mit ,Laufzeit ﬂﬂP“ bezeichnet.

129
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gefunden wurde, oder aber die an der Anwendung beteiligten Regeln bzw.
Terme nicht persistent waren, und durch andere Transformationen wieder ent-
fernt wurden.

Die Zahl der Aquivalenzumformungen ist nicht angegeben. Die Implementie-
rung bringt alle neu entstehenden Regeln und Terme (bzw. ihre Constraints)
auf die in Abschnitt 6.2 beschriebene Normalform. Die Zahl der Aquivalenz-
umformungen ist also gleich der Zahl der berechneten Regeln und Terme (oder
auch kleiner, wenn Regeln oder Terme entstehen, deren Constraints schon Nor-
malform haben).

Wird nur die faire Vervollstdndigung einer Gleichungsmenge berechnet, ohne
dafB ein zu 16sendes E-Unifikationsproblem gegeben ist, schlieflen die angege-
benen Daten immer auch den Aufwand ein, der entsteht, nachdem schon alle
Regeln der endlichen Vervollstandigung berechnet sind. Zu diesem Zeitpunkt
ist die Vervollstandigung in der Regel noch nicht fair. Weitere Transformatio-
nen sind auszufithren. Diese letzte Phase der Vervollstandigung kann auch als
Test dafiir aufgefaflt werden, dafl das berechnete Reduktionssystem tatsachlich
vollstédndig ist — was der Fall ist, wenn alle noch entstehenden Regeln durch
Léschung oder Subsumtion wieder entfernt werden kénnen.

Der mit ,,Probleme® bezeichnete Wert ist die Anzahl der jeweils zum Abschluf}
des Tableaus zu 16senden E—-Unifikationsprobleme.

Die Bezeichnung einer Regel mit r,, in der Auflistung eines berechneten Re-
duktionssystems bedeutet, dafl Index(r, ) = n, dafl also r,, die nte wahrend der
Vervollsténdigung auftretenden Regel ist.

Im folgenden Abschnitt sind zunéchst die Beweise einiger (mehr oder weniger) ein-
facher Probleme dargestellt, die die besonderen Eigenschaften des neuen Verfahrens

und seiner Implementierung aufzeigen.

7.1

7.1.1

Testprobleme

Ein einfaches rein universelles Problem

Zu beweisen ist die Tautologie

Ty = (Va)(z=g(z)) D (9(9(9(9(g(a))))) = a) .

Nachdem das entsprechende Tableau erstellt ist, ist das rein universelle F—Unifika-

tionsproblem

(£,5,1) = ({(Vo)(z ~ g(x))}, 9(g(g(g(9(a))))), a)

zu l6sen. Dafiir sind keine Transformationen des initialen Reduktionssystems not-
wendig. Finf vereinfachende Normalisierungen der Terme gentigen (siehe Statistik

in Tabelle 7.1).
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Vervollstandigung ‘ Kritisches Paar 0 | Normalisierung ‘

Anwendungen 0 Komposition 0 | Anwendungen 5  Ableitung 0
von moglichen 0 Vereinfachung 0 | von moglichen 15 Vereinfachung 5
Regeln in R° 2 Loschung 1 Léschung 0
Regeln in R”™ 1 Subsumtion 0 Subsumtion 0
Laufzeit [s] 0,15 Probleme 1 Backtr. 0 ‘ Zeit 51 [s] 0,13

Tabelle 7.1: Statistik fiir den Beweis der Tautologie T;.

7.1.2 Ein einfaches rein starres Problem

Zu beweisen ist die Tautologie

T, = (Vo)(((fla) = a) A (g(g(x)) = fla)) A —(g(g(g(z))) = z)) V
(p A —p))

Das entstehende Tableau hat zwei Aste. Wegen der Verzweigung kénnen die auf-
tretenden Gleichungen mit der Methode aus Satz 5.1.13 nicht als universell erkannt
werden. Darum ist das rein starre Problem

(E,5,1) = ({f(a) = a, g(g(x)) = fla)}, g(g(g(x))), )

zu 16sen (siehe auch Beispiel 3.6.19 und 4.6.2). Die Statistik fiir den Beweis ist in
Tabelle 7.2 enthalten.

Vervollstandigung ‘ Kritisches Paar 0 | Normalisierung ‘

Anwendungen 0 Komposition 0 | Anwendungen 1 Ableitung 0
von moglichen 1 Vereinfachung 0 | von moglichen 2 Vereinfachung 1
Regeln in R° 4 Loéschung 2 Léschung 0
Regeln in R" 2 Subsumtion 0 Subsumtion 0
Laufzeit [s] 0,13 Probleme 1 Backtr. 0 ‘ Zeit 5TP [s] 0,13

Tabelle 7.2: Statistik fiir den Beweis der Tautologie T%.

7.1.3 Systeme mit schnell wachsenden Vervollstindigungen

Gleichungen, die sich nur mit Hilfe von Constraints orientieren lassen, und die zu-
dem freie Variablen enthalten, die nur in jeweils einer Seite der Gleichung auftre-
ten, haben die unangenehme Eigenschaft, daf} sie zu sehr schnell wachsenden Ver-
vollsténdigungen fithren, denn mit ihnen kénnen in der Regel sehr viele verschiedene
kritische Paare gebildet werden. Dies verschlimmert sich noch, wenn Gleichungen
der Form x ~ y auftreten, die mit jeder anderen Gleichung (bzw. Reduktionsregel)
ein kritisches Paar bilden.

Die Vervollstandigung der Gleichungsmenge Fy = {7 & y1} enthalt nur die beiden
Regeln

I'l — [[1 A yl << <id,$1 >‘ y1>
ro = Y1~ 1 <K <Zd,y1 - $1>
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Aber schon bei der Vervollstandigung von
By =A{z1 = y1, 20 = ys}

treten acht kritische Paare auf, und R> enthélt die zwolf in Tabelle 7.3 aufgefiihrten
Regeln.

ry = a1~y L (td, x> yy)
r, =y~ L (id,y - oay)
rs = Xy~ Yy L (id, 3 > ya)
ry = Yy~ 23 L (td,ys - x2)
rs = Yo~y < ({xfed (o0 = yn) A (e = y2) A (y2 =)
re = Y1~y < ({@a/ei), (w1 = ya) A (@ = y2) A (v = y2))
ro = Yo~ x1 < {x2/yn}s (v = x) Ay = y2) A (Y2 = 1))
rio = o1~y < ({@/yn)s (w1 = y2) Ay = 20) A (y1 = y2))
riz = v~y < ({y2/ ) (v = y) A (2 = ) A (22 = 91))
riy =y~ o < {ye/ad, (v = yi) Az = @2) A(y1 = 22))
rir = @y~ < ({y2/vh (v = 21) Ay = 22) A (22 = 21))
ris = 1~ 2 < {2/}, (v = 22) A(yn = 1) A(ya = 22))

Tabelle 7.3: Vervollstindigung von Fj.

Die Vervollstandigung von Fs = {x1 & y1, 2 & Y, x3 = y3} enthilt schon 126 Re-
duktionsregeln. Thre Berechnung dauert tiber 10 Minuten.

Ahnlich problematisch ist es, eine Vervollstindigung der beiden auf den ersten Blick
recht einfach erscheinenden Gleichungen

flx)=gly) und  f(f(u))~ g(g(v))

zu berechnen (siehe Statistik in Tabelle 7.4).

Vervollstdndigung ‘ Kritisches Paar 19
Anwendungen 31 Komposition 10
von moglichen 50 Vereinfachung 2
Regeln in R° 4 Léschung 35
Regeln in R 16 Subsumtion 15

| Laufzeit [s] 6,1 Probleme — |

Tabelle 7.4: Statistik fiir die Vervollstindigung der Menge von Gleichungen
E={f(x)=gly), [(f(w) = g(g(v))}

In der Praxis spielt diese Problematik keine grofie Rolle, weil es nicht nétig ist, eine
komplette Vervollstdndigung solcher Gleichungssysteme zu berechnen, um den Ast
eines Tableaus abzuschliefen. Reduktionsregeln wie

-~y L (id,x = y)

liefern meist sofort eine Lésung des Unifikationsproblems. Die Komplexitat der
Vervollstandigung ist ein Ausdruck der Tatsache, dafl viele verschiedene Unifikatoren
existieren, wenn solche Reduktionsregeln vorhanden sind.
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Abbildung 7.1: Das voll expandierte Tableau fiir die Formel T5.

7.1.4 Ein Beispiel fiir die Berechnung weiterer Unifikatoren

Wie in Abschnitt 4.10 beschrieben, ist es in manchen Féllen zur Lésung simultaner
E-Unifikationsprobleme notwendig, weitere Unifikatoren der einfachen Probleme zu
berechnen, indem man die Regeln aus der Inversen der Vervollstandigung auf die
schon gefundenen allgemeinsten Unifikatoren anwendet.

Beispielsweise wird zum Beweis der Tautologie

Iy = ~(Vo)(((f(a) ma) A =(f(z) = a)) V =(z~ [(J([([([(a)))))

zunachst das in Abbildung 7.1 dargestellte Tableau generiert. Zum Abschluf} seines
linken Astes ist das rein starre F—Unifikationsproblem

<E757t> = <f(a) ~oa, f(l‘), a>

zu l6sen. Berechnet wird zunéchst der beziiglich der Subsumtionsrelation <, allge-
meinste Unifikator {x/a}. Das Tableau kann aber erst geschlossen werden, nachdem
aus diesem sukzessive die weiteren Unifikatoren

{z/f(a)}

abgeleitet worden sind.?

Der Beweis gelingt in 0,3s. Mit der dquivalenzklassenbasierten Gleichheitsbehand-

lung benétigt 3T/¥D genauso lange, was nicht tiberrascht, da hier alle Vorteile der
vervollstandigungsbasierten Gleichheitsbehandlung verloren gehen.

? Die zwar beziiglich < allgemeinste Unifikatoren sind, nicht aber beziiglich <.
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7.2 Beispiele fiir rein universelle Probleme

7.2.1 Gruppentheorie

Die Axiome der Gruppentheorie sind das Standardbeispiel fiir die Vervollstandigung
rein universeller Systeme. Gibt man die Axiome

(Va)(ple,z) ~ @)
(V) (p(i(z),z) ~ )
(V) (Vy) (V2)(p(x, ply, 2)) = p(p(x,y),2))

vor, so wird die in Tabelle 7.5 angegebene endliche, zehn Regeln enthaltende Ver-
vollstandigung berechnet (siehe Statistik in Tabelle 7.6). Die Regeln sind in der
Reihenfolge aufgelistet, in der sie wahrend der Vervollstandigung auftreten. Dies
ist das tibliche vollstindige Reduktionssystem fiir die Gruppentheorie, wie es bei-
spielsweise auch von SbREVE gefunden wird (in 6 Sekunden, bei 76 berechneten
kritischen Paaren).

ry (Va)(Vy)(Vz)(p(p(z, ), 2) ~ plx. ply, 2)) <€)
ry = (Va)(ple,a)~ x < ¢)

rs = (Yao)(p(i(x),z)~ e <€)

re = (Va)(Vy)(p(i(x),p(z,y))~y <)

r; = ile)~e<Ke

ros = (Va)(plz,e) ~ x < ¢)

rso0 = (Va)(pla, ()~ e <€)

rsr = (Va)(i(i(z))~ 2 <€)

ria = (Vo) (Vy)(p(x, pli(z),y)) ~ y < )

rioa = (V&) (Vy)(i(p(z,y)) ~ p(i(y),i(z)) < ¢)

Tabelle 7.5: Die Vervollsténdigung der Gruppentheorie-Axiome.

Vervollstdndigung ‘ Kritisches Paar 91
Anwendungen 174 Komposition 70
von moglichen 1494 Vereinfachung 13
Regeln in R° 6 Léschung 181
Regeln in R™ 10 Subsumtion 70

| Laufzeit [s] 29,4  Probleme — |

Tabelle 7.6: Statistik fiir die Vervollstdndigung der Gruppentheorie-Axiome.

Das Theorem
(Vo) (ple, ) =~ )

der Gruppentheorie 1483t sich beispielsweise in 5s beweisen. 3T/¥D bebtigt hierzu 8.3s,
also nicht viel langer. Um die Eindeutigkeit der Verniipfung in einer Gruppe, d. h.

(Va)(Vy)(V2)(p(x,y) = pz,2) D (y==2)),

zu beweisen, benotigt 3T/§D schon 246s. Mit dem neuen Verfahren jedoch kann die-
ses Theorem in 19.6s bewiesen werden. Auch komplexere Theoreme der Gruppen-
theorie, an denen &quivalenzklassenbasierte Verfahren scheitern, kénnen in ca. 30s
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bewiesen werden, denn nach dieser Zeit stehen alle Regeln des vollstdndigen Reduk-
tionssystems zur Verfiigung.

Verwendet man statt der tiblichen Anordnung ¢ >, p >, e der auftretenden Funk-
tionssymbole die ungiinstige Anordnung p > ¢ >5 €,> kann keine endliche Ver-
vollstdndigung berechnet werden. In Tabelle 7.7 sind die ersten 16 persistenten
Regeln angegeben, die in diesem Fall abgeleitet werden. Wie man sieht treten nun
auch Regeln mit nicht-leeren Constraints auf (alleine schon deswegen wird eine mit
Hilfe des UKBA berechnete Vervollstandigung andere Regeln enthalten).

ri = (Ya)(Vy)(V2)(p(p(z,y), 2) ~ plz, ply, 2)) < ¢

ry = (Ya)(ple,z) ~ x <€)

rs = (Yao)(p(e(z),z)~ e <€)

re = (Va)(Vy)(p(i(z),p(z,y)) ~ y <€)

r; = ile)~e<ke

rso0 = (Va)(p(z,i(z)) ~ e <€)

rsr = (Va)(i(i(z))~ 2 <€)

rss = (Va)(plz,e)~ x < ¢)

rys = (Va)(Vy)(p(x, p(i(2),y)) ~ y <€)

43 = (‘v’:z;)(‘v’y)(p(y,i(p(% y))) ~ Z(l') < 6)

rin = (Va)(Vy)(p(y,i(2)) ~ i(p(e,i(y))) < (id,y = x))
rigs = (Va)(Vy)(ply, )~ i(p(i(z),1(y))) < (id,y = 1(2)))
ro0 = (Va)(Vy)(V2)(p(i(p(2,y)), pla, ply, 2))) ~ 2 < ¢)
ross = (Va)(Vy)(V2)(ply, p(i(p(x,y)), 2)) ~ pli(x), 2) <€)
razo = (Va)(Vy)(V2)(p(y, p(2,i(p(x, ply, 2))))) ~ i(z) <€)
raz; = (Va)(Vy)(p(z, ply,i(y))) ~ & < ¢

Tabelle 7.7: Die ersten 16 persistenten Regeln, die bei einer Vervollstindi-
gung der Gruppentheorie-Axiome auftreten, wenn p > 1.

7.2.2 Mika—Beispiel

Zu vervollstandigen ist das Gleichungssystem?

(Va)(m(z,1) ~ x)

m(a,b) ~ p(a,l)
(Va)(Vy)(m(z,y) = m(y, z))
(Va)(Vy)(p(z, y) = p(y, z))

Dieses aus [Hsiang & Mzali, 1988] stammende Beispiel zeigt, dafli das Constraints
verwendende Verfahren auch bei rein universelle Problemen Vorteile haben und sogar
dem UKBA {iberlegen sein kann. Da die beiden die Kommutativitat der Funktions-
symbole m und p ausdriickenden Gleichungen nicht orientiert werden kénnen, kann
der Beweiser SbREVE nur eine noch zwei Gleichungen enthaltene Vervollstandi-
gung generieren (Tabelle 7.8); dabei werden in zwei Sekunden 16 kritische Paare
berechnet.

3 Macht der Benutzer keine Vorgaben, wird diese ungiinstige Ordnung verwendet (siehe Ab-
schnitt 6.3).

4 m kann als Multiplikation und p als Addition verstanden werden.



136 Kapitel 7: Experimente und Beispiele

m(y,x))

)

Tabelle 7.8: Die vom Beweiser SbREVE berechnete Vervollstindigung fiir
das Mika—Beispiel.

Die Implementierung des Verfahrens aus Kapitel 4 dagegen findet die in Tabelle 7.9
dargestellte, nur aus Reduktionsregeln bestehende und darum sehr viel giinstigere
Vervollstandigung R*, die noch dazu in kiirzerer Zeit und mit geringerem Aufwand
(zwei kritische Paare) berechnet werden kann (siehe Statistik in Tabelle 7.10).°

rs = (Vo)(Yy)(p(y, x) ~ pla,y) < (id,y = z))
ry = (Va)(im(z, 1)~z <e)

re = (Ya)(Vy)(m(y, )~ m(z,y) < (id,y - z))
r- = m Cl,b ~7 p( ) <€

rs = (Va)(m( ,:1;)«» v < (id,x = 1))

Tabelle 7.9: Die von der Implementierung des neuen Verfahrens berechnete
Vervollstdndigung fiir das Mika—Beispiel.

Vervollstdndigung ‘ Kritisches Paar 2
Anwendungen 3 Komposition 0
von moglichen 3 Vereinfachung 1
Regeln in R° 8 Léschung 4
Regeln in R 5 Subsumtion 3

| Laufzeit [s] 0,4 Probleme — |

Tabelle 7.10: Statistik fiir die
Beispiels.

7.2.3 Transitivitats—Beispiel

Vervollstdndigung der Axiome des Mika—

Ein weiteres Beispiel dafiir, dafl es auch fiir rein universelle Probleme von Vorteil sein
kann, Constraints zu verwenden, ist die Vervollstdndigung des aus zwei Gleichungen
bestehenden Systems

(Vx)(Vy)(Vz)(h(p(z,y), ply, =
(V) (Vy)(h(z,y) =~ h(y,z))

Der Beweiser SbREVE generiert (mit Hilfe des UKBA) eine aus elf Gleichungen be-
stehende Vervollstandigung. Er benodtigt dazu {iber zehn Minuten (!) und berechnet
264 kritische Paare.

y)
h(y

> Zur Vervollstindigung wurde die Ordnung m >, p > b > a >» 1 auf den Funktions— und
Konstantensymbolen verwendet.
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Die Anwendung des Verfahrens aus Kapitel 4 dagegen liefert die in Tabelle 7.11
dargestellte, aus nur vier Reduktionsregeln bestehende Vervollsténdigung in wenigen

Sekunden (siehe Statistik in Tabelle 7.12):

r; = (Vo) (Vy)(h(y, )~ h(z,y) < (id,y = z))
rg = (V2)(YVy)(Vz)(h(p(x,y),ply, ) ~ h(p(e,y), ple, 2)) < (id,y > 7))
ry = (Vo)(Vy)(Vz)(h(p(z,y), p(e, 2)) ~ hp(x,y), ply, 2)) < (id, 2 > y))
ro = (Ya)(Vy)(V2)(h(ply, 2), ple,y)) ~ h(plz,y), p(z, 2)) <
(id, (z = y) A (2= 2) Ay > 2))
Tabelle 7.11: Die berechnete Vervollstindigung fiir das Transitivitdts—
Beispiel.
Vervollstdndigung ‘ Kritisches Paar 2
Anwendungen 8 Komposition 2
von moglichen 18 Vereinfachung 4
Regeln in R° 4 Léschung 4
Regeln in R 4 Subsumtion 4
| Laufzeit [s] 4,1 Probleme — |

Tabelle 7.12: Statistik fiir die Vervollstindigung der Axiome des Transiti-
vitdts—Beispiels.

7.2.4 \Weitere Beispiele aus [Hsiang & Mzali, 1988]

Fiir die Vervollstandigung der einen entropic groupoid definierenden Gleichungen

(V) (Vy)(V2)(Vw)(p(p(z,y), p(z,w)) = p(p(x, 2), p(y,w)))
(V) (Vy)(p(p(z,y), ) = )

bendtigt SbPREVE 14 Sekunden, berechnet dabei 53 kritische Paare und generiert

eine aus drei Reduktionsregeln und einer Gleichung bestehende Vervollstandigung.

Die Constraints verwendende Implementierung berechnet die in Tabelle 7.13 darge-
stellte Vervollstandigung (siehe Statistik in Tabelle 7.14):

rs = (Ya)(Vy)(p(p(z,y),z)~ x <€)

rio = (Vo)(Vy)(V2)(p(z,ply, ) ~ plz,2) < €

ryg = (Va)(Vy)(V2)(Yu)p(p(z, 2),u) ~ p(p(z,y),u) < (id,z = y))
rr = (Ya)(Vy)(V2)(Yu)(p(p(p(2,y), ), u) ~ p(z,u) < ¢

Tabelle 7.13: Vervollstindigung der einen entropic groupoid definierenden
Gleichungen.

Gelten die drei Gruppenaxiome (wie in Abschnitt 7.2.1), das die Funktion A defi-
nierende Axiom

(Va)(Yy)(h(z,y) = p(z, p(y, p(i(z),1(y)))))
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Vervollstdndigung ‘ Kritisches Paar 91
Anwendungen 112 Komposition 9
von moglichen 658 Vereinfachung 12
Regeln in R° 4 Léschung 106
Regeln in R™ 4 Subsumtion 87

| Laufzeit [s] 22,5 Probleme — |

Tabelle 7.14: Statistik fiir die Vervollstindigung der Axiome fiir einen entro-
pic groupoid.

und zudem
(Va)(p(x, plz, ) = €)

dann kann man das Theorem

Ty = (Va)(Vy)(h(h(z,y),y) ~ €)

beweisen. SbREVE benétig dazu eine Minute und berechnet 133 kritische Paare.
Auch die Implementierung des neuen Verfahrens mit Constraints kann das Theorem
beweisen® — allerdings ist damit die Leistungsgrenze fiir rein universelle Probleme
praktisch erreicht. Tabelle 7.15 enthalt die Statistik fiir den Beweis.

Vervollstiandigung | Kritisches Paar 199 | Normalisierung |
Anwendungen 478  Komposition 205 | Anwendungen 36 Ableitung 0
von moglichen 6567  Vereinfachung 74 | von moglichen 58 Vereinfachung 36
Regeln in R° 10 Loschung 463 Léschung 0
Regeln in R" 16 Subsumtion 87 Subsumtion 0

| Laufzeit [s] 197 | Probleme 1]

Tabelle 7.15: Statistik fiir den Beweis des Theorems T7,.

Auch alle weiteren in [Hsiang & Mzali, 1988] gegebenen Beispiele fiir rein universelle
Probleme kénnen mit der Implementierung des neuen Verfahrens gelost werden.

7.3 Aussagen iiber Ltukasiewicz Logiken

Das folgende Beispiel stammt aus [Anantharaman & Bonacina, 1989]. Gegeben ist
eine Axiomatisierung”

6 Mit der Ordnung h >, ¢ > p > e auf den Funktions— und Konstantensymbolen.
7 i steht fiir die Implikation, n fiir die Negation.
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der Lukasiewicz Logiken, aus der sich unter anderem die folgenden Theoreme ablei-

ten lassen:®

Ly
L
Ly

Tabelle 7.17 enthalt Statistiken von Beweisen dieser drei Theoreme.

= (Va)(i(x, ) ~ true)
= (Va)(i(x, true) =~ true)
= (Va)(Vy)(i(x,i(y, x)) ~ true)

Bei diesen

Beweisen ist nur die Vervollstdandigung des Reduktionssystems aufwendig. Sobald
die notwendigen Regeln zur Verfiigung stehen, geniigt eine einzige Anwendung der
Vereinfachungsregel. Darum enthalten die Statistiken keine Daten iiber die Norma-
lisierung. Tabelle 7.16 zeigt das von der Implementierung generierte Reduktionssy-
stem R", mit dem der Beweis aller drei Theoreme gelingt.

Anantharaman und Bonacina [1989] zufolge benotigt der den UKBA verwendende
Theorembeweiser SBR3, der eine Erweiterung von SbREVE ist, zwischen etwa zwei
und dreiffig Sekunden fiir die Beweise.

ri = (Yo)(i(true, )~ = < ¢)

ry = (Ya)(Yy)(V2)(e(i(x,y),i(i(y, Z),i(x, 7)) ~ true < €)
rg = (Vo) (Vy)(i(i(y, v),2) ~ ili(z,y),y) < (id,y - x))

rs = (Ya)(Yy)(i(i(n(x),n(y)), i(y, x)) ~ true < ¢)

re = (Ya)(i(i(n(x),n(true)),z)~ true < €)

ris = (Va)(Yy)(i(x,i(i(x,y),y)) ~ true < €)

rir = (Yao)(i(z,2) ~ true < ¢)

rie = (Va)(i(x,true) ~ true < €)

rer = (Ya)(Yy)(i(y,i(x,y)) ~ true < €)

Tabelle 7.16: Das von der Implementierung generierte, neun Regeln umfas-
sende Reduktionssystem, mit dem der Beweis der Theoreme Ly, Ls und L4
iber Lukasiewicz Logiken gelingt.

7.4 Pelletiers Probleme

[Pelletier, 1986] enthélt eine Sammlung vieler verschieder Probleme zum Testen au-
tomatischer Theorembeweiser. Tabelle 7.18 enthalt Statistiken von Beweisen fiir
Pelletiers 48., 49., 56., 58. und 61. Problem.? Die angegebenen Daten zur Ver-
vollstdndigung und Normalisierung sind Durchschnittswerte fiir alle zum Abschlufl
des jeweiligen Tableaus gelosten F—Unifikationsprobleme. Fiir die Probleme 51-55
wird kein Beweis gefunden; bei diesen tritt das Problem auf, dafl zwar jeder Ast fiir

® Die Bezeichnung der Theoreme ist die gleiche wie in [Anantharaman & Bonacina, 1989]. Diese
und eine Reihe weiterer Theoreme iiber die Lukasiewicz Logiken tauchen als Lemmata in einem
schrittweise durchgefithrten automatischen Beweis fiir Lukasiewicz’ Fiinfte Vermutung auf, dal
namlich (Ya)(Yy)(or(i(z,y), i(y, #)) ~ true) ein Theorem ist, falls das das Funktionssymbol or
definierende Axiom (Va)(Vy)(or(z,y) = i(i(x,y), y)) hinzugenommen wird.

? Pelletier stufte die Probleme nach ihrer (von ihm subjektiv beurteilten) Schwierigkeit auf einer
Punkteskala von 1 (einfach) bis 10 (schwierig) ein. Diese Einstufung ist in die Statistiken
aufgenommen.
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Vervollstdndigung ‘ Kritisches Paar 9
Anwendungen 12 Komposition 3
von moglichen 124 Vereinfachung 0
Regeln in R° 8 Léschung 15
Regeln in R”™ 11 Subsumtion 3

| Laufzeit [s] 2,9 Probleme 1
(b)
Vervollstandigung ‘ Kritisches Paar 13
Anwendungen 17 Komposition 3
von moglichen 137 Vereinfachung 1
Regeln in R° 8 Léschung 21
Regeln in R”™ 12 Subsumtion 4
| Laufzeit [s] 3.5 Probleme
(a)
Vervollstdndigung ‘ Kritisches Paar 48
Anwendungen 72 Komposition 22
von moglichen 453 Vereinfachung 2
Regeln in R° 8 Léschung 83
Regeln in R" 9 Subsumtion 34
| Laufzeit [s] 12,0 Probleme 1]

()

Tabelle 7.17: Statistiken fiir Beweise der Theoreme (a) Ly, (b) Lz und (c) L4
iber Lukasiewicz Logiken.

sich ohne weiteres geschlossen werden kann, bei der Suche nach einer das gesamte
Tableau abschlieenden Substitution aber Backtracking auftritt, und der Suchraum
zu groB wird. Die iibrigen der Probleme 1 bis 61 in [Pelletier, 1986] stammen nicht
aus der Pradikatenlogik mit Gleichheit.
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Vervollstandigung ‘ Kritisches Paar 0 Normalisierung ‘

Anwendungen 0,3 Komposition 0,3 | Anwendungen 2 Ableitung 0

von moglichen 1,3 Vereinfachung 0 von moglichen 2,7  Vereinfachung 2

Regeln in R® 4 Léschung 2,7 Léschung 0

Regeln in R 2 Subsumtion 0 Subsumtion 0

Laufzeit [s] 0,35 ‘ Probleme 3 ‘ Backtr. 0 ‘ Punkte 3 ‘ Zeit TP [s] 0,33
(a)

Vervollstandigung ‘ Kritisches Paar 0,1 | Normalisierung ‘

Anwendungen 0,2 Komposition 0,2 | Anwendungen 3,9 Ableitung 1.5

von moglichen 1,8 Vereinfachung 0,1 | von moglichen 5,8  Vereinfachung 2,5

Regeln in R® 4.4 Léschung 1,6 Léschung 0

Regeln in R™ 2,8 Subsumtion 0 Subsumtion 0

Laufzeit [s] 3,3 | Probleme 13 ‘ Backtr. 4 ‘ Punkte 5 ‘ Zeit TP [s] 0,6
(b)

Vervollstandigung ‘ Kritisches Paar 0 Normalisierung ‘

Anwendungen 0  Komposition 0 Anwendungen 0,5 Ableitung 0

von moglichen 0  Vereinfachung 0 von moglichen 0,5  Vereinfachung 0,5

Regeln in R® 2 Léschung 1 Léschung 0

Regeln in R® 1 Subsumtion 0 Subsumtion 0

Laufzeit [s] 0,15 ‘ Probleme 2 ‘ Backtr. 0 ‘ Punkte 4 ‘ Zeit TP [s] 0,3
(c)

Vervollstdndigung | Kritisches Paar 0 Normalisierung ‘

Anwendungen 0  Komposition 0 Anwendungen 3 Ableitung 0

von moglichen 5  Vereinfachung 0 von moglichen 4 Vereinfachung 3

Regeln in R® 3 Loschung 0 Léschung 0

Regeln in R™® 3 Subsumtion 0 Subsumtion 0

Laufzeit [s] 0,25 ‘ Probleme 1 ‘ Backtr. 0 ‘ Punkte 3 ‘ Zeit TP [s] 0,23
(d)

Vervollstdndigung | Kritisches Paar 0 Normalisierung ‘

Anwendungen 0  Komposition 0 Anwendungen 0,5 Ableitung 0

von moglichen 1  Vereinfachung 0 von moglichen 0,5  Vereinfachung 0,5

Regeln in R® 2 Loschung 1 Léschung 0

Regeln in R™ 1 Subsumtion 0 Subsumtion 0

Laufzeit [s] 0,17 ‘ Probleme 2 ‘ Backtr. 0 ‘ Punkte 6 ‘ Zeit TP [s] 0,28

Tabelle 7.18: Statistiken fiir die Beweise von: (a) Pelletiers 48. Problem;
(b) Pelletiers 49. Problem; (c) Pelletiers 56. Problem; (d) Pelletiers 58. Pro-
blem; (e) Pelletiers 61. Problem.

(e)




8 Fazit und Ausblick

Any technology distinguishable from magic
is insufficiently advanced.

— ALAN BRAGGINS

8.1 Faazit

Mit der Reduktion der Gleichheitsbehandlung im Tableaukalkiil (und auch ande-
ren Gentzen—artigen Kalkiilen) auf die gemischte F—Unifikation ist die Suche nach
einem effizienten Verfahren zwar nicht beendet, es ist aber geklédrt, wo genau die
Schwierigkeiten liegen, und welches die zu 16senden Probleme sind.

Das in Kapitel 4 vorgestellte Verfahren fiir die gemischte F—Unifikation ist zumindest
ein vielversprechender Ansatz, diese Probleme zu meistern. Zugleich ist es das er-
ste vervollstdndigungsbasierte Verfahren fiir die gemischte F—Unifikation tiberhaupt
und das erste implementierte vervollstiandigungsbasierte Verfahren fiir die rein starre

F-Unifikation.

Wie die Beispiele in Abschnitt 7 zeigen, ist das Verfahren durchaus auch fiir rein
universelle Probleme geeignet und in manchen Féllen sogar dem Unfailing Knuth—
Bendix—Algorithmus {iberlegen.

Als Methode fiir die Gleichheitsbehandlung im Tableaukalkiil ist die Suche nach
Losungen gemischter F—Unifikationsprobleme den bisher verwendeten Verfahren
iiberlegen, wenn auch die Implementierung noch daran krankt, daf die Aste nach-
einander geschlossen werden. Es zeigt sich, dafl die Suche nach dem Abschluf eines
Tableaus praktisch niemals daran scheitert, daf} ein einzelner Ast nicht geschlossen
werden konnte, sondern immer daran, daB die Suche nach einer alle Aste zugleich
abschliefenden Substitution zu aufwendig ist.

8.2 Mogliche Verbesserungen

Es wére sicherlich sinnvoll und wiirde die Effizienz der Implementierung entschei-
dend verbessern, wenn die Aste des Tableaus nicht nacheinander sondern parallel
betrachtet wiirden. Die gesamte in den verschiedenen Asten enthaltene Informa-
tion wiirde zugleich zur Verfiigung stehen. Damit kénnte unnétiges Backtracking
vermieden und der Suchraum deutlich eingeschrinkt werden. Beispielweise ist es
haufig moéglich, zu erkennen, dafl ein Ast nur einen Abschlufl hat. Dieser kénnte
sofort ausgefithrt werden.
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Eine weitere sinnvolle Erweiterung wére, die Gleichungen eines Astes — zumindest
teilweise — schon wéhrend des Tableauaufbaus zu vervollstindigen. Wenn eine
Verzweigung auftritt, wire es dann moglich, die schon berechnete Vervollstindigung
auf beide neuen Aste zu iibertragen. Zumindest bei Asten, die zum groBen Teil
tibereinstimmen, wird auch die Gleichungsmenge weitgehend dieselbe sein, und die
Vervollsténdigung der gemeinsamen Gleichungen miiite so nur einmal berechnet
werden.

Weitere Verbesserungen wéren sicher auch durch die Verwendung anderer Reduk-
tionsordnungen und anderer Kriterien fiir die Auswahl des jeweils néchsten Ver-
vollsténdigungs— oder Normalisierungsschrittes zu erzielen. Sie kénnten auf be-
stimmte Problemklassen zugeschnitten werden.
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KirK: Analysis, Mr. Spock?
SpocK: Captain, it doesn’t appear
in the symbol table.

Kirk: Then it’s of external origin?
SPoCK: Affirmative.

— STARTREK

Im folgenden sind die verwendeten Symbole beschrieben. In der Regel ist jeweils die
Seite angegeben, auf der ein Symbol zuerst auftritt, und falls es in einer Definition

eingefithrt wurde, die Nummer dieser Definition.

a,3,7,6 Tableauregel-Schemata, S. 100

€ Der leere Constraint, Def. 4.2.6, S. 47

O Mengen von (signierten oder unsignierten) Formeln, S. 5

o, Signierte Formeln, S. 101

o Einschrankung der Substitution ¢ auf die Menge der Variablen V',
Def. 2.3.1, 5. 8

ooT Komposition der Substitutionen ¢ und 7, Def. 2.3.1, 5. 8

O, Ty by V Substitutionen, Def. 2.3.1, S. 7

to Anwendung der Substitution o, Def. 2.3.4, 5. 9

T Methode zum Auffinden universeller Formeln, Def. 5.1.12, 5. 107

[tlE Aquivalenzklasse von ¢ beziiglich <5, Def. 3.5.1, S. 26

(e Menge, die alle Aquivalenzklassen von ¢ darstellt, Def. 3.5.5, S. 28

(0,0) Constraint, Def. 4.2.6, S. 46

{p1,...,pn) Position, Def. 2.3.16, S. 12

() Leere Position, Def. 2.3.16, S. 12

poyp Verkettung von Positionen, Def. 2.3.16, 5. 12

O EF F folgerbar aus ¢, Def. 2.2.4, S. 6

PEF F folgerbar aus ¢ in der Pridikatenlogik mit Gleichheit, Def. 2.2.4, S. 6

o EF F starr folgerbar aus @, Def. 2.2.5, 5. 6

¢ |§ F F starr folgerbar aus @ in der Pridikatenlogik mit Gleichheit, Def. 2.2.5,

= F %175‘5 Tautologie, Def. 2.2.4, 5. 6

EF F ist Tautologie der Pradikatenlogik mit Gleichheit, Def. 2.2.4, S. 6

MEF M Modell von F, Def. 2.2.4,S. 6

MEF M normales Modell von F', Def. 2.2.4,S. 6

(Vz) Kurzschreibweise fiir (V1) ...(Va,), Def. 3.1.1, S. 13
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~ Ableitbarkeitsrelation der Objektebene, Def. 3.6.1, S. 30

v, 3 Quantoren, S. 5

R~ Gleichheitssymbol der Objektebene, S. 5

A, V,D Logische Operatoren, S. 5

< Subsumtionsrelation auf der Menge der Constraints, Def. 4.2.8, S. 47

< Spezialisierungsrelation auf den Substitutionen, Def. 2.3.6, S. 9

> »Ein Unterterm ist Instanz von“—Relation, Def. 2.3.18, 5. 12

>p Die eine lexikographische Pfadordnung induzierende Ordnung auf den
Funktionssymbolen, Def. 3.6.7, 5. 33

- oxsa Transformationsrelation des UKBA auf rein universellen
Reduktionssystemen, Def. 3.6.13, 5. 36

Py Ordnung auf R—o—Beweisen, Def. 4.8.7, 5. 78

> 1p0 Durch 1o lexikographisch induzierte Ordnung auf Tupeln von Termen,
Def. 3.6.7, S. 33

P (B,et) Ordnungsrelation auf Grundsubstitutionen, Def. 4.8.10, S. 81

> LPO Lexikographische Pfadordnung, Def. 3.6.7, S. 33

>x Die zur Interpretation des Priadikatensymbols > in den
Ordnungsbedingungen verwendete Reduktionsordnung, Def. 4.2.2, S. 44

Cp (Subsumtions—)Relation auf den Substitutionen, Def. 3.3.2, S. 22

<z (Subsumtions—)Relation auf den Substitutionen, Def. 3.3.2, S. 22

s>1 Atomare Ordnungsbedingung, Def. 4.2.1, S. 44

=z ,Umkehrbare® Ableitbarkeitsrelation auf Termen mit Constraint,
Def. 4.3.6, S. 54

=5 Ableitbarkeitsrelation auf Substitutionen, Def. 4.10.2, S. 96

=5 Ableitbarkeitsrelation auf Termen mit Constraint, Def. 4.3.6, S. 54

g Hilfsweise zum Beweis definierte Ableitbarkeitsrelation auf Termen mit
Constraint, Def. 4.8.1, S. 75

— Inverse der Relation —, Def. 2.1.2, 5. 3

— Ableitbarkeitsrelation auf Termen beziiglich des Reduktionssystems R,
Def. 3.6.3, 5. 31

. Ableitbarkeitsrelation auf Termen beziiglich der Gleichungsmenge F,
Def. 3.2.1, 5. 16

= Transitiver und reflexiver Abschlufl der Relation —, Def. 2.1.2, 5. 3

& Transitiver, reflexiver und symmetrischer Abschlufl der Relation —,
Def. 2.1.2, 5. 3

T Symmetrischer Abschlufl der Relation —, Def. 2.1.2, 5. 3

+, Transitiver Abschlufy der Relation —, Def. 2.1.2, 5. 3

~ Aquivalenzrelation auf den Substitutionen, Def. 2.3.8, S. 9

~ Aquivalenzrelation auf der Menge der Constraints, Def. 4.2.8, S. 47

T Top—Element im Verband der Substitutionen modulo ~, S. 10

- Transformationsrelation auf den Reduktionssystemen, Def. 4.4.9, S. 60

o Normalisierungsrelation auf Mengen von Termen mit Constraint bzgl. des
Reduktionssystems R, Def. 4.5.3, S. 63

L Kombination von Constraints, Def. 4.2.9, S. 48

U Vereinigung von Substitutionen, Def. 2.3.12, S. 11
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u Supremum (im Verband der Substitutionen modulo ~), S. 10

< Der einen Constraint an einen Term kniipfende ,,wenn“—Operator,
Def. 4.3.1, 5. 50

x/t Instantiierung der Variablen z mit dem Term ¢, Def. 2.3.1, 5. 8

A Ast eines Tableaus, S. 103

a,b,c,d Konstantensymbole, S. 5

Bound(G)  Menge der in ¢ gebunden auftretenden Variablen, Def. 2.2.1, S. 5
C((FE,s,t))  Menge von durch Vermischung von Vervollstandigung und Normalisierung
berechneten Constraints, Def. 4.6.6, 5. 68

C'((F,s,t)) Mengen von durch Vermischung von Vervollstindigung und
Normalisierung berechnetenConstraints, die C({F, s, t)) approximieren,
Def. 4.6.6, S. 68

Ci(F,s,1) Mengen von Constraints, die von Losungen des Problems (F, s, t) erfiillt
werden, Def. 4.6.1, S. 65

Cf’k<E,s,t> Mengen von Constraints, die C;((F, s,t)) approximieren, Def. 4.6.1, S. 65

! Negation des Constraints ¢, Def. 4.2.9, S. 47

c Constraint, S. 46

Dom(o) Definitionsbereich der Substitution o, Def. 2.3.1, S. 7

D Grundmenge eines Modells, S. 5

E(A) Menge der Gleichungen des Astes A, Def. 5.2.3, 5. 114

FE Menge von Gleichungen, S. 14

false Falsche Ordnungsbedingung, Def. 4.2.1, S. 44

F Menge der Funktionssymbole, S. 5

Form* Menge der signierten Formeln, Def. 5.1.1, S. 101

Form Menge der Formeln, S. 5

Free(() Menge der in G frei auftretenden Variablen, Def. 2.2.1, S. 5

PG Formeln, S. 5

F Vorzeichen fiir signierte Formeln (falsch), S. 100

f.g Funktionssymbole, S. 5

A Interpretation eines Modells, S. 5

ud Leere Substitution, S. 8

K Menge der Konstantensymbole, S. 5

Lir Term, der die linke (bzw. rechte) Seite einer Gleichung oder einer
Reduktionsregel ist, S. 13

L Menge der Losungen eines F—Unifikationsproblems, S. 21

M Modell, S. 5

0 Ordnungsbedingung, S. 44

P(A) Menge des Unifikationsprobleme des Astes A, Def. 5.2.5, S. 116

P Menge der Pradikatensymbole, S. 5

P(A) Menge der Unifikationsprobleme des Astes A, Def. 5.2.5, S. 115

Range(o) Wertebereich der Substitution o, Def. 2.3.1, 5. 8

R> Vervollstandigung eines Reduktionssystems, Def. 4.4.9. S. 60

R- Inverse des Reduktionssystems R, Def. 4.7.1, S. 69
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R* Vereinigung des Reduktionssystems R mit seiner Inversen R~, Def. 4.7.1,
R %eg?lktionssystem mit Constraints, S. 52

r- Inverse der Reduktionsregel r, Def. 4.7.1, S. 69

r Reduktionsregel mit Constraint, Def. 4.3.1, S. 50

RO Das initiale Reduktionssystem zu einer Menge von Gleichungen, Def. 4.3.3,
Sat*(¢) SA‘11?’22éihlbare Menge von c erfiillenden Substitutionen, Def. 4.2.13, 5. 49
Sat(c) Menge der ¢ erfiillenden Substitutionen, Def. 4.2.6, S. 47

R (o) Grundinstanz eines Reduktionssystems, Def. 4.3.4, S. 52

S Signatur, S. 5

S, T Mengen von Termen mit Constraint, S. 52

Subst., Menge der Substitutionen modulo ~, Def. 2.3.10, S. 10

Subst* Menge der idempotenten Substitutionen, Def. 2.3.2, 5. 8

Subst Menge der Substitutionen, Def. 2.3.1, S. 7

s,t Terme, S. 5

T[o] Instanz der Menge 7 von Termen mit Constraint, Def. 4.3.4, S. 52

Term Menge der Terme, S. 5

true Wahre Ordnungsbedingung, Def. 4.2.1, S. 44

p Unterterm von ¢ an der Position p, Def. 2.3.16, 5. 12

t Term mit Constraint, Def. 4.3.1, S. 50

t[p/s] Term ¢ mit s eingesetzt an Position p, Def. 2.3.16, S. 12

Tableau, S. 103

Vorzeichen fiir signierte Formeln (wahr), S. 100

Menge von Unifikatoren, die beziiglich < vollstindig ist, S. 96
Menge von Lésungen eines simultanen Unifikationsproblems, S. 98
Menge von Losungen des Problems (F,s,t), S. 66

Menge von Losungen des Problems (F,s,t), S. 65

Vollstdndige Menge allgemeinster Unifikatoren, Def. 3.3.1, 5. 21
Menge der in GG auftretenden Variablen, Def. 2.2.1, 5. 5

Menge der Variablen, S. 5

Variablen, S. 5



