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]. Einleitung

Logicians have but ill defined
As rational the human kind.

Logic, they say, belongs to man,
But let them prove it if they can.

— OLIVER GOLDSMITH

1.1 Motivation

Das Automatische Beweisen — und besonders das tableauedsieorembeweisen —
hat einen Zustand erreicht, an dem es an der Schwelle zuigreitdhen Einsatz in

realen Anwendungen steht. Jedoch ist bis jetztldleergang von einer Technik, die
hauptsachlich in der Forschung eingesetzt wird, zu eirartiremaliig in der Praxis
eingesetzten Werkzeug nicht vollzogen worden.

Ein Hinderungsgrund ist, dal’3 sehr viel Arbeit dafur aufgedet wurde, ausgefeil-
te und leistungsfahige Theorembeweiser fur bestimmigikem zu entwickeln (be-
sonders fur die Pradikatenlogik erster Stufe), die naftbestimmte Anwendungen
zugeschnitten sind. Um diese Systeme verwenden zu konmé&sgsen Probleme aus
einem bestimmten Anwendungsbereich in die von dem Beweis&rstitze Logik
transformiert werden.

Ein anderer und moglicherweise erfolgreicherer Ansdtzeis spezialisiertes, dedi-
Ziertes Beweissystem fur eine gegebene Anwendung zuekdini das eine besonders
fur die Anwendung geeignete Logik unterstitzt, und daleebesonderen Eigenschaf-
ten sowohl der Logik als auch der Anwendungen auszunutrewlj@ Leistungsfahig-
keit des Systems zu steigern.

Eine notwendige Voraussetzung dafir ist, dal3 uniformehbidgn fur die Konstrukti-
on von effizienten dedizierten Beweisprozeduren fir bejie Logiken zur Verfigung
stehen, so dal} diese nicht jeweils vollig neu entwickeltdee missen. Es besteht
jedoch eine Liucke zwischen den beiden Hauptteilen, in neekich das vorhandene
Wissen auf dem Gebiet des Automatischen Beweisens emiéikt: Einerseits sind
viele verschiedene Kalkule fur viele verschiedene Legikorgestellt worden; diese

1



2 Kapitel 1: Einleitung

sind jedoch typischerweise nur von theoretischem Interassl nicht fur die Imple-
mentierung geeignet. Andererseits sind Beweisprozediirewenige wichtige Lo-
giken entwickelt worden — vorherrschend sind die klasgsghssagenlogik und die
Pradikatenlogik erster Stufe —, einschlief3lich einef3gmZahl besonderer Techniken
und Verfeinerungen, die diese Prozeduren effizienter nmache

Das Ziel dieser Arbeit ist es, die oben beschriebene LiuckschlieRen: Um dieses
Ziel zu erreichen und die Konstruktion effizienter dedi@etableaubasierter Theo-
rembeweiser zu ermoglichen, werden drei sich erganzAndatze verfolgt:

1. die Verallgemeinerung und uniforme Beschreibung voregaikalkilen, ihrer
Verfeinerungen und von Methoden zu ihrer Verbesserung;

2. die Entwicklung uniformer Methoden fur die Konstruktieffizienter determi-
nistischer Beweisprozeduren aus (nicht-determiniséisgitableaukalkilen;

3. die (uniforme) Integration sowohl verschiedener Talkadkille als auch von
Tableaukalkiillen mit speziellen Methoden zur Problermi@sn bestimmten Do-
manen (Theorieschlie3en).

Die ersten beiden dieser Ansatze konnen bei allen Logkgrewendet werden, wah-
rend der dritte im wesentlichen bei Logiken Anwendung findet Erweiterungen der
klassischen Logik sind (z. B. mehrwertige, modale und tapd_ogiken), und nur
bedingt bei Einschrankungen der klassischen Logik (znBake Logik und Relevanz-
logik).

Die uniformen Methoden, die im folgenden vorgestellt werdesreinfachen den Ent-
wurf effizienter tableaubasierter Beweisprozeduren. Bieder jeweiligen Vorbedin-
gungen fur die Anwendbarkeit der Methoden rein syntaktisad leicht zu Uberprifen
sind, kann man sich — als ein zukunftiges Ziel — ein (zumshdeilweise) automati-
sches Meta-Deduktionssystem vorstellen, das auf einezbgegn Tableaukalkil uni-
forme Techniken zu seiner Verbesserung und zur Konstnuldiner effizienten Be-
weisprozedur anwendet oder das sogar einen Tableaulkalkéine gegebene Logik
entwickelt.

1.2 Resultate und Struktur dieser Arbeit

Kapitel 1 Indiesem einfuhrenden Kapitel wird die Wichtigkeit unifeer Methoden

zum Entwurf effizienter Tableaukalkule diskutiert und mietrt; die Resultate und die
Struktur dieser Arbeit werden zusammengefalt; der Bedeif Tableaukalkils wird
eingefuhrt; die wesentlichen Eigenschaften von Tablakiiken und ihre Unterschie-
de zu anderen Arten von Kalkilen werden erklart; und shich wird ein kurzer

Uberblick iber die Historie von Tableaukalkillen gegeben



1.2 Resultate und Struktur dieser Arbeit 3

Kapitel 2 Logische Systeme (oder kurz: Logiken) werden in sehr algjear Weise

definiert (moglichst wenige Beschrankungen bezuglight& und Semantik werden
gemacht). Der Begriff des Terms und, darauf aufbauendeSdbstitution und der
Unifikation werden eingefiihrt. Als Beispiele fur die Baseibung von Logiken in

diesem allgemeinen Rahmen werden die Pradikatenlogikressufe, Modallogiken

und zwei Fragmente der quantorenfreien Mengentheorieegtetit.

Kapitel 3 Eine uniforme Beschreibung von Tableaukalkilen und ilsyartakti-
schen und semantischen Eigenschaften wird gegeben — wigidisiveise analytisch,
monoton, saturierend, bzw. korrekt, vollstandig, bekamdluent zu sein — ohne Be-
schrankung auf bestimmte Logiken oder Normalformen. éitigine Kriterien um zu
Uberprifen, ob ein Kalkul diese Eigenschaften hat, eendorgestellt (einschliel3lich
Kriterien fur Korrektheit und Vollstandigkeit). Eine ahtige Klasse von sichwohl-
verhaltenden® Kalkilen wird identifiziert, digutartig genannt werden. Diese Klas-
se erweist sich als sehr wichtig, weil (a) Gutartigkeit eifiebedingung ist fur die
Anwendbarkeit vieler der uniformen Methoden zur Steiggrdar Effizienz von Ta-
bleaukalkulen, die im folgenden beschrieben werden, bpdytartige Kalkule fiur die
meisten Logiken existieren. Als Beispiele werden gutarti@lkule fur die Pradika-
tenlogik erster Stufe und fur Modallogiken vorgestellu@erdem werden Kalkile fur
die in Kapitel 2 eingefiihrten Fragmente der Mengenthesefeiert; es wird gezeigt,
dal diese Kalkile effizienter sind, als die in der Literdéteschriebenen.

Kapitel 4 Techniken werden vorgestellt zur Verbesserung von Takbidkulen fur
das Automatische Beweisen, so dal} darauf aufbauende Beomsguren effizien-
ter sind. Insbesondere werden Methoden verallgemeiniertsidh beim tableauba-
sierten Beweisen in Pradikatenlogik erster Stufe algliwit erwiesen haben — darun-
ter (a) das Konzept der starren Variablen, die Terme reptésen und,bei Bedarf*
wahrend der Beweissuche instantiiert werden konnen(lindie Technik der univer-
sellen Variablen, bei der Variablalle Terme zugleich reprasentieren, und (c) deren
Kombination. Die Beziehung von Kalkulen mit starren und omiversellen Varia-
blen zu Grundkalkilen (d. h. variablenfreien Kalkulendierklart, einschlief3licluif-
ting-Methoden zur Konstruktion von Kalkillen mit starren undvensellen Variablen
aus Grundkalkulen. Eine verbesserte Version der Skoleraisg wird vorgestellt, bei
der, statt neue Skolemsymbole einzufuihren, jeder Penaus der die Existenz von
Objekten mit bestimmten Eigenschaften abgeleitet werdem kihr eigenes Symbol
zugeordnet wird. Als Beispiel fur Kalkile, die diese Teiken ausnutzen, werden
Kalkille mit gemischten starren und universellen Varialdle Pradikatenlogik erster
Stufe und fur Modallogiken vorgestellt. Andere Methoden Yerbesserung von Ta-
bleaukalkilen, die in diesem Kapitel in verallgemeineRerm beschrieben werden,
sind die Technik delokalen LemmatadasPrunenredundanter Tableauaste und die
Einfuhrung zusatzlicher Tableauregelschemata.
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Kapitel 5 Dieses Kapitel erganzt Kapitel 4, in dem Methoden zur Veskeung
von Tableaukalkiilen beschrieben werden, die es erlaltignere Beweise zu kon-
struieren. Hier ist das Thema, wie effizient nach einem Bgweidem kleiner ge-
wordenen Suchraum gesucht werden kann. Techniken zur @omggeines (nicht-
deterministischen) Tableaukalkils in eine determiseste Beweisprozedur werden
diskutiert und analysiert. Ein allgemeines KonzeptBegularigit fur beliebige Kal-
kile und der Begriff defGewichtsordnungewerden eingefihrt; es wird gezeigt, dal
diese geeignet sind zur Konstruktion einer determinisgscProzedur zur Tiefensu-
che nach Beweisen fur beliebige gutartige Kalkiille mitreta Variablen (obwohl be-
kannt war, dal® solche Prozeduren existieren, war es eierbisigeldstes Problem,
tatsachlich eine praktikable Prozedur anzugeben).

Kapitel 6 Die Technik dedraserns(fibring), die es erlaubt, logische Systeme zu
kombinieren, indem man ihre Semantiken kombiniert, wirél Bableaukalkile er-
weitert. Eine Methode zur uniformen Konstruktion einesr&kten und vollstandigen
Tableaukalkdils fur die kombinierte Logik aus Kalkilém tie Komponenten-Logiken
wird vorgestellt. Da Kalkule fur die meisteBasislogiken® schon zur Verfugung ste-
hen, erhalt man so Kalkile fur vieJ&omplexe* Logiken, die durch das Fasern von
Basislogiken entstehen, darunter modale Pradikateqloguitionistische Temporal-
logik, usw. Als ein Beispiel wird ein Kalkill vorgestelltjsler durch die Kombination
eines Kalkul fur Pradikatenlogik erster Stufe und eikedkils fur eine Modallogik
entsteht.

Kapitel 7 Das Konzept des Theorieschlie3ens, das es erlaubt, Tablkale mit
dedizierten Prozeduren zur Losung von Problemen eindéintoasen Domane zu kom-
binieren, wird verallgemeinert und mit Hilfe der in den vogegangenen Kapiteln
eingefuihrten Begriffe neu formuliert.

1.3 Tableaus und warum wir sie benutzen

Ein Tableau, so steht es in Worterblichern,,&h wohlgeordnetes Bild“ (Drosdow-
ski et al, 1991) oder eingbeeindruckende oder lebhafte Darstellung* (“a striking or
vivid representation”) (Hayward & Sparkes, 1968). Im Augtischen Beweisen ist
ein Tableau eine besondere Form der Darstellung einesgpar) Beweises. Diese
Darstellung ist sicherlich wohlgeordnet; ob sie auch b#mickend oder gar lebhaft
ist, ist naturlich Ansichtssache; aber von all den Bevegisisentationen, die sich zur
Implementierung eignen, und die darum im Automatischenddgsn Verwendung fin-
den, ist die Reprasentation mit Hilfe von Tableaus wohjetigge, die am einfachsten
fur Menschen zu verstehen ist.

Wahrend Tableaukalkiile immer fur padagogische Zwétkgnfihrungen in die Lo-
gik benutzt wurden, begann das Interesse an ihnen zum Einsae¢r Deduktion erst
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in den achtziger Jahren zu wachsen. Ein Grund war der wagbed8edarf an De-
duktion in nicht-klassischen Logiken in verschiedenen®lwendungen. Fur viele
nicht-klassische Logiken sind tableauartige Kalkuleai®zigen, die es gibt. Aul3er-
dem macht es die Nahe der Tableau-Ableitungsregeln zuaB8geinfach, Tableau-
kalkule fur neue Logiken zu konstruieren. Auch fuhrte Binfuhrung von Unifikation
und anderer Verfeinerungen zu einer Zunahme der EffizienzTableaukalkilen fur
klassische Logik; heute basieren einige der leistungssttn automatischen Theo-
rembeweiser fur klassische Pradikatenlogik ersteresauf Tableaukalkulen.

Es gibt viele verschiedene Definitionen des Begriébleauin der Literatur; und es
scheint genauso viele Charakterisierungen von Tablekillesd und Kriterien, die sie
von anderen Kalkularten unterscheiden, zu geben, wie perien auf dem Gebiet
der tableaubasierten Deduktion gibt; die am haufigstewemdeten und wichtigsten
dieser Kriterien sind:

1. Ein Tableau ist eine Baumstruktur deren Knoten mit Fonmearkiert sind; und
jeder Kalkul, der auf solchen Strukturen operiert, istEableaukalkl.

2. Ein Kalkul ist ein Tableaukalkul, wenn er die (meistesr)dfolgenden Eigen-
schaften hat: er fuhrt Beweise, indem er das zu beweisehder&gm analysiert
(top-down); er beweist durch vollstandige Fallunterscheidung;iértf Wider-
spruchsbeweise.

In dieser Arbeit wird davon ausgegangen, dal3 ein KalkuTaelnleaukalkil ist, wenn
er beide dieser Kriterien erfillt. Insbesondere ist di@fBatruktur der Tableaus Be-
standteil ihrer Definition (wahrend einige Autoren, z. Bit{ing, 1998), Baume nur
als eine mogliche Datenstruktur zur Implementierung vabl&aus ansehen). Darum
werden im folgenden Kalkille wie beispielsweise die Korimglsmethode, die auf
einer Matrixreprasentation beruht, und der Sequenzkikaicht als Tableaukalkiille
angesehen — wenn es auch sicherlich eine enge Beziehunghewidiesen Kalkilen
und Tableaukalkulen gibt.

Um Verwechslungen zu vermeiden, mussen die folgendenfiBeklar unterschieden
werden:

e Tableau — ein Baum, dessen Knoten mit Formeln annotiert sind

¢ (partielle) Tableaubeweise — welche aus einem Tableael@&stund der Infor-
mation, wie dieses Tableau mit Hilfe der Kalkulregeln zm&twuieren ist; diese
Information kann z. B. in Form einer Sequenz von Tableausigeg sein, wobei
jedes Tableau in dieser Sequenz aus dem vorangegangeic@rethe einzelne
Regelanwendung erzeugt werden kann;

! Jeder Sequenzenkalkul kann in einen Tableaukalkul vesielawerden — und umgekehrt, wobei die
Aste eines Tableaus in dem Tableaukalkill den SequenzeadoeBzenkalkill entsprechen.
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e der Zustand, den die Berechnung einer Tableau-Beweispuozszreicht hat —
die, zusatzliche zu einem partiellen Tableaubeweis rinédionen tber fehlge-
schlagene Beweisversuche enthalten kann;

e Tableaukalkile — die durch ihre Kalkilregeln charalgieri sind;

e die Tableaumethode im allgemeinen.

In der englischsprachigen Literatur wird der Begyifableau” in inkonsistenter Weise
mit jeder der oben genannten Bedeutungen verwendet. lardieeit steht, Tableau*
jedoch immer fur eine Baumstruktur.

1.4 Historischer Uberblick

Historisch gehen Tableaukalkille auf Gentzens beweisthisohe Arbeiten der drei-
Biger Jahre zurick, namlich seiSequenzenkalke (Gentzen, 1935). Die Bezeich-
nung Tableaustammt von Beth (1955), der nach einsystematischen Methode zur
Konstruktion eines Gegenbeispiels® suchte. Zu etwa deaclge Zeit — und wie
Beth durch semantiscHéberlegungen motiviert — entwickelten Hintikka (1955) und
Schitte (1956) unabhangig voneinander ahnliche Systénese Kalkile hatten noch
Nachteile bezuglich der verwendeten Notation, die unditéh war; aber Hintikka
benutzte ein Argument in seinem Vollstandigkeitsbewda® (mit wenigen Modifika-
tionen) noch heute Verwendung findet (siehe Abschnitt 3.5.4

Die moderne Form von Tableaukalkilen (und besonders dienBarstellung) wurde,
wieder unabhangig, von Lis (1960) und Smullyan eingdfilétzterer fugte dienifor-

me Notatiorhinzu Uniform notatiof) und stellte seine Ergebnisse in seinem bekannten
Lehrbuch (Smullyan, 1968) vor.

Die Entwicklung von tableauartigen Kalkilen fur nicHagsische Logiken begann
parallel zu der von Kalkulen fur klassische Logiken — deste war ein von Gent-
zen (1935) beschriebener Sequenzenkalkul fur intugtethe Logik. Beth (1959)
stellte einen Kalkul fur intuitionistische Logik vor, deeinem Kalkl fur klassische
Logiken ahnelte. Etwa zur gleichen Zeit entwickelten Kan@l957) sowie Matsu-
moto und Ohnishi (1957; 1959) tableauartige Kalkile fimddllogiken. In Kangers
Kalkul fur die Modallogik S5 waren Formeln mit ganzen Zahindiziert; dieser kann
als der erste tableauartige Kalkul angesehen werden, défankierungen versehe-
ne Formeln benutzt. In Kripkes gefeiertem Papier (Kripk@59) — in dem er die
Mogliche-Welten-Semantik fir Modallogiken vorschlugstellte er einen tableauar-
tigen Kalkul fur Modallogiken im Stile Beths (1955) vor. rigke benutzte Hilfs-
Tableaus, wobei verschiedene Tableaus fur verschiedégéahne Welten verwendet
und durch eine Erreichbarkeitsrelation zueinander in &amg gestellt werden.
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Die ersten wirklichen Tableaukalkile (die die Baumddhsig) verwenden) fur nicht-
klassische Logiken, namlich fur die Modallogik S4 unduitibnistische Logik, wur-

den von Fitting (1969) vorgestellt (spater definierteifrgt(1983) Tableaukalkile fur
viele andere Modallogiken). Ein erster Tableaukalkil T@émporallogiken wurde
in (Rescher & Urquhart, 1971) beschrieben; und der ersteadahrtige Kalkul fur

mehrwertige Logiken war Rousseaus Sequenzenkalkill @eaus 1967) (der dar-
auf beruhte, Sequenzen mit mehr als zwei Teilen zu verwgndspater definierte
Suchon (1974) einen Tableaukalkul fur Lukasiewicz-lkegi; und Surma (1984), Car-
nielli (1987) und Hahnle (1990) prasentierten Tabledkikdir beliebige mehrwertige
Logiken.

In den spaten funfziger Jahren begann der Entwurf voregalalrtigen Kalkilen und
Beweisprozeduren, die speziell auf die automatische Bmuehe und damit die Im-
plementierung automatischer Theorembeweiser zugesehrsind; und dieses For-
schungsgebiet fing an, sich von der Entwicklung von Tablakiiken fur rein theore-

tische oder padagogische Zwecke abzuspalten.

Die Moglichkeit, die Beweissuche zu automatisieren, veurderst von Kanger (1957;
1963) betrachtet. In den Jahren 1957 und '59 implementiétd’rawitz, H. Prawitz
und Voghera einen Sequenzenkalkil fur Pradikatenlegsker Stufe ohne Funktions-
symbole (Prawitz, 1960; Prawigt al., 1960). Zur gleichen Zeit, im Jahr 1958, im-
plementierte Wang einen Sequenzenkalkul fur das-ragment der Pradikatenlogik
erster Stufe auf einer IBM 704 (Wang, 1960); dieses bemeaikerte Programm war
in der Lage, alle 220 aussagenlogischen und 139 der 15&ptédlogischen Theore-
me in Russell und Whitehea@sincipia Mathematicau beweisen.

In den sechziger und siebziger Jahren dominierten resakartige Kalkille das Au-
tomatische Beweisen; wahrend dieser Zeit basierten nadléz Implementierungen
auf Resolution; eine bemerkenswerte Ausnahme ist Popplestimplementierung
eines Tableaukalkils fur die Pradikatenlogik ersterféstm Stile Beths (Popplesto-
ne, 1967). Der Hauptvorteil der Resolution war (zu dieset) Zdal3 sie Unifikation
verwendet, um sinnvolle Instantiierungen universell difiarerter Variablen zu fin-
den — wahrend Tableaukalkillen diese machtige Methduéefesie beruhten darauf,
alle moglichen Instantiierungen aufzuzahlen. In derntagkr Jahren tiberwanden Ta-
bleaukalkille diesen Nachteil. Die Einfuhrung freieriglaten, deren Instantiierungen
mit Hilfe von Unifikation berechnet werden, fuhrte zu eideastischen Effizienzstei-
gerung bei tableaubasierten Theorembeweisern.

Die Idee, Unifikation in Tableaukalkillen zu verwenden, deuzuerst in (Coheet al,,

1974) erwahnt; die ersten Tableaukalkile, die Unifikaterwenden, wurden (un-
abhangig voneinander) in (Broda, 1980) und (Bowen, 198jastellt. Jedoch wur-
de in diesen Arbeiten das Problem noch nicht gelost, diggktineit des Kalkils zu
bewahren, wenn freie Variablen mit (Skolem-)Konstantestantiiert werden (siehe
Abschnitt 4.4). In der Modell-Elimination (Andrews, 1981nd der Matrix-Methode
(Bibel, 1982), die mit Unifikation verwendenden Tablealkkién eng verwendet sind,
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wurde das Problem dadurch umgangen, dal3 man von einer Efogeadel in skole-
misierter Negations-Normalform ausging, so dal3 keine &kekonstanten wahrend
eines Beweises eingefuhrt werden.

Die ersten Tableaukalkile fur die PradikatenlogikerS§tufe, die Skolemisierung zur
Laufzeit und Unifikation verwende, wurden von Wrightson§4pund Reeves (1987)
vorgestellt; diese losten das Korrektheits-Problem ldideschrankung der Unifizier-
barkeit von freien Variablen und Skolem-Konstanten. Siich wurde die Methode
zur Bewahrung der Korrektheit, die heute hauptsachliciwémdung findet, namlich

komplexe Skolem-Terme statt Skolem-Konstanten zu veresnith (Schmitt, 1987)

und (Fitting, 1990) eingefihrt.

Eine weitere wichtige Verbesserung von Tableaukalkiiierdie Pradikatenlogik er-
ster Stufe war die Einfihrung vdfonnektionsbedingungésiehe Abschnitt 5.5); der
Begriff der Konnektiertheit wurde zuvor in der Modell-Elimation (Andrews, 1981)
und der Matrix-Methode (Bibel, 1982) verwendet.

Heute ist die zuganglichste und kompakteste Quelle varrimétionen Gber Tableau-
kalkule dasHandbook of Tableau MethodB’Agostino et al,, 1998). Seine Kapitel
decken die wichtigsten Varianten von Tableaukalkilarkfassische wie auch nicht-
klassische Logiken ab.



2 Logische Systeme

2.1 Syntax und Semantik eines logischen Systems

Wir definieren den Begriff einelbgischen Systemasuf sehr allgemeine Weise; nur
sehr grundlegende Eigenschaften seiner Syntax und sesneau8ik sind Teil dieser
Definition.

Die Logik muf3 eine Modell-Semantik haben, die Modelle imeSKripkes verwen-
det, d. h., Modelle, die aus (moglicheWeltenbestehen, in denen Formeln entweder
wahr oder falsch sind. Das schliel3t Modelle ein, die aus imar&\Velt bestehen (bei-
spielsweise Modelle der klassischen Aussagenlogik unéldesischen Pradikatenlo-
gik erster Stufé;und es gibt keine Beschrankung dessen, was die Beziehuagmam
diesen Welten ist.

Definition 2.1.1 Ein logisches Systerh (eine Logik) ist charakterisiert durch eine
Menge Sig von (L-)Signaturef von L. Fur jede SignatuE € Sig sind Syntax und
Semantik der Instank(3) von L gegeben durch:

Syntax: Eine Mengéorm(X) von (L-)Formelnund eine Mengeitom(X) von ato-
maren(L-)Formeln ([L-JAtomen), die eine Teilmenge voForm(Y) ist, wobei
die MengenAtom(X) und Form(X) entscheidbare formale Sprachen sind (die
nicht das leere Wort enthalten), d. h., Atome und Formeld ®#drter in diesen
Sprachen.

Semantik: Eine MengeéM (X)) von (L-)Modellen wobei jedes Modelin € M (X)
(zumindest) aus folgendem besteht:
1. einer MengéV von Welten
2. einerinitialen Weltw° € W, und
3. einer binaren Relatiog zwischeni? und Form ().

! Tatsachlich kann jedes Modell als ein Kripke-Modell mit miner Welt aufgefat werden (namlich
dem Modell selbst). Da jedoch die Markierungen der Tableaméln als Welten interpretiert werden,
werden sie nutzlos fur einen Kalkul, wenn die Interplietatiller Markierungen dieselbe ist.

2 Was eine Signatur ist, wird nicht weiter spezifiziefty kann als eine Menge von Indizes angesehen
werden, die die Unterscheidung verschiedener Instanzebhodgk L erlaubt (welche siclgewbhn-
lich in den Symbolen unterscheiden, die sie verwenden).

9
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Wennw = F fur eine Weltw € W und eine FormeF € Form(X) gilt, dann wirdF’
alswahrin w bezeichnet, andernfalls dsschin w.

Eine FormelF' € Form(X) wird (genau dann) von einem Modetl € M (X) erfullt,
wenn sie in der initialen Welt,° von m wabhr ist. Eine Mengé? C Form(X) von
Formeln wird (genau dann) vam erfullt, wenn ihre Elemente vom erfullt werden.

Eine FormelF € Form(X) (eine Menge§ C Form(X) von Formeln) isterfullbar,
wenn es ein Modeln € M gibt, dasF’ (bzw.§) erfullt. O

Obwonhl nicht-atomare Formeln gewohnlich aus atomaremEbr aufgebaut werden,
und ihr Wahrheitswert durch die Wahrheitswerte der Atonsibent ist, aus denen sie
bestehen, ist dasicht Teil der obigen Definition. Jedoch impliziert die Existemzes
»gutartigen” Tableaukalktls fur eine Loglk dal? der Wahrheitswert einer Forniel
in engem Bezug zu den Wahrheitswerten gewisser Atome stieht¢ilformeln vonF'
sein kbnnen aber nicht mussen).

Beispiel 2.1.2 Der Wahrheitswert der ForméBz)(p(x)) in einem Modell der Pradi-
katenlogik erster Stufe ist nicht durch den Wahrheitswes (einzigen) Atoms be-
stimmt, das sie enthalt — noch kann er aus den Wahrheiwsmwaiter atomaren For-
melnp(t) berechnet werden (es sei denn, alle Elemente im Universes&ddells

sind durch einen Termreprasentiert, wie es in Herbrand-Modellen der Fall ist)3

Tableaukalkile erlauben, digfullbarkeit einer Formel zu Uberprifen; wir beschafti-
gen uns nur mit dieser Eigenschaft. Es mag in einer bestimbmgik moglich sein
oder auch nicht, zu testen, ob eine Formel gultig in einend®&llast (wahr in allen
Welten) oder ob sie allgemeingdltig ist (wahr in allen Mbelg), indem man dieses
Problem auf ein Erfullbarkeits-Problem reduziert; inlereLogiken — jedoch nicht in
allen —ist eine Formel genau dann allgemeingultig, wena Negation nicht erfullbar
ist.

Oft werden Formeln in Tableaukalkillen benutzt, die nictst &ymbolen der urspriing-
lichen Signatur sondern aus Symbolen einer erweitertame8ig gebildet werden (bei-
spielsweise Formeln, die Skolem-Symbole enthalten):

Definition 2.1.3 Sei eine Logik gegeben. Eine Signaliir € Sig ist eineErweiterung
einer Signatuk € Sig (undX ist eineEinschi&nkungvon ¥*), falls

Form(X) C Form(X¥*) and Atom(X) C Atom(X") .

Dann ist ein Modelin € M(X) eineEinsché&nkungeines Modellsn* € M(X*) (auf
die SignaturX), falls es eine Funktiorf gibt, die jeder Welt inm eine Welt inm’
zuweist, so dal3: (a) der initialen Welt van* die initiale Welt vonm zugewiesen
wird; und (b) fur alle Formelr# € Form(X) und alle Weltens vonm: w |= F genau
dann, wenry (w) = F. O
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2.2 Terme und Substitutionen

2.2.1 Logische Systeme mit Termen und freien Variablen

Es gibt eine wichtige Klasse logischer Systeme, einsclidieBller Pradikatenlogiken,

in der die Formelnfermeenthalten. Wieder machen wir so wenige Einschrankungen
wie moglich bezuglich dessen, was ein Term sein kann. essihdere machen wir
nicht die Annahme, dald Terme von der Foffift,,...,t,) sind; statt dessen kann
die Menge von Termen jede entscheidbare Menge von Woreem die in Formeln
auftreten. Die einzige Bedingung, die sogar benutzt wird,den Begriff Term zu
definieren, ist, dal} die Menge der Formeln abgeschlossantest der Ersetzung von
Termen in einer Formel durch andere Terme.

Um flexibler zu sein, lassen wir zu, dal3 die Terme in versanedKlassen einge-
teilt sind, d. h., wir versehen die Terme nsibrten Wir benutzen keine Untersorten-
Hierarchie; jedoch kdonnen die meisten Begriffe und Me#dmgddie im folgenden

eingefuihrt werden, leicht an ein komplexeres Sorten-iéphangepalit werden (ein
Uberblick Uiber Tableaukalkule fur Pradikatenlogilster Stufe mit sortenbehafteten
Termen findet sich in (Weidenbach, 1995)).

Definition 2.2.1 Eine formale Spraché ist eineSprache mit Termenvenn

1. es eine nicht-leere MendgE:rm von (Grund-)Termergibt, die eine entscheid-
bare formale Sprache Uiber dem gleichen Alphabetmig (und nicht das leere
Wort enthalt);

2. es eine nicht-leere Menggvon Sortengibt;

3. es eine Funktiorort gibt, die jedem Term € Term eine Sortes € S zuweist,
so dal3 es mindestens einen Term jeder Sorte gibt;

4. die Menge von Termen einer Sot@bgeschlossen ist unter der Ersetzung ei-
nes Teilterms einer Sort¢ durch einen Teilterm der gleichen Soie d. h.,
wennvrw € Term, r,r’" € Term und sort(r) = sort(r'), dannuvr'w € Term
undsort(vrw) = sort(vr'w);

5. die Sprachd. abgeschlossen ist unter der Ersetzung von Termen durch ande
re Terme derselben Sorte, d. h., wenm € Term, sort(s) = sort(t) und das
Wort wsw' ein Element vorl. ist, dann istvtw’ ein Element vort..

Wennt undr Terme sind und von der Formurw ist (v, w kbnnen leer sein), dann ist
r ein Teiltermvon. O
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Die Abgeschlossenheits-Eigenschaft erlaubt es, TermehdRiatzhalter zu ersetzen,
die fur beliebige Terme einer bestimmten Sorte stehen.néMnen diese Platzhalter
freie Variablen Ein Wort, das eine freie Variabl& * der Sortes enthalt, steht fur
ein einzelnes (unbekanntes) Element der Menge aller \Walie dadurch entstehen,
dalRX* durch einen Term der Sorteersetzt wird.

Ein Nicht-Grund-Term wird konstruiert, indem man eine bblge Zahl von Teilter-
men eines Grundterms durch freie Variablen ersetzt; eihtNBrund-Wort wird kon-

struiert, indem in einem Grundwort auftretende Grundtedoreh Nicht-Grund-Terme
ersetzt werden.

Definition 2.2.2 Sei L eine Sprache mit Termen; und Séir eine unendliche Menge
von freien Variablen die nicht in L vorkommen. Die Funktiorort wird (beliebig)
auf Var erweitert, so dal3 es eine unendliche Zahl freier Varialdeler Sortes € S
gibt.

Dann ist die Meng&erm! von (Nicht-Grund-)Termewlefiniert durch:

TermY = Term
Term! = {vXw |vtw € Term!¥ |, t € Term, X € Var, sort(t) = sort(X)}
Term" = U Term! .

i>0

Die Funktionsort wird erweitert auf (Nicht-Grund-)Terme iffierm™ durch die Defi-
nition

sort(vXw) = sort(vtw)
fur alle VariablenX und Terme mit sort (X)) = sort(t).

Die Sprachd." der(Nicht-Grund-)Wrter ist definiert durch:
LY = {vtw | vsw € L, s € Term, t € Term"™, sort(s) = sort(t)} .
O

Definition 2.2.3 Ein logisches System ist eineogik mit Termenwenn fur jede Si-
gnaturY € Sig die MengenForm(X) von Formeln unddtom(3) von Atomen eine
Sprache mit Termen mit der gleichen Mengje'm (%) von Termen sind. O

Im folgenden benutzen wir die Mengéfar = {X; | i > 1} undUVar = {x; | i > 1}
freier Variablen; wir gehen davon aus, dal3 diese Variab&eschieden sind von allen
anderen auftretenden Symbolen (ohne daf3 dies in Definitiexyglizit erwahnt wird).

Freie Variablen, welche entweder mit GroRBbuchstabén{ 7, X;, X' usw.) oder mit
Buchstaben in Fettdrucke(y, z, x;, ' usw.) bezeichnet werden, sollten nicht mit
Objektvariablen verwechselt werden, dieTarm(X) auftreten und mit:, y, z, z;, =’
usw. bezeichnet werden. Ein Term, der keine freien Variabtghalt, wird immer als
Grundterm bezeichnet — auch wenn er Objektvariablen enthi&tidht durch einen
Quantor gebunden sind.
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2.2.2 Substitutionen

Ein wichtiger Begriff ist der deBubstitutiorvon Variablen durch Terme. Dieses Kon-
zept, das aus der klassischen Logik bekannt ist, kann laidhinseren allgemeineren
Termbegriff erweitert werden.

Definition 2.2.4 SeiL eine Sprache mit Termen. Eisibstitutiorist eine Abbildung
o: Var — Term"

von freien Variablen auf (Nicht-Grund-)Terme, so daf(X) = sort(o(X)) fur alle
X € Var.

Die Mengedom(o) = {X € Var | o(X) # X} heil3t derDefinitionsbereichvon o;
und die Mengean (o) = {o(X) | X € dom(o)} von Termen heif3t daNertebereich
vono.

Falls dom (o) = {X}, ..., X,,} endlich ist, dann kanf X, — ¢,,..., X, — t,} als
Darstellung vorv verwendet werden, wobéi = o(X;) (1 < i < n).

Eine Substitution X; — Y7,..., X, — Y, }, die die VariablenX; in paarweise ver-
schiedene Variable¥; abbildet, heil3t ein®ariablenumbenennung

Ein Wortw' € L ist eineVarianteeines Wortesy € L, wenn es eine Variablenumbe-
nennungr gibt, so daldvr = w'.

EineAnwendungo einer Substitutiom auf einen Ternt ist das Ergebnis der (simul-
tanen) Ersetzung aller Vorkommen freier Variablgrin ¢ durcho(X). Der Termto
heil3t einelnstanzvon t. Die Anwendung einer Substitution auf eine Formel und In-
stanzen von Formeln sind in analoger Weise definiert.

Die Einschi&nkungoy einer Substitutior auf eine Mengd” C Var von Variablen
ist die Substitution, die fur all& € Var definiert ist durch:

o(X) falsX eV
o (X) :{ X( ) sonst

Die Kompositions o 7 zweier Substitutionen und 7 ist die Substitution, die fur alle
X € Var definiert ist durch:

(coT)(X)=0(1(X)) .

Die leere Substitution, die einen leeren Definitionsbdréaiat, wird mitid bezeichnet.

Eine Substitutiorv ist idempotentwenno = o o 0. Die Menge aller idempotenten
Substitutionen wird miSubst bezeichnet.

Eine Substitutionr grundiert eine FormelF' (eine Mengeg von Formeln), wenn
dom(7) die Menge der freien Variablen ist, die # (bzw. in §) vorkommen, und
Fr (bzw. §7) keine freien Variablen enthalt. O
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Das Ergebnis der Anwendung einer Komposition 7 auf einen Term kann berech-
net werden, indem zuerstund dannr angewendet wird, d. hi(o o 7) = (t7)0.

Wenn einddempotent&ubstitutior = { X; — t1,..., X,, — t,} aufeinen Term an-
gewendet wird, ist es nicht notwendig, die Variablen sienuttu ersetzen, d. h.,

oc={X;—=ti}o--o{X,—=t,}

Beispiel 2.2.5Die Substitutioned X — Y, Z — Y} und{X — a, Y — f(b)} sind
idempotent.

Die Substitutioned X — Y, Y — a} und{X — f(X)} sindnichtidempotent. O

Definition 2.2.6 SeilV eine endliche Menge freier Variablen; und sesemndr Sub-
stitutionen inSubst(3). Die Substitutiory ist allgemeinerals = (auf W), und 7 ist
eine Spezialisierung van, in Zeichery <" 7, falls es eine Substitutione Subst (%)
gibt, so dal¥(X) = (o(X))pfuralle X € W. O

Die MengeWW enthalt die,relevanten® freien Variablen, d. h., diejenigen freienidar
blen, die in dem Kontext vorkommen, in dem die Substitutroneund = verwendet
werden (gewohnlich die in einem bestimmten Tableau vorkemden). Es ist von
Vorteil, die MengelV so klein wie moglich zu halten, weil beispielsweise die Sub
tutiono = {X — f(Y)} die Substitution- = {X — f(c)} subsumiert, fall§” ¢ W;
im FalleY” € W subsumiert die Substitution”’ = {Y +— f(c),Y — ¢} aber nichtr.

Die leere Substitutiond ist die allgemeinste aller Substitutionen, d. h., esigiK" o
fur alle Substitutionen und alle MengenV freier Variablen.

2.2.3 Unifikation

Obwohl Terme auf eine allgemeinere Weise als tblich defisiad, ist es moglich,
den Begriff deftUnifikationeinzufuihren. Allerdings ist das Problem zu Gberpritdn,
zwei Terme unifizierbar sind, nicht immer entscheidbar.

Definition 2.2.7 Sei K eine Sprache mit Termen. Zwei Terme € Term® sinduni-
fizierbar, wennrp = tyu fur eine Substitution: € Subst. In diesem Fall heil3t ein
Unifikator vonr undt. O

In vielen Logiken mit Termen (z. B. Pradikatenlogik erstufe) ist es moglich, die
Menge aller Losungen eines Unifikationsproblems (alldiki@ioren) durch einen ein-
zigen allgemeinsten Unifikatomost general unifierMGU) zu reprasentieren, der
allgemeiner bezuglich der Subsumtionsrelatiofi (Def. 2.2.6) ist als alle anderen
Unifikatoren. Im allgemeinen Fall ist jedoch ein einzelneGWI nicht ausreichend,
um alle Losungen zu reprasentieren. Statt dessen muldangel/ (allgemeinster)
Unifikatoren benutzt werderif ist vollstandig wenn jede Losung eines gegebenen
Problems von einem Unifikator ¢4 subsumiert wird.
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Beispiel 2.2.8Seiens = abc undt = XY Terme. Die Substitutionen
or={X—ab,Y — ¢} und 09 = {X — a,Y > be}

bilden eine vollstandige Menge von Unifikatoren vwaindt; aber da sie beziglich™
unvergleichbar sind, gibt es keine einzelne Substitutienadle Unifikatoren vons
undt reprasentiert. O

In Tableaukalkillen mit freien Variablen ist die Karditatieiner vollstandigen Men-
ge von Unifikatoren eng verknuipft mit der Anzahl von Wahgti¢éhkeiten ¢hoice
pointg bei der Anwendung von Tableauregeln, die Unifikation imi&rlen. Darum ist
es wiunschenswert, eimeinimalevollstandige Menge von Unifikatoren zu berechnen.
Allerdings ist es nichtimmer sinnvoll, die Minimalitat znzwingen, da zwar einerseits
eine minimale Menge von Unifikatoren von Vorteil ist, andsedts aber zusatzlicher
Aufwand durch das Entfernen subsumierter Substitutiomésteht.

Definition 2.2.9 Sei L eine Sprache mit Termen; siéi eine Menge freier Variablen;
und seienr, t € Term™ Terme. Eine Meng® C Subst ist einevollstandige Menge
von Unifikatorenvonr undt bzgl. W, falls

1. jedess € U ist ein Unifikator vonr undt (Korrektheit)und

2. fur jeden Unifikator vonr undt gibt es einen Unifikatos € U, so daly <" 7
(Vollstandigkeit)

Die Mengel{ heil3tminimalevollstandige Menge von Unifikatoren, falls zudem

3. eskeineUnifikatorenoy, 05 € U, 01 # 09, gibt, so daly; <" o, (Minimalitat).
O

Wenn zwei Terme unifizierbar sind, dann besitzen sie entichevollstandige Men-
ge von Unifikatoren.

Die Berechnung von (allgemeinsten) Unifikatoren ist endn@pft mit der Berech-
nung (allgemeinster) gemeinsamer Spezialisierungem@adéenter) Substitutionen,
denn eine Substitutiomist genau dann eine gemeinsame Spezialisierungword .
wenn sie fur alleX € dom(o) N dom(7) ein Unifikator der Termer(X) und 7(X)
ist.

2.3 Pradikatenlogik erster Stufe

Als ein erste Beispiel fur ein logisches System benutzerdigi Pradikatenlogik erster
Stufe PL1, die ein logisches Systenit Termenist. Gemal Definition 2.1.1 mul} die
MengeSigp;, der Signaturen, sowie Syntax und Semantik von PL1 definiertien.
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Signaturen: Eine Signatuk = (P(X), F((X), ax) in Sigp; , besteht aus einer Men-
ge P(X) von Pradikatensymbolen, einer Meng€>) von Funktionssymbolen und ei-
ner Funktionay;, die jedem Pradikaten- und jedem Funktionssymbol einiidgiteit

n > 0 zuweist. Ein Funktionssymbol mit der Stelligkeit O heif$teeKonstante.

Syntax: Zusatzlich zu den Pradikaten- und Funktionssymbolengn&uren gibt es
eine unendliche Meng& von Objektvariabler(die disjunkt ist von den MengeWar
und UVar von freien Variablen). Die logischen Operatoren singDisjunktion) ,
A (Konjunktion) ,— (Implikation) und— (Negation) sowie die Quantorensymbule
und3 . Wir sehenp < + (Aquivalenz) als Abkirzung filfé A 1) V (¢ A 1) an.

Definition 2.3.1 Sei¥ € Sigp;, eine Signatur. Die Meng&erm™(X) von Termen
uberX: ist definiert durch:

1. Alle Variablenz € V und alle Konstanten € F(X) sind Terme UbekE.

2. Wennf € F(X) ein Funktionssymbolistund, ..., ¢, Terme ubek sind,
dannistauchy(ti, ..., tay(s)) €in Term Ubei.

Mit Term; () bezeichnen wir die Menge aller Terme Tarm™(%), die keine Ob-
jektvariablen enthalten.

Die MengeAtomy s, (X) von AtomeniberY ist definiert durch: Isp € P(X) und sind
t1,. .., tag(p) TErme tbei, dannisip(ty, ..., tayp)) €iN Atom Ubery.

Die MengeFormp; (X) von Formeln UbeE ist definiert durch:

1. Atome Uibe2 sind Formeln UbekE.
2. WennF eine Formel UbeE ist, dann ist=F' eine Formel UbeE.

3. WennF und G Formeln uber® sind, dann sind NG, FVG und F = G
Formeln Uibei.

4. WennF eine Formel UbeE ist undz € V, dann sindVz)F und (3x) F' For-
meln Gberx. O

Wir definieren, daf’ die MengBormpr,(3) der Formeln des logischen Systems PL1
aus allenSatzenin Formp; (X) besteht, d.h., allen Elementen véhrmp,(2), in
denen Objektvariablen nur durch Quantoren gebunden garftrend wir definieren,
dalR die Mengedtompr;(X) der Atome von PL1 die Menge aller atomaren Satze
in Form®, (%) ist.

Man beachte, daf? dies leicht von der tblichen Terminolagigeicht. Gewohnlich
konnen Objektvariablen frei in Formeln der Pradikatgito/orkommen. Freie Ob-
jektvariablen werden haufig als Platzhalter in Tableskikah verwendet. Hier haben



2.4 Modallogiken 17

wir jedoch die freien Variablen, die Platzhalter sein kénnund die Objektvariablen
klar voneinander getrennt. Man konnte trotzdem zulasdaf, Objektvariablen frei
in Formeln auftreten; das erhoht aber nicht die Ausdruékiks und verkompliziert
den Entwurf eines Tableaukalkills unnotig. Freie Vagabh einer Formel, deren Un-
erfullbarkeit zu beweisen ist, waren so zu behandeln alewsie existentiell quanti-
fiziert. Zudem mufte man darauf achten, keine freien Virabeu in den Bindungs-
bereich eines Quantors einzufihren, wenn Variablen nmimé&a instantiiert werden.
Um diese Schwierigkeiten zu vermeiden, haben wir formalniksfi, dal3 die Menge
der Formeln des logischen Systems PL1 nur aus Satzen hdstemeln mit freien
Objektvariablen sind nur Hilfsmittel, die in der rekursivBefinition der Menge al-
ler Satze benutzt werden. Dementsprechend ist das legBSgsiem PL1 eine Logik
mit Termerbeziglich der Mengdermp, ,(X) aller Terme, die keine Objektvariablen
enthalten, denn die MengBormyp,(X) ist abgeschlossen unter der Ersetzung von
variablenfreien Termen durch andere variablenfreie Terme

Semantik: Gemal Definition 2.1.1 missen alle Modelle eine Menge vettafi'
beinhalten. Darum definieren wir, da®p;,; (X) aus Modellen bestehe, bei denen die
initiale Welt w° eine pradikatenlogische Struktur (Def. 2.3.2) ist ynd'} die Menge
der Welten.

Definition 2.3.2 Sei¥ € Sigp;, €ine Signatur.

Eine pradikatenlogisch®truktur(D, ) fur 3 besteht aus einem Universubhund ei-
ner InterpretatiorT, die den Pradikaten- und Funktionssymboleiiaine Bedeutung
zuweist.

Eine Variablenbelegungei eine Abbildung: : V' — D der Menge der Objektvaria-
blen in das Universunb.

Die Auswertungsfunktional/ sei wie Ublich definiert; das heil3t, gegeben eine Struktur
(D,T) und eine Variablenbelegung weise sie jeder Formél € Form{$ (%) einen
Wahrheitswertalz ,(F) € {true, false} zu. 0

Die Relation=p,; sei fir alle Variablenbelegungendefiniert durch:

w’ Epr; F genau dann, wenmalz ,(F) = true .

2.4 Modallogiken

Als ein zweites Beispiel fur logische Systeme benutzendigrbekannten Modallo-
giken K, KT, KB, K4, K5, K45, KD, KDB, KD4, KD5, KD45, KB4, B, S4ind S5
(einenUberblick gibt beispielsweise (Goré, 1998)).
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Signaturen: Die MengeSig;, ist dieselbe fur alle Modallogikeh; eine Signatui
ist eine aufzahlbare, nicht-leere Menge aussagenlogiidériablen.

Syntax: Formeln werden mit Hilfe der klassischen OperatoretriKonjunktion),
V (Disjunktion),— (Negation) und den nicht-klassischen, modalen Operatorgm-
mer‘) und< (,manchmal*) gebildet.

Die MengeFormy(X) = Formmeq(X) der Formeln fur eine gegebene Signaluist
dieselbe fur alle Modallogikeh; Formeln werden wie Uiblich aus den aussagenlogi-
schen Variablen und den logischen Operatoren aufgebagtMBnge

Atomp,(X) = Atommea(X) = X2

besteht aus den aussagenlogischen Variablen. Die Modalogind logische Syste-
me ohne Terme.

Semantik: Wir benutzen eine Mogliche-Welten-Semantik im Stile K, d. h.,
die Modelle der Modallogiken sind Kripke-Rahmen.

Definition 2.4.1 Eine Kripke-Rahmersei ein Paaf1V, R), wobeil¥" eine nicht-leere
Menge (moglicher Welten) ungt eine binare Relation ad¥’ ist.

Ein Kripke-Modellist ein Tripel(W, R, V'), wobei die Belegundy” eine Abbildung der
aussagenlogischen Variablen in die Menge der Welten ist, &.(p) ist die Menge
aller Welten, in denep unter der Belegun®” wahr ist.

FallswRuw' (d. h., falls(w,w’) € R), dann ist die Weliw' erreichbarvon der Weltw,
undw’ ist eineNachfolgewelvon w.

Der Begriff der Wahrheit einer Aussage in einer Welt wird &ofmplexe Formeln
F € Formy,(X) wie folgt erweitert:F' sei genau danwahr in einer Weltw, wenn

e (G nichtwahr ist inw, im FalleF = =G,

e (G; undGy wahr sind inw, im FalleF = G A G,

G, oderG, wahr istinw, im FalleF' = G, V G,

G wabhr ist in allen Welten, die vow erreichbar sind, im Fallé' = OG,

G wabhr ist in einer Welt, die vow erreichbar ist, im Falld = ¢G.

O

Die ersten zwei Spalten in Tabelle 2.2 zeigen die Axiomatisigen der 15 einfachen
Modallogiken, die mit Hilfe der Axiome in Tabelle 2.1 definieverden konnen.
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| Name| Axiom | Eigenschaft]
(K |O0(A—B)— (DA—0OB) | —
(T |0A— A reflexiv
(D) |O0A—CA seriell
(4) |0A— DOA transitiv
B) | CA—-DO0A euklidisch
(B) | A—-0O0CA symmetrisch

Tabelle 2.1: Einfache Modallogiken und die entsprechenden Einschnagpn
der Erreichbarkeitsrelation.

Logik Axiome Logik Axiome
K (K) KT [ (K), (T)

KB | (K), (B) K4 | (K), (4)

K5 (K), (3) K45 | (K), (4), (5)
KD | (K), (D) KDB | (K), (D), (B)
KD4 | (K), (D), (4) KD5 | (K), (D), (5)
KD45 | (K), (D), (4), (5) || KB4 | (K), (B), (4)
B (K), (T), (B) S4 | (K), (1), (4)
S5 (K), (T), (5)

Tabelle 2.2: Axiomatische Charakterisierung der einfachen Modallegik

Definition 2.4.2 Sei L eine der Modallogiken aus Tabelle 2.2. Ein Kripke-Rahmen
(W, R) heil3e einL-Rahmenwenn jede Instanz jedes Axioms vinin allen Welten
von (W, R) wabhr ist.

Ein Kripke-Modell (W, R, V') heil3e eirlL.-Modell, wenn(W, R) ein L-Rahmen ist]

Es ist bekannt, dal® die in Tabelle 2.1 aufgefiihrten Axiomeedéneben stehenden
Eigenschaften vo® charakterisieren. Folglich haben alle KT-Rahmen einexiste
Erreichbarkeitsrelatio®, und wenn ein Rahmen eine reflexive Erreichbarkeitsreiatio
hat, dann erfullt er das Axiom (T). Darum assoziieren we Higenschaften auch mit
den Logiken selbst und sagen beispielsweise, dafl} eine Mogdxriell sei, wenrL-
Rahmen eine serielle Erreichbarkeitsrelation haben. gEiMorsicht ist hier jedoch
geboten: so ist beispielsweise das Axiom (D) kein Axiom von Eber dennoch ist
jeder KT-Rahmen seriell, denn (D) wird von (T) impliziert.

Wir kdnnen nun fortfahren, die Semantik der einfachen Mlod&en formal zu defi-
nieren. Sel eine der einfachen Modallogiken, die in Tabelle 2.2 aufgefsind, und
sei eine Signatur irfig,,. Die Modelle inMy,(X) seien die Kripkd.-Modelle. Eine
der Weltenw® € W jedes Modellan = (W, R, V') wird zur initialen Weltw® von m
bestimmt. Die Relation=y, ist fur alle Weltenw € W und FormeInF' € Formy (%)
definiert durchuw =1, F genau dann, wenf wabhr ist inw.
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2.5 Modallogiken ohne bindre Konnektive

Als ein weiteres Beispiel fur logische Systeme fiihren ave Modallogikenﬁ ohne

binare Konnektive ein. Alle Formeln sind also modale later d. h., sie sind von
der Formo, - - - o, p (n > 0), wobeip eine aussagenlogische Variable uneine der

Modalitaten, & oder das Negationssymbeolist; die Semantik voik ist die gleiche

wie die der entsprechenden vollen Modallogjik- formaler:

Signaturen: Die MengeSig; der Signaturen voi. ist die gleiche wie die der Mo-
dallogik L, d.h., ein Signatur ist eine aufzahlbare, nicht-leere deaussagenlogi-
scher Variablen.

Syntax: SeiX eine Signatur inSigz. Dann seiForm; (X) die Menge derjenigen
Formeln vonFormy,, die aus einem einzelnen Element \lommit einer vorangestell-
ten Folge der logischen Operatoren <& und — besteht. Die Mengeltoms (X) ist
identisch mit®.

Semantik: Die MengeM; (X) der Modelle vorL ist identisch mit der MengéAy,
der Modelle vonL; und die Relation=; ist die Einschrankung voe:, auf die For-
meln in Formy,(X), die auch Formeln idormg (X) sind.

Jede Formel inForm; (X) ist erfullbar. Nichtsdestotrotz ist die Logik nicht tralj
denn wir sind an der Erfullbarkeit vadengenvon Formeln interessiert, die implizit
konjunktiv verknpft sind und unerfullbar sein kbnnen.

Die LogikenL werden in Kapitel 6 benutzt, um die Vorteile des Faserns motfestrie-
ren, d. h., der Kombination von Logiken und ihrer Kalktilee ®ehlenden Konnektive
konnen durch Fasern vdnmit der Pradikatenlogik erster Stufe PL1 wieder eingefiih
werden; und ein Kalkul fur die resultierende modale Reietnlogik kann konstruiert
werden, indem Kalkule fiE und PL1 gefasert werden.

2.6 Die Fragmente MLSS und MLSSF der Mengentheorie

Als weitere Beispiele fur logische Systeme stellen wir Ziiragmente der quantoren-
freien Mengentheorie vor; ein neuer und verbesserter dakbakil fur diese Logiken
ist in Abschnitt 3.8 definiert.

Die Mengentheorie ist die Sprache der Mathematik. Daruralspie eine wichtige
Rolle in vielen Anwendungsbereichen des Automatischendsssms. Zum Beispiel
basieren zwei der am meisten verbreiteten Spezifikatioaskpn, namlich die Spra-
chen Z und B, ausschlief3lich auf Mengentheorie. In andepeacBen sind Mengen
zumindest ein wichtiges Konstrukt, das haufig fur Speatfdnen verwendet wird, sei
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es auf der Meta-Ebene oder als Datenstruktur des speazifieregramms. Mengen-

theoretische Beweisverpflichtungen treten sowohl dannveerin eine Implementie-

rung als korrekt bezuglich einer Spezifikation nachzuerist, wie auch beim Testen
der Konsistenz der Spezifikation oder di#serpriifung von Vor- oder Nachbedingun-
gen.

Mengentheoretisches Schliel3en, d. h., der Einsatz slggZleichniken statt der Ver-
wendung der Axiome der Mengentheorie, ist unverzichtbadfis Automatische Be-
weisen in vielen Domanen. Automatische Deduktionswargeekonnen beispiels-
weise in interaktive Sofware-Verifikationssysteme intexgmwerden und nehmen dann
dem Benutzer die interaktive Losung einfacher mengemétischer Beweisaufgaben
ab, die nicht seine Intuition erfordern, sondern durch kimvatorische Suche gelost
werden konnen.

Der mehrstufige Syllogismusnulti-level syllogisticMLS) besteht aus quantorenfrei-
en Formeln, die mit den mengentheoretischen PradikBtement-von Gleichheit
Teilmenge-vonden binaren Funktioneviereinigung Durchschnitf Mengen-Differenz
und einer die leere Menge darstellenden Konstante aufgyslval In der Erweiterung
von MLS um einelementige MengeM(S with singletonMLSS) konnem-stellige
Funktionen{-},, benutzt werden, um Mengen der Machtigkeitlarzustellen. Das
Fragment MLSSF is die Anreicherung von MLSS um freie (unmtetierte) Funkti-
onssymbole.

Die Ausdrucksstarke von MLSS und MLSSF ist fur viele Andangen ausreichend.
MLSS-Formeln kdnnen Variablen enthalten, die implizitvensell quantifiziert sind.
Die wesentliche Einschrankung ist, dal3 keine existdat@uantifizierung moglich
ist; darum konnen Aussagen wjes gibt eine unendliche Menge“ nicht in MLSS
formalisiert werden.

In der Literatur sind Entscheidungs- und Semi-Entschegduearfahren fir verschie-
dene Erweiterungen von MLS beschrieben; diese basierecheadicht auf Tableaus,
sondern sind hochgradig nicht-deterministische Suchirieeh und sind nicht fur eine
Implementierung geeignet. Eberblick findet sich in (Cantone & Ferro, 1995; Can-
toneet al, 1989). Zu den Erweiterungen von MLS, deren Entscheidliape&annt
ist, gehoren: MLS mit Potenzmengenoperator und einelégesn Mengen (Canto-
ne, 1991; Cantonet al, 1985), mit relationalen Konstrukten (Cantone & Schwartz,
1991), mit einstelligem Vereinigungsoperator, der allériiengen vereinigt (Cantone
et al,, 1987), und mit einem Auswahloperator (Ferro & Omodeo, 1987

Signaturen Eine MLSSF Signatuk ist eine PL1-Signatur, so daf3

1. ihre MengeP (X)) von Pradikatensymbolen aus den binaren SymbaglérEle-
ment von*) ,~ (Gleichheit) undZ (, Teilmenge von*) bestent,

2. ihre MengeF'(X) von Funktionssymbolen aus
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(a) den binaren Symbolen (Durchschnitt) LI (Vereinigung) ,\ (Mengen-
Differenz) , den Konstruktoreft },, mit der Stelligkeit» > 1 und der men-
gentheoretischen Konstarfte (die leere Menge),

(b) Funktionssymbolen, die keine besondere mengentkebeinterpretation
haben (diese heil3dreie Funktionssymbo)g

besteht.

Eine MLSSF-Signatur ist eine MLSS-Signatur, wenn alle ifneéen Funktionssym-
bole Konstanten sind, d. h., von der Stelligkeit O sind.

Syntax Die Formeln von MLSS und MLSSF sind gemaf} den Regeln dedifra
katenlogik erster Stufe aufgebaut, wobei die logischenr@peenv (Disjunktion),

A (Konjunktion),— (Negation) und— (Implikation) aberkeineQuantoren verwendet
werden.

Definition 2.6.1 SeiX eine MLSS-Signatur (bzw. eine MLSSF-Signatur).

Die MengeAtomyss(X) aller MLSS-Atomébzw. die MengeAtomsse () aller
MLSSF-Atomgist die MengeAtompy,; () aller PL1-Atome Ubei:; und die Men-
ge Formyss(X) der MLSS-Formelnbzw. die MengeFormyssp(X) der MLSSF
Forlmeln) besteht aus allen PL1-Formeln Gbgrin denen die Quantorevi und 3
nicht vorkommen (und also auch keine Objektvariablen). O

Notation 2.6.2 Um Verwechselungen zu vermeiden, verwenden wir die Ni¢cah-S
dard-Symbole=, ~, C, 1, L auf der Objektebene und die Symbale=, c, N, U auf
der Metaebene.

Wie gewodhnlich werden die binaren mengentheoretischmkiions- und Pradikaten-
symbole in Infix-Notation und-},, in Circumfix-Notation geschrieben. 0

Definition 2.6.3 Ein Termt € Termpy,(X) Uber einer MLSSF-Signatlt heif3e ein
MengentermEr heil3e eineiner Mengenterm, wenn er keine freien Funktionssymbo-
le f mit Stelligkeitays,(f) > 0 enthalt. Ein Mengenterm heifdenktional wenn er von
der Formf(ty,...,t,) ist, wobeif ein freies Funktionssymbol ist. O

Man beachte, daf? funktionale Mengenterme nicht-funktekBengenterme (die nicht
notwendig reine Mengenterme sind) als Teilterme enth&iéemen — und umgekehrt.
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Semantik Wir verwenden die Semantik der Mengentheorie (und damétriRrag-
mente MLSS und MLSSF), wie sie durch ZF-Axiomensystem oukeaquivalenter
Weise, durch die von-Neumann-Hierarchie von Mengen gegesihésiehe z. B. (Jech,
1978) fur eine ausfuhrliche Diskussion der Semantik denlyentheorie).

Definition 2.6.4 Es seiOrd die Klasse aller Ordinalzahlen. Dimn-Neumann-Hier-
archie®l ist durch
v=J Y.

aeOrd

definiert, wobei

1. By =0,
2. By = g, Vs fur jede Limit-Ordinalzahk und

3. U, die Potenzmenge val,, fur jede Ordinalzahd bezeichnet. O

Definition 2.6.5 Sei ¥ eine MLSS- oder MLSSF-Signatur. Eine pradikatenlogische
Strukturm = (D, 7Z) € Mpr;(X) heil3e eindlengenstrukturwenn sie die folgenden
Eigenschaften hat:

1. das Universunb besteht aus den Mengen der von-Neumann-HierafShie

2. D ist abgeschlossen unter den Mengenoperationen, \ und {-},, (n > 1),
und D enthalt die leere Menge,;

3. T interpretiert

(a) die Konstant@ durch die leere Menge,

(b) die Pradikatensymbole durch ihre kanonische Intéapion, d. h.~ durch
die Identitatsrelations: durche undC durchC,

(c) die mengentheoretischen Funktionssymbole durch iarekische Inter-
pretation, d.h.J durchu, M durchn, \ durch\ und{-}, durch{-},
(n>1). O

Da Modelle logischer Systeme eine Menge von Welten beiehattiissen, definie-
ren wir, dal? Modelle von MLSS und MLSSF aus einer einzelneitiglen) Weltw°
bestehen, die eine Mengenstruktur ist.

Die Relationen=y;;ss und =y.ssr Sind in gleicher Weise definiert wie die Relati-
on =pr, der Logik PL1: eine MLSS-Formel oder MLSSF-Forntélist genau dann
wahr in der Weltw?, die eine Mengenstruktur ist, wenmlz(F) = true fur alle Va-
riablenbelegungen.
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Man konnte zulassen, dal3 freie Objektvariablen in MLSS Mh&SF-Formeln auf-
treten; aber das wirde die Ausdrucksstarke nicht emoba freie Objektvariavlen
in quantorenfreien Formeln implizit universell quantiigtisind, ist eine FormeF ()
genau dann in MLSS oder MLSSF gultig, wenn eine Skolemisigr-G(c) ihrer Ne-
gation unerfullbar ist. Darum kdnnen freie Objektvat&abeliminiert werden, und ein
Tableaukalkul fur Formeln ohne freie Objektvariableraigsreichend.



3 Tableaukalkile

3.1 Eine uniforme Sicht

Es ist wichtig, die beiden Phasen zu unterscheiden, in @d=diwicklung einer ef-
fizienten tableaubasierten Beweisprozedur aufgeteild@rekann: dem Entwurf ei-
nes Tableaukalkils und der Konstruktion einer auf diesatkid aufbauenden Be-
weisprozedur. Ein Tableaukalkil ist im wesentlichen duibleitungsregeln charak-
terisiert, die nicht-deterministisch angewendet werdénnen, um einen Tableaube-
weis zu konstruieren; eine Beweisprozedur ist eine Begmlnmg, wie die Suche nach
einem Beweis unter Verwendung eines bestimmten Kalkutsganisieren ist.

In der Literatur Uber Tableaukalkiile werden diese beidbasen oft vermischt; Ver-
feinerungen, die weder die Korrektheit noch die Vollstgkdit eines Kalkuls beein-
flussen, sondern den Zweck haben, die Effizienz zu steigegrdem zu einem Teil
der Definition des Kalkils. Das ist schadlich, denn welghastigen Eigenschaften
des Kalkiils man dann auch immer beweist, sind tatsachlicHur den verfeinerten
Kalkul bewiesen. AufRerdem sind verfeinerte Kalkille oéiniger,gutartig* als die
urspringliche Version, was es schwieriger macht, dieaumén Methoden zur Kon-
struktion einer effizienten Beweisprozedur anzuwendenijdilen folgenden Kapiteln
beschrieben werden.

Eine Verfeinerung, die typischerweise nicht Teil der Deiomi eines Kalkils sein soll-
te, ist die meist nutzliche Heuristik, dal3 nicht-verzvegide Regelanwendungen sol-
chen vorzuziehen sind, die mehrere neue Tableauasteheant."\Wenn diese Heuristik
Teil der Definition des Kalkils ist, dann ist es beispielsgeunmoglich, eine aus-
gefeiltere Technik zur Auswahl der nachsten Regelanwegadinzusetzen, die auf
einem Komplexitatsmal?3 fur neu hinzukommende Formelahder

Daraus folgt, daR’ die Vermeidung von Redundanz durch eisetBénkung des Such-
raums, die den Kalkil deterministischer macht, nicht dasria dieses Kapitels ist;
sie wird in Kapitel 5 behandelt, in dem der Entwurf effizierBeweisprozeduren dis-
kutiert wird. Nichtsdestotrotz spielt die Effizienz beimtémrf eines Kalkils eine

Rolle; so sollten stark indeterministische Regeln, wiespiglisweise die Schnittregel,
vermieden werden (jedoch nur dann, wenn es deterministisdRegeln gibt, die glei-

chermal3epgutartig” sind).

So wenige Einschrankungen wie moglich werden bezuglehArt und Form von
Tableaus und Tableaukalkillen gemacht. Aber, wie schoreiirEthleitung erwahnt

25
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(Abschnitt 1.3), ist ein Tableau immer ein Baum, dessen &matit Formeln markiert
sind. Ohne weitere Einschrankungen weil3 man naturlichtsitiber das Verhalten ei-
nes Tableaukalkils — aul3er dal3 Tableaus den Zustand deid3ewhe reprasentieren
und dal3 Tableauregelanwendungen Zustandsubergantgmesten. Insbesondere
ist nichts Uiber die Art und Weise bekannt, wie Zustandeasgntiert werden, und was
die Beziehung zwischen den Tableaus ist.

Um in der Lage zu sein, Aussagen Uber das Verhalten eindsaldtalkills zu ma-

chen und uniforme Methoden anzuwenden, missen zus@&zionahmen gemacht
werden. Die erste dieser Annahmen wird sein, dalR Tableauésschiedene Falle ei-
nes Beweises reprasentieren und daf} sie also implizitrdisy verkniipft sind; einen
Ast abzuschliel3en bedeutet, dal3 der entsprechende fddrerth abgehandelt wor-
den ist. DaAste verschiedene Falle darstellen sollen, fihrt diehaiazu, daR die
Auswirkungen einer Tableauregelanwendungen lokal agfrefst beschrankt sind.

Der nachste Schritt wird sein, die Annahme zu machen, dalfaimeln auf einem

Ast implizit konjunktiv verknuipft sind und das Wissen rapentieren, das uber den
entsprechenden Fall des Beweises abgeleitet worden is.efardert, dal3 die Ta-

bleauerweiterungsregel monoton ist und Béngenvon Formeln operiert; die Rei-

henfolge der Formeln auf einem Ast spielt dabei keine Rold&im

Der letzte Schritt sind semantische Annahmen. Man gehtrdaus, daf3 ein Ast (par-
tiell) ein Modell definiert. Die Tableaukonstruktion entigiit dann der Konstruktion

eines Modells der Formeln des initialen Tableaus. Ein Asgéschlossen, wenn ein
Widerspruch in der partiellen Modelldefinition, die er répentiert, gefunden wur-
de. Ein geschlossenes Tableau beweist die Tatsache, d&®rmneln des initialen

Tableaus unerfullbar sind.

Um so viele verschiedenen Kalkule wie moglich in unselgeaheine Definition des-
sen, was ein Tableaukalkil sei, einzuschlie3en, werdeadimeln in Tableaus mit
Vorzeichen §igng, die den intendierten Wahrheitswert einer Formel regmtisren,
und Markierungenlébelg versehen. Markierungen konnen viele verschiedene Zwek-
ke haben. Sie erlauben es, Informationen tiber Formeln iei8leriehungen zwischen
Formeln explizit darzustellen, und sind besonders in Wialik fur nicht-klassische Lo-
giken von Nutzen (z. B. mehrwertigen, modalen und intuisbechen Logiken); vie-
le tableauartige Kalkule, die markierte Formeln verwenaend in (Gabbay, 1996b)
beschrieben. Tableaukalkiile mit markierten Formeln sefd viel machtiger als Kal-
kile, die Informationen statt sie durch Markierungen datellen, in der Struktur eines
Tableauastes kodieren. Wenn Information implizit durah Siruktur eines Tableau-
astes reprasentiert ist, konnen alle Veranderungengliei Struktur voristen beein-
flussen, Korrektheit bzw. Vollstandigkeit des Kalkulsstéren; darum bezeichnen wir
solche Kalkule alsicht gutartig(die Eigenschaft der Gutartigkeit wird formal in Ab-
schnitt 3.3.7 definiert).

Dal’ nur die zwei VorzeichehundF verwendet werden, bedeutet keine Beschrankung
auf zweiwertige Logik; diese Vorzeichen reprasentienenldtsache, dal3 eine Formel
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wahr bzw. nicht wahr ist in einem Modell. Die Wahrheitswegteer mehrwertigen
Logik kann man in Markierungen kodieren, mit denen man digrfedn versieht.

3.2 Syntax von Tableaukalkiilen

Wie schon zuvor gesagt, sehen wir die Baumstruktur von &aislals eine essentielle
Eigenschaft an; Baume simicht nur eine Datenstruktur zur Implementierung von Ta-
bleaus. Kalkile, wie beispielsweise Sequenzenkalkitedie Konnektionsmethode,
die auf anderen Datenstrukturen operieren, sind talnleauartig®.

Definition 3.2.1 SeiL eine Logik; sei € Sig eine Signatur voi; und seiLab eine
Menge von Markierungen.

Eine Tableauformeb:o: F' bestehe aus einem Vorzeichgre {T, F}, einer Markie-
runge € Labund einer FormeF € Form(X); sie heiBatomar, wennF € Atom(X).
AulR3erdem ist das Symbadl eine Tableauformel (die den Astabschlul anzeigt). Die
Menge aller Tableauformeln sei nifub Form(X) bezeichnet.

Das Komplemend einer Tableauformeb ist definiert durchip = F:o:F, falls ¢ von
der FormT:o:F ist, und¢ = T:0:F, falls ¢ von der FormF:o: F ist (das Komplement
von L bleibt undefiniert).

Ein Tableau(Uiber der Signatur) ist ein endlich verzweigender Baum, dessen Knoten
mit Tableauformeln au§abForm(3) markiert sind.

Ein Ast eines Tableau$’ ist ein maximaler Pfad iff". Die Menge der Formeln auf
einem AstB sei mit Form/(B) bezeichnet. O

Im folgenden identifizieren wir oft Knoten in einem Tableait sen Formeln, mit
denen sie markiert sind.

Um den Begriff des Tableaukalkills so allgemein wie mdglc halten, wird jede

Funktion, die einem Tableau eine Menge moglicher Naclkfalgleaus zuweist, als
Tableauregehngesehen. Eine Tableauregel kann ein Tableau, auf dasgeeendet

wird, in beliebiger Weise verandern. Tableaweiterungsegeln sind ein Spezialfall
von Tableauregeln; sie werden in Abschnitt 3.3.3 behandelt

Ein Tableaukalkil fur eine LogikL hat (verschiedeng)nstanzenC (%) fur jede Si-
gnatury € Sig. Wir lassen es zu, dal? Formeln einer erweiterten Signgtum einem
Tableaubeweis verwendet werden. Nur die urspringlicleemegln, deren Erfullbar-
keit Uberpruft werden soll, missen aus der Sprache dét-erweiterten Signatut
stammen, die eine Einschrankung bhist; sie werden auf das initiale Tableau ge-
setzt. Es ist unverzichtbar fur viele Logiken, zu erlayldaf? eine erweiterte Signatur
in einem Beweis verwendet wird, oder, was das gleiche betdexu verlangen, dal3
die Formeln deren Erfullbarkeit getestet wird, aus dea8lpe einer eingeschrankten
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Signatur stammen; dies gestattet es beispielsweise,8k®@nbole einzufiihren, die
mit Sicherheit im initialen Tableau nicht auftreten.

Definition 3.2.2 Ein TableaukalkuC fur eine LogikL ist fur jede Signatui € Sig
definiert durch:

e eine Erweiterung:* € Sig der Signatut (Def. 2.1.3);
e eine Mengel.ab von Markierungen und eine initiale Markierung € Lab;

e eine Tableauregé® (Y), die jedem Tableail’ iber der Signatut* eine Menge
von Tableaus Uber* zuweist, die die (moglichenlachfolgetableauson T
sind. Die MengeR (X)(7") kann unendlich sein, sie muR3 aber aufzahlbar sein.

O

Nun haben wir alles zur Verfugung, was notig ist, zu defeme welches die Tableaus
fur eine Menge&§ von Formeln sind und wann ein Tableau geschlossen ist. Die Ko
struktion von Tableaus fU§ ist im allgemeinen ein nicht-deterministischer Prozel3,
da ein Tableau jede — sogar eine unendliche — Zahl von nitglidachfolgetableaus
haben kann.

Definition 3.2.3 SeiC ein Tableaukalkul fur eine Logik; und sei¥ € Sig eine Si-
gnatur vonL. Die Menge der Tableaus fur eine endliche Metige TabForm(X*)
von Tableauformeln sei wie folgt induktiv definiert:

1. Ein lineares Tableau, dessen Knoten mit den (allen) HorewesI” markiert ist,
ist ein Tableau fuf" (eininitiales Tableai.

2. WennT ein Tableau fuf" ist und7’ € R(X*)(T) (d. h., wennI” ein Nachfol-
getableau vorT ist), dann istl” ein Tableau fur".

Ein Tableaul ist ein Tableau fur eine endliche MeneC Form(X) von Formeln,
wenn es ein Tableau fir die Men§&:c":F | F' € §} von Tableauformelnist. O

Einige nutzliche Tableaukalkille beginnen (per Defimjimit einemleereninitialen
Tableau und erlauberste spater mit Formeln aus der Mengeu erweitern, deren
Erfullbarkeit zu Uberprufen ist. Dies kann in unsererngeaineinen Rahmen leicht
modelliert werden, indem eine spezielle initiale Markiggw mit der Bedeutungist
noch nicht auf dem Ast‘ eingefiihrt und die Tableauregelrs@éert wird, dafs:o°: F
ausS:o: I’ abgeleitet werden kann (wob€i die urspriingliche initiale Markierung ist).
Diese Ableitung entspricht dann dem Hinzufligen der Fo$mel: F' zu dem Tableau.
Eine andere mogliche Vorgehensweise, die auch dann angeiwerden kann, wenn
die Mengeg§ unendlich ist, ist die Tableauregel so zu erweitern, 8afd: F' aus der
leeren Pramisse abgeleitet werden kann.
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Definition 3.2.4 Ein TableauasB ist geschlossenwenn einer seiner Knoten mit
markiert ist.

Ein Tableau isgeschlosserwenn alle seinéste geschlossen sind. O

Intuitiv ist ein Tableaubeweis fiir eine Mengevon Formeln ein Nachweis der Un-
erfullbarkeit vong (vorausgesetzt, der Kalkil ist korrekt).

Definition 3.2.5 SeiC ein Tableaukalkul fur eine Logik; und seiX € Sigy,. Ein
Tableaubeweidur eine Mengeg C Form(X) von Formeln ist eine endliche Folge
Ty, ..., T, (n > 0) von Tableaus fu§, so daf3

e T} eininitiales Tableau fUF ist,

¢ T; ein Nachfolgetableau vah,_; ist (1 < i < n),

e T, geschlossen ist. O
Lemma 3.2.6 Seien ein TableaukalkC fur eine LogikL und eine Signatut € Sigy,

gegeben. Es gibt genau dann einen Tableaube\ieisifie Menges C Form(X) von
Formeln, wenn es ein geschlossenes Tablaag fibt.

Beweis:Dies folgt sofort aus den Definitionen der Begriffe des Tabkefur eine Men-
ge von Formeln und des Tableaubeweises. O

3.3 Syntaktische Eigenschaften

3.3.1 Nicht-destruktive Tableaukalkiile

Ein Tableaukalkul ist nicht-destruktiv, wenn Anwendungeeiner Tableauregel die
Formeln, die sich schon auf einem Tableau befinden, nicléindsrn oder gar entfer-
nen, sondern nur neue Formeln hinzufugt.

Definition 3.3.1 Ein Tableaukalkul heiR3eicht-destruktiywenn alle mdglichen Nach-
folgetableaus eines beliebigen Tableaus dieses alsl@mtieilbaum enthalten; an-
dernfalls hei3e der Kalkidestruktiv O

Beispiel 3.3.2Ein typisches Beispiel fur destruktive Kalkile sind $@cdie freie Va-
riablen in Tableauformeln verwenden und erlauben, dieserfrvariablen mit Termen
zu instantiieren, wenn die Tableauregel angewendet wird. O
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3.3.2 Beweiskonfluenz

Ein Tableaukalkul isbeweiskonfluentvenn es keingSackgassen® in der Beweissu-
che gibt. Eine bestimmte Tableauregelanwendung kannasutial die Konstruktion
eines Beweises fur eine Formelmergsein, aber in einem beweiskonfluenten Kalkl
kann dies niemals verhindern, daf3 schlie3lich doch ein Begreeugt werden kann.
Eine deterministische Beweisprozedur fur einen bewaBkenten Kalkil kann da-
durch konstruiert werden, dal3 man dhiairnel3 der Regelanwendungen sicherstellt
(Kapitel 5); Backtracking ist dann niemals notwendig.

Definition 3.3.3 Ein Tableaukalkil fur eine LogikL ist beweiskonfluenwenn je-

de FolgeTy, . . ., T}, (k > 0) von Tableaus fir eine MengeC Form(X) von Formeln
Uber einer Signatur von L, fur die ein Tableaubeweis existiert, zu einem Tableaube-
weisTy, ..., Ty, ..., T, (n > k) fur § erweitert werden kann. a

3.3.3 Tableaukalkiile mit Erweiterungsregel

Die wichtigste syntaktische Eigenschaften, die datartigkeit’ von Tableaukalkilen
sicherstellt, ist, da’ Tableauregelanwendungernokale Auswirkungen haben. Das
heil3t, die Tableauregel ist nicht-destruktiv und sie emsvenureinen einzelnerst
eines Tableaus. Auf3erdem darf es nur von den Formeln auhekst abhangen, in
welcher Weise er erweitert werden kann; keine anderen \domgangen sind zulassig,
wie beispielsweise das Vorhandensein von Formeln auf andaten. Ein Kalkill hat
diese Lokalitatseigenschaft, wenn seine Tableauregdrdim einefTableauerweite-
rungsregehat.

Definition 3.3.4 SeiC ein Tableaukalkul fur eine Logik.; und seiX € Sig eine Si-
gnatur vonL.

EineExtensiorist eine endliche Menge von Tableauformeln tibér

EineKonklusioneiner Tableauregelanwendung ist eine endliche Menge vienEio-
nen.

Eine Erweiterungsregek (Y) ist eine Funktion, die jedem (endlichen) Tableauast,

dessen Knoten mit Formeln au%bForm(X*) markiert sind, eine Mengé(X)(B)

(moglicher) Konklusionen zuweist, die unendlich seindkaaber aufzahlbar sein muf3.
O

Man beachte, dal3 keine spezielkebschlul3regeltbenotigt werden. Denn ein Ast ist
geschlossen, wenn er mit der speziellen Tableauformetweitert ist. Darum kann
der Astabschlul3 als ein Spezialfall der Asterweiterungetfaf3t werden.
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Definition 3.3.5 SeiC ein Tableaukalkil fur eine Logik.; und seiX € Sig eine Si-
gnatur.

Eine Erweiterungsregel(X) charakterisiertdie TableauregeR (X) vonC, wenn fur
alle Tableaud” UberX* folgendes gilt: ein Tableall’ ist genau dann ein Nachfolgeta-
bleau vonT’ (d. h., 7" € R(X)(T)), wenn es einen AgB in 7" und eine Konklusior”

in £(X)(B) gibt, so dal das Tabledll ausT konstruiert werden kann, indem der
Ast B mit einem neuen Teilast fur jede Extensiénin C' erweitert wird, wobei die
Knoten des Teilastes mit den Elementen vomarkiert sind.

Wenn die Erweiterungsregél(X) die TableauregeR (%) des KalkulsC fur alle Si-
gnaturen® charakterisiert, dann heif8edie Erweiterungsregel vo@; undC heil3e ein
Kalkul mit Erweiterungsregef . O

Satz 3.3.6 Ein Tableaukalkl mit Erweiterungsregel ist nicht-destruktiv.

Beweis:Das Theorem folgt sofort aus den Definitionen 3.3.1 und 3.3.4 O

3.3.4 Analytische Tableaukalkiile

Zwei verschiedene Definitionen dessen, wasagialytischerKalkil sei, finden sich
in der Literatur. Eine davon ist, dal3 ein Kalkul analytissty wenn er die zu be-
weisende Formelanalysiert*, d. h., wenn er ein Top-down-Beweisverfahsgn-+ im
Gegensatz zu Bottom-up-Beweisverfahren, die versucherzudbeweisende Formel
aus den Axiomen abzuleiten. In diesem Sinne sind Tablekialeeimmer analytisch;
eine etwas starkere Variante dieser Eigenschatft ist ircldigt 3.5 beschrieben.

Hier jedoch verwenden wir die Bezeichnuagalytischin ihrer traditionellen, ein-
geschrankteren Bedeutung: Ein Kalkil ist analytischnmvelle Formeln in einem
Nachfolgetableau eines Tabledlischon inT" als (Teil-)Formeln vorkommen.

Definition 3.3.7 Ein Tableaukalkul isanalytisch wenn fiir jedes Tabledll Uber einer
SignaturX* und alle Nachfolgetableads von T folgendes gilt: Weni%':o":F' eine
Tableauformel ifl” ist, dann gibt es eine Tableaufornteb: F' in T, so dalRF’ eine
Teilformel von F ist. O

Analytische Kalkille haben einen kleineren Suchraum alltranalytische Kalkiile,
weil es weniger verschiedene Formeln gibt, die durch Tabéggelanwendungen neu
eingefuhrt werden konnen.

Es ist moglich, analytische Kalkile fur die klassischel udie meisten nicht-klassi-
schen Aussagenlogiken zu definieren. Kalkule fur Praigiklogiken sind gewohnlich
nicht analytisch im engen Sinne, weil sie erlauben, belispigise das Atomp(¢) fur
alle Termef aus der FormelvVz) (p(z)) abzuleiten. Solche Kalkule sind aber dennoch
im weiteren Sinne analytisch, wenn namlich nicht nur Beitieln aus” sondern auch
Instanzen von Teilformeln aus in Nachfolgetableaus vah vorkommen durfen.
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3.3.5 Monotone Tableaukalkiile

Ein Tableaukalkiil mit Erweiterungsregel imbnotonwenn die Menge der moglichen
Konklusionen eines AsB’, der eine Erweiterung eines Astésist, alle moglichen
Konklusionen vonB enthalt.

Definition 3.3.8 SeiC ein Tableaukalkul mit Erweiterungsregefur eine LogikL.

Der Kalkill C ist monoton wenn&(X)(B;) C £(X)(By) fur alle Aste B, und B,
UberX*, so dal3B; ein initialer Teilpfad vonB, ist. O

Wenn ein Kalkul mit Erweiterungsregel monoton ist, danmisn ihm Regelanwen-
dungen permutierbar. Das heifl3t, angenomifiést ein Ast eines Tableaus ubeund

C; und C; sind Konklusionen ir€ (¥)(B), dann kdnnen alle Tableauaste, die &us
dadurch konstruiert werden konnen, dafd zuerst eine Brterds ausC; und dann
eine ExtensionF, ausC, angefugt wird, auch durch Permutation der entsprechen-
den Regelanwendungen gewonnen werden, das heil3t, iBdararst mitE; erweitert
wird und dann mitF;.

3.3.6 Nicht-strukturelle Tableaukalkiile

Ein Tableaukalkul ishicht-strukturel] wenn die Reihenfolge der Formeln auf einem
TableauasB weder eine Bedeutung furr die Anwendbarkeit der Erweitgsuegel des
Kalkuls hat, noch fur das Ergebnis der Anwendung.

Definition 3.3.9 SeiC ein Tableaukalktl mit Erweiterungsreg®fir eine LogikL.
Der Kalkill C ist nicht-strukturel] wenn fir alleAste B, und B, Uber X*, fir die
Form(By) = Form(Bs) gilt,

EX)(B) = E(X)(By) -

3.3.7 Gutartige Tableaukalkiile

Wir nennen einen Tableaukalkgutartig, wenn er (a) ein Kalkill mit Erweiterungs-
regel ist, (b) monoton ist und (c) nicht-strukturell ist. t@tige Kalkule zeigen ein
gewisses — zumindest syntaktisches — Wohlverhalten. QjerisSchaft der Gutartig-
keit wird sich in den nachfolgenden Kapiteln als sehr wigletiweisen.

Definition 3.3.10 Ein Tableaukalkill mit Erweiterungsregel, der nicht-ktawell und
monoton ist, heiRgutartig. O
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Wenn ein Tableaukalkil gutartig ist, dann kann seine Bewmengsregel als Funkti-
on auf endlichen Mengen von Tableauformeln dargestelltamei(eine Funktion auf
Pramissei

Lemma 3.3.11 SeiC ein gutartiger Tableaukald mit Erweiterungsregef fur eine
Logik L. Dann gibt esiir alle Signaturen” vonL eine (eindeutig bestimmte) Funk-
tion £(X), die jeder endlichen Mendgé C TabForm(X*) von Tableauformeln (jeder
Pramisse) eine Meng&(X)(IT) (mbglicher) Konklusionen zuweist, so daR

E(2)(B) = E(%)(Form(B))

fur alle TableadsteB UberX*.

Lemma 3.3.11 impliziert, daR die Funktigi{>) auf Mengen von Tableauformeln
(Pramissen) als eine alternative Charakterisierung deeiferungsregef angesehen
werden kann — vorausgesetzt, der Kalkil ist gutartig. déntifizieren darum im Falle
gutartiger Kalkile die beiden Funktionen, bezeichnerbside mit€ und nennen sie
~Erweiterungsregel.

Eine weitere wichtige Eigenschaft gutartiger Kalkule {C823.8) ist, dal} sie alle be-
weiskonfluent sind (Def. 3.3.3).

Satz 3.3.12Wenn ein Tableaukallik gutartig ist, dann ist er beweiskonfluent.

Beweis: Sei C ein gutartiger Kalkul fur eine LogilL; sei§ C Form(X) eine Men-
ge von Formeln tber einer Signatiirvon L, fur die ein Tableaubeweis;, ..., T}
(m > 0) existiert; und sefy, ..., T (kK > 0) eine Folge von Tableaus fit.

Ein Tableaubeweis, der eine Fortsetzung ¥pn . ., T}, ist, kann wie folgt konstruiert
werden: fur jeden AsB; (1 < i < r) vonT} werden die gleichem Tableauregelan-
wendungen, die ausgefuhrt wurden, @ifnausT; zu konstruieren, angewendet, usp
so zu erweitern, daR’, als ein Teiltableau an das Ende vBpangefugt wird. Das ist
moglich, weil die initialen Tableaug, und 7} die gleichen Formeln enthalten (wenn
auch moglicherweise in anderer Reihenfolge) und weil dalk#l nicht-strukturell
und monoton ist. Der resultierende Tableaubeweis ist voh@egel + & + mr. O

Erweiterungsregeln gutartiger Kalkile werden haufig Hilfe von Regelschemata
beschrieben (siehe Abschnitte 3.6 und 3.7 fur Beispiele)diesen Schemata sind
die Elemente der minimalen Pramisse, die vorhanden sessem, um die Ableitung

einer gewissen Konklusion zu gestatten, sowie diese Karudurch eine horizon-

tale Linie getrennt, wahrend vertikale Linien in der Kamgion deren verschiedene
Extensionen trennen. Die Benutzung von Schemata zur Definibn Erweiterungs-

regeln pafldt in unseren allgemeinen Rahmen, jedoch werdenhvedene Schemata
sonst Ublicherweise als Definitionen verschiedener Regefjesehen, wahrend wir
sie hier nur als Definition verschiedener Teilfalle dengeinen) Erweiterungsregel
eines Kalkuls ansehen.
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Definition 3.3.13 SeiC ein gutartiger Kalkul fur eine Logik; und sel eine Signatur
vonL.

Eine Mengdl C TabForm(X) ist eineminimale P&missesiner KonklusiorC', wenn
sie eine Pramisse vanist, d. h.,C' € £(X)(IT), und es keine echte Teilmengé C TI,
IT # IT', gibt, so dalf” € £(X)(IT"). 0

Intuitiv schlief3t Gutartigkeit aus, daf’ sich Kalkijeeltsam® verhalten. Wie sich in
den folgenden Kapiteln erweisen wird, ist Gutartigkeitesehr wichtige Eigenschatft
von Tableaukalkulen. Sie ist eine Vorbedingung fur dievendbarkeit vieler der uni-
formen Methoden, die im folgenden beschrieben werden. Aabbn,leichte* Nicht-
Gutartigkeit sollte darum als schadlich angesehen werdkglicklicherweise sind
viele der Kalkule, die in der Literatur beschrieben unden Eraxis verwendet werden,
,ein wenig* nicht-gutartig. Solche Kalkule kdnnen aber wit kleinerenAnderun-
gen,repariert’ werden. Ein typisches Beispiel sind Kalkiles Brweiterungsregeln
benutzen, dismeueSymbole einfuhren, d. h., Symbole, die nicht schon auf desn A
vorkommen durfen oder nicht einmal im ganzen Tableau. Végfdlgende Beispiel
zeigt, kann dieser Typ von Erweiterungsregeln haufig dancé ahnliche Regel ersetzt
werden, die die Monotonieicht verletzt.

Beispiel 3.3.14In Kalkulen fur die Pradikatenlogik erster Stufe wirduiig eine Er-
weiterungsregel verwendet, die es erlaubt, aus einer Fatené&orm(3z)(F(x)) die
Formel F'(¢) abzuleiten, wobei eine neueKonstante ist, die noch nicht im Tableau
(oder noch nicht auf dem Ast) vorkommt. Ein Kalkil, der eszdche Regel verwen-
det ist nicht monoton (und also nicht gutartig), weil die Bledie Abwesenheiton
Formeln fordert, die: enthalten.

Fuhrt man statt dessen ein spezielles Konstantensyagbein, das nicht notwendi-
gerweise neu ist, dann ist der Kalkiil monoton. Die Korrektdes Kalkuls bleibt er-
halten, wenn: nicht auf andere Weise in Tableaus eingefuihrt werden knaeich
Skolemisierung vofidz)(F'(x)) (insbesondere diurfen die Skolem-Konstantenicht
im initialen Tableau auftreten); siehe Abschnitt 4.4. O

Gutartige Kalkule existieren fur die meisten Logiken. dibt jedoch einige nicht-
klassische Logiken, deren inharente Eigenschaften esisgh oder gar unmaoglich
machen, einen gutartigen Tableaukalkull zu definierers siied nicht-monotone Lo-
giken (da ihre Kalkil in der Regel nicht-monoton sind) urmblken mit Ressourcen-
Beschrankungen, wie beispielsweise Relevanzlogik (ddibsen Kalkillen Regelan-
wendungen nicht-lokale Auswirkungen haben).

Die Gutartigkeitseigenschaft und besonders Monotonid wft fallen gelassen und
verletzt, um Redundanzen zu beseitigen, wenn ein Kalkidime Beweisprozedur
umgesetzt wird (siehe Kapitel 5). Das ist unschadlichasgé es die zusatzlichen
Suchraumbeschrankungen sind, die die Gutartigkeit tzemhe und diese klar von der
Definition des urspriinglichen Kalkils getrennt bleiben.
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3.3.8 Stetigkeit

Ein gutartiger Kalkil istinsbesondere monoton. Darumrién alle Konklusionen, die
aus zwei (separaten) Pramissen abgeleitet werden kpaueimaus deren Vereinigung
abgeleitet werden, d. h.,

E(N) UEAT) € ETTUTT) .

Gilt auRerdem
E(MUE) D EMUTT)

und also
EMmuegmy=gmultr)

dann nennen wir den Kalkigktetig(fur IT, IT").

Praktisch kein Kalkul ist fur alle Pramissen stetig. ldate Konklusion”' eine mini-
male Pramissél, die aus mehr als einer Tableauformel besteht, ist@lsoll’ U I1”

wobeiII' und II” beide nicht-leer sind, dann ist der Kalkil nicht stetig fiie Teil-
mengen!’ undIl” (dennC ¢ £(I1') U £(I1"), da die PramissE minimal ist). Darum
wird der Begriff der Stetigkeit beziiglich einer bestimmiramisse definiert.

Definition 3.3.15 SeiC ein gutartiger Kalkul fur eine Logill; seiY € Sig eine Si-
gnatur; und sell C TabForm(X*) eine Pramisse.

Die Tableauregel vod ist stetigbzgl.1I, wenn fir alle Pramissdi’ C TabForm(X*)
gilt:
EMUI) c EM)UETT) .

O

Beispiel 3.3.16Die Tableauregel des Kalkils fur die Pradikatenlogiter Stufe, der

in Abschnitt 3.6 definiert wird, ist stetig bezuglich alramissen, die keine atomaren
Formeln enthalten. Die Regel ist nicht stetig bezuglicanfssen, die Atome enthal-
ten, weil am AbschluR voAsten zwei komplementare Atome beteiligt sind; d. h., die
minimale Pramisse der Konklusidg L } } besteht aus mehr als einer Tableauformel.

Eine Tableauregel, die dildnwendung* einer Gleichheit gestattet, also erlaubt, aus
der FormelF'(¢) und der Gleichheit ~ ¢ die FormelF'(s) abzuleiten, ist bezuglich
keiner Pramisse stetig. O

Stetigkeit ist eine sehr nutzliche Eigenschaft, weil éframisse, bzgl. der eine Ta-
bleauregel stetig isgeloscht* werden kann, sobald alle ihre Konklusionen nee
Ast B hinzugefugt worden sind, d. h., die Pramisse muf3 nichteveur Erweiterung
von B berlicksichtigt werden. Stetigkeit steht in enger Bezighmur semantischen
Eigenschaft der Invertierbarkeit (Def. 3.5.11).
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3.4 Semantik von Tableaus

Die Semantik der Tableaus eines Kalkils fur eine Ldgikasiert auf der Semantik
vonL, die durch die Meng@1(X) von Kripke-Modellen fiir jede Signatat gegeben
ist. Die Markierungen, die Teil der Tableauformeln sindrden als (mogliche) Welten
in Modellen interpretiert, und die Vorzeichen kodieren} ¢gane Tableauformel wahr
bzw. falsch ist.

Definition 3.4.1 SeiC ein Tableaukalkul fur eine Logik; und sei¥ € Sig eine Si-
gnatur vonL. EineTableauinterpretatiofiir C(X) ist ein Paakm, I'), wobei

e m € M(X*) ein Modell fur die erweiterte Signatai* ist und

e ] eine partielle Funktion ist, die den Markierungerc Lab(X) Welten inm
zuweist, so daB(c?) = w° (d. h.,T weist der initialen Markierung® die initiale
Welt w° vonm zu).

Eine Tableauforme3:o: F' € TabForm(X*) wird genau dann votm, I) erfullt, wenn

1. I(o) definiert und

(@) S=TundF istwahrinI(c) oder
(b) S = F undF istfalschinI(o)

2. oderI (o) undefiniert ist.

Die Tableauformell wird von keiner Tableauinterpretation erfullt.

Ein TableauasB wird von (m, ) genau danerfillt, wennalle Tableauformeln auB
von (m, I) erflllt werden.

Ein Tableau wird vonm, I) genau dann erfullt, wenn wenigstens einer se/ste
von (m, I) erflllt werden. O

Man beachte, dal3 eine Tableauformel immer erfullt ist,meie Interpretationsfunk-
tion I fur ihre Markierung undefiniert ist.

Es macht in der Regel keinen Sinn, alle moglichen Tabldgarpretationen zu verwen-
den, um die Semantik von Tableaus zu definieren. Eine angemedeilmenge aller
Tableauinterpretationen mufl3 gewahlt werden; diese Waidgtsowohl von der Logik
als auch dem jeweiligen Kalkul ab. Einerseits darf dieniethge nicht zu grol3 sein,
damit man mit ihr die Korrektheit des Kalkills beweisen kandem man nachweist,
daf’ alle Tableauregelanwendungen die Erfullbarkeiteseti Teilmenge erhalten. An-
dererseits mul} die Teilmenge grol3 genug sein, damit marhndie Vollstandigkeit
des Kalkuls beweisen kann, was erfordert, dal3 jedes abptlerfullbare Tableau von
einer Interpretation in der Teilmenge erfullt wird.
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Definition 3.4.2 SeiC ein Tableaukalktl fur eine Logik. Die Semantik vort ist fur
alle Signaturei vonL durch eine Meng&ubInterp(X*) von Tableauinterpretationen
definiert. O

Beispiel 3.4.3Um die Semantik der Tableaus von Kalkulen fur die Préiikbgik
erster Stufe zu definieren, werden meist nur Tableauirdgt&ponen verwendet, deren
erster Teil ein Herbrand-Modell ist. O

3.5 Semantische Eigenschaften

3.5.1 Der Vorteil semantischer Eigenschaften

Die Berucksichtigung semantischer Eigenschaften isermiwhtbar, weil selbst starke
syntaktische Beschrankungen wie Gutartigkeit immer nadhssen, dal3 ein Kalkul
sich seltsam oder unerwartet verhalt. Formeln konnteeizem Tableau hinzugefugt
werden, die zwar das aus einer PramiHsabgeleitete Wissen syntaktisch kodieren,
deren Semantik (also Wahrheitswert) aber in keiner Beniglaw dem der Formeln
in IT steht. Ein extremes Beispiel ware ein Kalkil, der zwei $gta der Signatur
verwendet, um die Formeln i in einer Binardarstellung zu kodieren, und dessen Ta-
bleauregel auf dieser Binardarstellung operiert. Esnstaglich, uniforme Methoden
auf solche Kalkiille anzuwenden — auch wenn sie vollstamaibkorrekt sein mogen —

, weil dafur ein Verstandnis der Kodierung notwendig &aum ein konservativeres
Verhalten zu erzwingen, konnte man den Kalkillen weitgngéatische Beschrankun-
gen auferlegen, beispielsweise verlangen, dal3 sie as@lydeien. Die Eigenschaften
von Tableauregeln, die es ermoglichen, Techniken wie dasriA (Kapitel 6) in uni-
former Weise anzuwenden, sind jedoch essentiell von sésochet Natur; die Kon-
klusion einer Regelanwendung muf3 in gewisser semanti8admehung zur Pramisse
stehen.

Zwei wichtige semantische Eigenschaften sind bereitsdBiDefinition von Tableau-
interpretationen (Def. 3.4.1), namlich, daf3 die Markregyen in Tableauformeln Wel-
ten in Modellen reprasentieren und daf} die VorzeichenWahrheitswerte stehen;
Markierungen und Vorzeichen enthalten keine andere Irdtion.

Die Definition einer Semantik fur Tableaus ist nicht nur ktig, um Korrektheit und

Volistandigkeit eines Kalkills nachweisen zu konnemetsen sind die Vorbedingun-
gen vieler Suchraumbeschrankungen und anderer nigeliidchniken von semanti-
scher Natur. Solche semantischen Vorbedingungen durdbromg syntaktische Vor-

bedingungen zu ersetzen ist oft schwierig (oder sogar gitio)). Nichtsdestotrotz

kann ein Tableaukalkil auch dann nitzlich und sinnvaihsesbesondere korrekt
und vollstandig, wenn keine Semantik fur seine Tableamd/erfligung steht.
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3.5.2 Korrektheit und Vollstandigkeit

Die wichtigsten semantischen Eigenschaften von Tabldkilllea sind Korrektheit
und Vollstandigkeit:

Definition 3.5.1 Ein Kalkill C fur eine LogikL ist korrekt wenn fur alle Signaturen
¥ € Sig vonL und alle endlichen Mengef C Form(X) von Formeln folgendes gilt:

Wenn es einen Tableaubewais § gibt, dann ist§ unerfillibar.

Ein Kalkul C fur eine LogikL ist vollstandig wenn fur alle Signaturel € Sig vonL
und alle endlichen Mengef C Form(X) von Formeln folgendes gilt:

Wenng unerfillbar ist, dann gibt es einen Tableaubeweis §.

3.5.3 Korrektheit zusichernde Eigenschaften

Es gibt drei wichtige Korrektheitseigenschaften; zusamsiehern sie die Korrektheit
eines Kalkdls.

1. Eininitiales Tableau fur eine erfullbare Menge vonrRem ist erfillbar;
2. Tableauregelanwendungen erhalten die Erfullbarkeit;

3. ein geschlossenes Tableau ist unerfullbar.

Zusammen implizieren diese Eigenschaften, dal3 es keinelealsdeweis fur eine
erfullbare Formelmenge geben kann. Die dritte der Eigesifsen muf3 nicht Gber-
pruft werden, da sie — gemal3 unserer Definition eines ¢essdmen Tableaus und der
Unerfullbarkeit der Tableauformel — jeder Kalkil hat.

Lemma 3.5.2 Ein geschlossenes Tableau ist uiidiifar.

Beweis:Wenn ein Tablead” geschlossen ist, dann sind alle seftste geschlossen,

was bedeutet, dal} sie alle die Tableauformehthalten. Dal unerfullbar ist, ist kein

Ast vonT von irgendeiner Tableauinterpretation erfullt. Darutraisch7” unerfullbar.
O

Definition 3.5.3 SeiC ein Kalkil fur eine LogikL. Die folgenderKorrektheitseigen-
schaftenvon C seien definiert:
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Korrektheitseigenschaft 1 ([schwache] Angemessenheiviéage der Tableauinter-
pretationen): Fur alle Signaturer von L gilt, daf3 es fur jede erfullbare For-
melmenge§ C Form(X) eine Tableauinterpretation ifiubInterp(X*), die die
initialen Tableaus fu§ erfullt.

Korrektheitseigenschaft 2 ([schwache] Korrektheit demiterung):Fur alle Signa-
turenX vonL gilt, daB es, wenn es eine Tableauinterpretatiofdbtlnterp (3*)
gibt, die ein Tablead" erflllt, und7” ein Nachfolgetableau voR ist, es auch
eine Tableauinterpretation flubInterp(X*), dieT” erfullt. O

Ein Tableaukalktl, der die beiden Korrektheitseigenielmaaus Definition 3.5.3 be-
sitzt, kann als korrekt (Def. 3.5.1) nachgewiesen werdere(@utartig ist oder nicht).

Satz 3.5.4Ein Tableaukalll, der die Korrektheitseigenschaften aus Definition 3.5.3
(Angemessenheit der Menge der TableauinterpretationdrKionrektheit der Erwei-
terung) hat, ist korrekt.

Beweis:Sei§ C Form(X) eine endliche erfullbare Menge von Formeln. Wir bewei-
sen durch Widerspruch, dal3 es keinen Tableaubewef gigében kann, was die Kor-
rektheit des Kalkuls impliziert.

Angenommen, es gebe einen Tableaubewgis.., T, (n > 0) fur §. Da das Ta-
bleauT,, geschlossen ist, ist es unerfillbar (Lemma 3.5.2).

Da jedochg erfullbar ist, mufd gemal3 Eigenschaft 1 (Angemessenbkeiiid&nge der
Tableauinterpretationen) eine Tableauinterpretatianl) € TabInterp(3*) existie-
ren, die das initiale Tabledl}, erfullt. Darum sind — nach Induktion Ubémund un-
ter Verwendung von Eigenschaft 2 (Korrektheit der Erweibgy) — alle Tableau§;
(1 <i < n) von einer Tableauinterpretation #ubForm(3*) erfullt, was der Tatsache
widerspricht, daf¥;,, unerfullbar ist.

Also ist die Annahme falsch, und es gibt keinen Tableaubefiis. O

3.5.4 Volistindigkeit zusichernde Eigenschaften

Bevor Eigenschaften formuliert werden konnen, die didstahdigkeit eines Kalkuls
mit sich bringen, muf3 der Begriff demll expandiertemstes definiert werden. Die
Definition beruht darauf, daf3 der Kalkul eine Erweiteruegel hat (Def. 3.3.4) und
monoton ist (Def. 3.3.8); ohne diese Eigenschaften ist bwistig, den Begriff des
voll expandierten Astes in uniformer Weise zu definierertuitiv ist ein Ast B voll
expandiert, wenn jede mogliche Regelanwendung zumireieeh Nachfolgeasb’
erzeugt, der die gleichen Formeln wikenthalt.
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Definition 3.5.5 SeiC ein monotoner Tableaukalkiil mit Erweiterungsregel fiivee
Logik L; und sei¥ € Sig eine Signatur.

Ein (ggf. unendlicher) TableauaBtist voll expandiertwennE C Form(B) fur min-
destens eine Extensionéhin jeder KonklusiorC' € R(X)(B) gilt. O

Definition 3.5.6 SeiC ein Kalkul fur eine LogikL. Die folgenderVollstandigkeitsei-
genschafternonC seien definiert:

Vollstandigkeitseigenschaft 1 ([schwache] Angemessenheit dag®lder Tableauin-
terpretationen):Fur alle Signature von L gilt, daf3, wenn es eine Tableauin-
terpretation inTabInterp(X*) gibt, die die initialen Tableaus fur eine Menge
von Formeln erfilllt, es auch ein ModeW (%) gibt, dasg erfullt.

Vollstandigkeitseigenschaft 2 (Eifbarkeit voll expandierteAste): Fir alle Signatu-
renY vonL gilt, dal3, wenn ein AsB voll expandiert ist und nicht geschlossen,
es auch eine Tableauinterpretatiorifimh Interp(X*) gibt, die B erfullt. O

Die Wollstandigkeitseigenschaften aus Definition 3.5l $inreichend, um die Voll-
standigkeit einegutartigenKalkils sicherzustellen. Wie aber schon am Ende von Ab-
schnitt 3.3.7 gesagt, wird Gutartigkeit oft fallen gelagseenn ein gutartiger Kalkiil

in eine effiziente Beweisprozedur umgesetzt wird. Das ishtschadlich, weil die
\olIstandigkeit dieser nicht-gutartigen Prozeduren @eigenigen des Kalkuls folgt,
wenn die uniformen Methoden zur Umsetzung eines Kalkltsmne Beweisprozedur
angewendet werden, die in Kapitel 5 beschrieben sind.

Satz 3.5.7Ein Tableaukalll, der gutartig ist und die Vollgindigkeitseigenschaft aus
Definition 3.5.6 (Angemessenheit der Menge der Tableapiretationen und Eidll-
barkeit voll expandierteAste) hat, ist vollgtndig.

Beweis: Sei § C Form(X) eine endliche unerfullbare Menge von Formeln; wir be-
weisen, dal es einen TableaubeweisFigibt. Sei(T},),>, eine (moglicherweise
unendliche) Folge von Tableaus f§iyso daf3

1. T}, ein initiales Tableau fUF ist,
2. T; ein Nachfolgetableau voR;,_; ist (: > 0),

3. die Folge in fairer Weise konstruiert ist, d. h., jede fighge Konklusion in€ (1)
fur alle Pramissenl, die auf einem Ast in einem déf; auftreten, ist friher
oder spater benutzt worden, um jeden nicht geschlossestezuferweitern, auf
demIT vorkommt (wobei sich entsprechenéete inT; und T, ; identifiziert
werden).
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DaC monoton und nicht-destruktiv ist, kann eine solche Folgeafle Formelmengg
konstruiert werden.

Die Folge(7,),>o approximiert einen unendlichen Bauf,; gemaf seiner Konstruk-
tion ist jeder nicht geschlossene Astilip voll expandiert (Def. 3.5.5). Angenommen,
es gibt einen nicht geschlossenen (und also voll expaedieAst B in T,,. Dann
wird B gemaR der Erfilllbarkeit voll expandiertdste (Eigenschaft 2 in Def. 3.5.6)
von einer Tableauinterpretatigqn®, I) € TabInterp(X*) erfullt. Da alle im initia-
len Tableaul; auftretenden Formeln au$ sind, wird auchl; von (m*, I') erfullt.
Darum gibt es gemalfi der Angemessenheit der Menge der Tattlepretationen (Ei-
genschaft 1 in Def. 3.5.6) ein Modeth € M (X), dasg erfullt, —im Widerspruch zur
Voraussetzung, da unerfullbar ist. Also ist die Annahme falsch, dal3 es einiehtn
geschlossenen Ast ifi,, gibt, und tatsachlich enthalten alfeste eine Knoten, der
mit L markiert ist. Nun impliziert aber Konigs Lemma, weil Prigsen per Definition
endlich sind, dal3 es eim> 0 gibt, so dal3 schon das endliche Teiltablégwon T,
geschlossen ist. Damit ist der Beweis des Theorems abgssel, denfT), ist per
Konstruktion ein geschlossenes Tableaudir O

3.5.5 Starke Korrektheit und Vollstindigkeit zusichernde Eigenschaften

Es ist moglich, starkere Versionen der Korrektheitsesgphaften aus Definition 3.5.3
zu formulieren. Die schwachen Eigenschaften verlangeilllBdrkeit der initialen
Tableaus und, dal’ Tableauregelanwendungen die Erfidivarhalten; sie erlauben
aber, dal3 bei jedem Schritt ein anderes Modell bzw. einerari@dbleauinterpretation
gewahlt wird. Wenn ein Kalkil die weiter unten definiert&arkeren Eigenschaften
hat und die Formeln, fur die ein Tableaubeweis konstruverten soll, ein Modelin
haben, dann wird das initiale Tableau und alle Nachfoldetals von ein und dersel-
ben Tableauinterpretation erfullt, die eine Erweiternng m ist.

Diese starkeren Korrektheitseigenschaften sind nichwaiodig, um die Korrektheit
eines Kalkils beweisen zu konnen, aber sie sind wichtigli€ Methode des Faserns
(Kapitel 6).

Definition 3.5.8 SeiC ein Kalkul fur eine LogikL. Die folgendenstarken Korrekt-
heitseigenschaftevon C seien definiert:

Starke Korrektheitseigenschaft 1 (Angemessenheit deg®lder Tableauinterpreta-
tionen): Fur alle Signature® von L gilt, da3, wenn eine Mengg C Form(X)
von einem Modellm € M (X) erfullt wird, es auch eine Tableauinterpretation
(m*, I) € TabInterp(X*) gibt, die die initialen Tableaus fig erfullt, wobeim*
eine Erweiterung vom ist.

Starke Korrektheitseigenschaft 2 (Korrektheit der Erering): Fur alle Signaturen
¥ von L gilt, dal3 ein Nachfolgetableall eines Tableau¥' von denselbeTa-
bleauinterpretationen ifabInterp(X*) erfullt wird wie T O
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Ein Kalkul hat die starke Korrektheitseigenschaft 2 (katheit der Erweiterung), wie
sie oben definiert ist (und also die schwache EigenschafDafis3.5.3) genau dann,
wenn die Konklusioned' in £(X)(B) logische Konsequenzen der Formeln auf dem
erweiterten AsB3 sind. EingutartigerKalkil hat diese Eigenschaft genau dann, wenn
alle Konklusionen eine logische Konsequenz ihrer minim&egamisse sind.

Lemma 3.5.9 Ein gutartiger Kalkil C fur eine LogikL hat die starke Korrektheits-
eigenschaft 2 aus Definition 3.5.8 genau dann, weammafle Signaturen} € Sig
vonL, alle Pramisserll C TabForm(X*) und alle Konklusionerd', so daRlI eine
(minimale) Pamisse vort' ist, das folgende gilt:

WennII von einer Tableauinterpretation éft wird,
dann wird eine ExtensiofA’ € C' von dieser Tableauinterpretation éitt.

Beweis:Um den,wenn“-Teil des Lemmas zu beweisen, &i, I) € TabInterp(X*)
eine Tableauinterpretation, die ein Tabldaerfullt, und seil” ein Nachfolgetableau
von T; sei B der Ast inT, der erweitert wird, und sdil C Form(B) die minimale
Pramisse der Konklusiafi, die benutzt wird, unB zu erweitern.

Wir haben angenommen, ddR3von (m, I') erfullt wird; darum wird ein AstB? in T
von dieser Tableauinterpretation erfullt. Fal#§ von B verschieden ist, dann i€’
auch ein Ast irl”, und wir sind fertig.

Andernfalls, wennB? = B und also die Tableauinterpretatigm, I) die Pramisse
IT C Form(B) erfullt, dann erfillt sie auch eine der Extensionenfire C'; darum

erfullt (m, I') denjenigen Ast irf”’, der durch die Erweiterung vad mit den Formeln
in E entstanden ist, und erfullt also das Tabl&&u

Um den,genau dann“-Teil des Lemmas zu beweisen, betrachten wifadleaul’,
das aus einem einzigen Ast besteht, der die Formelh emthalt. FalldT erfullt ist,
dann ist auchl” erfullt, was impliziert, da? das Nachfolgetabl€Buerfullt ist, das
ausT mit Hilfe der KonklusionC' konstruiert wird. Nach Konstruktion kann abigt
nur erfullt sein, wenn eine der ExtensionerCirerfullt ist. O

Eine starkere Version der Vollstandigkeitseigenschgingemessenheit der Menge
der Tableauinterpretationen) kann ebenfalls definiertieet

Definition 3.5.10 SeiC ein Kalkul fur eine LogikL. Die folgendestarke Volls&ndig-
keitseigenschatfton C sei definiert:

! Eine starkere Version der VollstandigkeitseigenscBdéann nicht in gleicher Weise definiert wer-
den, da diese Eigenschaft nicht débergang von einem Modell zu einem anderen oder von einer
Tableauinterpretation zu einer anderen involviert. In &ivstt 3.5.7 wird die Eigenschafseman-
tisch analytisch” definiert, die die Vollstandigkeitseigschaft 2 in anderer Weise verscharft.
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Starke Vollsindigkeitseigenschaft 1 (Angemessenheit der Menge degalabter-
pretationen): Fur alle Signaturert von L gilt, daf3, wenn eine Tableauinter-
pretation(m*, I) € TabForm(X*) die initialen Tableaus fur eine Formelmenge
§ C Form(X) erfullt, m* zu einem Modellm € M(X) eingeschrankt werden
kann, dasg erfullt. O

3.5.6 Invertierbare Erweiterungsregeln

Wenn die Umkehrung der Vorbedingung von Lemma 3.5.9 gilt, ,dvenn jede Kon-
klusion ihre minimale Pramisse logisch impliziert, daramnen wir eine Tableauregel
invertierbar.

Definition 3.5.11 SeiC ein gutartiger Kalkul fur eine Logill.; seiY € Sig eine Si-
gnatur vonL; und seill C TabForm(X*) eine Pramisse.

Die Tableauregel vod heil3e bezuglichI invertierbar, wenn fur alle Konklusionen
C € £(%)(IT), so dadT eine minimale Pramisse vani ist, das folgende gilt:

Wenn eine Tableauinterpretation eine Extendiba C erfillt,
dann erfullt sie auchl.

Der Kalkul C heif3einvertierbar, wenn seine Tableauregel fur alle Signaturennd
alle Pramisseiil C TabForm(X*) invertierbar ist. O

Es ist von Vorteil, wenn eine Tableauregel invertierbgnistil dann Regelanwendun-
gen nicht nur die Erfullbarkeit des Tableaus erhaltendsam auch sein&nerfull-
barkeit Das ist wichtig fur die Konstruktion effizienter Beweisgeduren, weil es
erlaubt, die minimale Pramisse einer Konklus@rvon einem Ast zy,loschen®, der
mit C' erweitert worden ist.

Beispiel 3.5.12Die Tableauregel eines Kalkils fur PL1, die erlaubt, dienKlusi-
on{{T:0:F},{T:0:G}} aus der Pramissig; = {T:0:(F Vv G)} abzuleiten, ist inver-
tierbar bzgl.IT;, weil jede pradikatenlogische Interpretation, die eiee BormelnF
undG erfullt, auchF v G erfullt.

Andererseits ist die Tableauregel, die erlaubt, die Kosikio{{T:o:p(¢)}} aus der
Pramissdl, = {T:0:(Vx)(p(x))} abzuleitennichtinvertierbar bzglIl,, weil eine In-
terpretation, dig(¢) erfullt, nicht notwendig auckivz)(p(x)) erfullt. O
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3.5.7 Semantisch Analytische Tableaukalkiile

Eine scharfere Version der Vollstandigkeitseigenschafus Definition 3.5.6 (Erfull-
barkeit voll expandierteAste) kann formuliert werden, die sicherstellt, daR einkiil
»analytisch bis auf die atomare Ebene" ist. Diekahesyntaktische Eigenschaft und
sie impliziertnicht, daf® der Kalkill im klassischen Sinne analytische ist (B&£.7).

Definition 3.5.13 Ein Kalkul C fur eine LogikL heif3e (schwachgemantisch analy-
tisch, wenn fur alle Signatureh von LL das folgende gilt: Wenn ein Tableaudsvoll
expandiert und nicht geschlossen ist, dann erfullt jedg#eBaiinterpretation, die die
Atomeauf B erfullt, alle Formeln aufB — und mindestens eine solche Tableauinter-
pretation existiert. O

Beispiel 3.5.14Wenn ein Tableaukalkil fur eine Modallogik semantisclalgtisch
sein soll, dann muf3 es moglich sein, einen Ast, der die HofneeOp enthalt, mit der
FormelT:7:p fur alle Markierungen zu erweitern, die Welten reprasentieren, die von
der Welt erreichbar sind, die venreprasentiert wird. O

Beispiel 3.5.15Soll ein Tableaukalkul fur klassische Aussagenlogik aetisch ana-
lytisch sein, dann muf3 es moglich sein, einen Ast, der dienEbT:(p V ¢) enthalt
durch Teilaste zu erweitern, diep bzw. T:q enthalten. Darum ist der Kalkil nicht
semantisch analytisch, wenn die Einschrankung aus Alis&¥h benutzt wird, die es
verbietet, Formeln fur die Erweiterung zu verwenden, dim&Konnektionzu einer
anderen Formel auf dem Ast haben. O

Wenn ein Kalkill semantisch analytisch ist, dann représen die Atome auf einem
voll expandierten AsB explizit die gesamte Information Ubér erfullende Tableau-
interpretationen, die aus den (komplexen) Formelnfaabgeleitet werden kann.

Es gibt jedoch in manchen Logiken versteckte (implizita)dehrankungen bzgl. der
Form von Modellen, die nicht fur die Modelle, die einen lmshten Ast erfillen, spe-

zifisch sind, sondern alle Tableauinterpretationen betmetlie verwendet werden, um
die Semantik von Tableaus zu definieren. Wenn ein Kalkideisweise zum Fasern
(Kapitel 6) benutzt wird, dann ist es wichtig, dal3 auch selebrsteckten Informatio-

nen von den Atomen auf einem voll expandierten Ast expligrasentiert werden.
Diese Eigenschaft wird wie folgt formalisiert:

Definition 3.5.16 Ein Kalkul C fur eine LogikL hei3estark semantisch analytisch
wenn fur alle Signaturel von L das folgende gilt:

Wenn

1. B ein voll expandierter, nicht geschlossener Tableauashibt
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2. ® C TabForm(X*) eine MengeatomarerTableauformeln ist, so daf? fiein ¢
in ® sowohlg als auchy Elemente vorform(B) U ® sind,

dann gibt es eine Tableauinterpretation, 7) in TabInterp(¥X*), so dald

1. (m, I) die MengeForm(B) U ® erfullt und

2. es fur alle Welterw in m eine Markierungr in C mit /(o) = w gibt. O

Beispiel 3.5.17Kripke-Modelle, die benutzt werden, um die Semantik intunisti-
scher Logik zu definieren, miussen die (versteckte) Eidgdtung erfullen, daf3, wenn
eine Formel in einer Welty wahr ist, sie auch in allen Nachfolgewelten venwahr
ist (wenn eine Formel falsch ist in einer Welf dann folgt daraus nichts tber ihren
Wahrheitswert in den Nachfolgewelten).

Wenn also ein Kalkul fur intuitionistische Logik starkmsantisch analytisch sein soll,
dann mufl3 es moglich seii;7:G ausT:o0:G fur alle Markierungen abzuleiten, die
eine Nachfolgewelt der vom reprasentierten Welt reprasentieren. O

Fur die meisten Logiken, einschlief3lich klassischer kagid Modallogiken, sind die
beiden Eigenschaften, stark bzw. schwach semantischtestalyu sein, aquivalent.

3.6 Ein gutartiger Tableaukalkiil fiir PL1

3.6.1 Syntax

Um unseren KalkiiCp;,; fur die Pradikatenlogik erster Stufe zu beschreibensseil
wir fur jede Signatu® € Sigp;, die Erweiterung:* definieren, die fur die Konstruk-
tion von Tableaus verwendet werden soll, au3erdem die Meagk®larkierungen, die
initiale Markierung und naturlich die Tableauregel.

Erweiterte Signaturen Zum Skolemisieren benutzen wir eine Mengd° (%) von
Funktionssymbolen, die disjunkt vaf(Y) ist und unendlich viele Symbole jeder Stel-
ligkeit n > 0 enthalt. Die Erweiterung einer Signatur= (P(X), F(X), «(X)) istalso

S = (P(X), F(Z)U F* (%), a(X) U™ (D)) .

Markierungen Die Modelle der Pradikatenlogik erster Stufe bestehemausginer
Welt. Wir verwende die Markierung, um diese einzelne Welt zu reprasentieren. Also
ist Lab(X) = {x} fur alle Signaturer, undx ist die initiale Markierung. Um die No-
tation zu vereinfachen, benutzen wir die kiirzere Schreibgb:G fur Tableauformeln

in PL1-Kalkulen, d. h., die (immer gleiche) Markieruagvird weggelassen.
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‘ a ‘ Qaq, oP) ‘ ‘ B ‘ B, o ‘
Tx(FAG) | TxF, TxG T (FVG) | T:xF, TxG
Fx:(FVG) | FxF, FxG Fax:(FAG) | FixeF, FixG
Fx:(F — Q) | TxF, FxG Fix:(F — G) | FoxeF, TG
T:x:=F F:x:F, F:xF
Fox:=F T:x:F, T:xF
(@) [7i(z) | [0(2) [0i(x) |

Tox: (Vo) (F(x)) | Tox:F(x) Fix:(Va)(F(z)) | Frx:F(x)
Fox:(3x)(F(z)) | Fox:F(x) T (Fx) (F(z)) | Tk F(x)

Tabelle 3.1:Die vier Formeltypen der Pradikatenlogik erster Stufe.

Tableauregel Wir definieren einen gutartigen Kalkil, der also eine Etemingsre-
gel & hat.

Die Menge der nicht atomaren Formeln Farm(X*) = Form%; (3*) wird in vier
Klassen eingeteilt (Tabelle 3.1): die Klasseler konjunktiven Formeln, die Klasse
der disjunktiven Formeln, die Klasseder universell quantifizierten Formeln und die
Klasse) der existentiell quantifizierten Formelar{ifying notation).

Notation 3.6.1 Die Buchstaben, 3, v und werden ausschliel3lich benutzt, um Ta-
bleauformeln des entsprechenden Typs zu bezeichnen. lendeaity- undd-Formeln
wird die von dem (aul3ersten) Quantoren gebundene ObjidiNex: explizit gemacht,
indem die Schreibweise(z) und v, (z) (bzw. §(x) und §;(z)) benutzt wird; ent-
sprechend bezeichnet(¢) das Ergebnis der Ersetzung aller Vorkommen wan -,
durcht. O

In Tabelle 3.2 ist die Erweiterungsregel des Kalkgis; fur die vier Formeltypen
schematisch dargestellt.

Damit der Kalkuil monoton ist, benutzen wir ein Schemadgtiiformeln, das zur Kon-
struktion eines Skolem-Terms kemeuesSkolem-Funktionssymbol verwendet. Statt
dessen wird jedeAquivalenzklasse voms-Formeln, die bis auf Umbenennung ge-
bundener Objektvariablen und Ersetzung von Grundtermeictgkind, das gleiche
Funktionssymbol zugewiesen. (Dies ist eine Anpassungrd@eckertet al., 1993)
beschriebenetit*-Regel fur den Fall, daR keine freien Variablen auftrten.

Definition 3.6.2 Sei eine SignatuE € Sigp;, von PL1 gegeben. Eingkolem-Term-
Zuweisungst eine Funktionsko, die jeders-Formele € TabFormpr,(3*) einen Term

sko(¢) = f(t1,...,tx) € Termpy,(X)

zuweist, so dal}
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1. (a) f € Fho(%),
(b) k= agf*(f) und
(C) ti,....t in ¢ auftretende (Teil-)Terme sirtd,

2. wenn einf’ € F*°(%) in ¢ vorkommt,f > f' gilt, wobei > eine beliebige aber
feste Ordnung auf'** () ist, und

3. fiir alle 5-Formelny € Formd; ,(2*) gilt: wenn sko(vy) = f(t,...t,), dann
sind ¢ und gleich bis auf die Umbenennung gebundener Objektvarialohein
die Ersetzung von Vorkommen von Termgmlurcht; (1 < i < k). O

Der Zweck von Bedingung 2 in der obigen Definition vekv ist, Zyklen wie den
folgenden zu verhindern:

— sko(¢) = f(tr,.. . k),
— das Symbo}f kommt in vor,
— sko(yp) = f'(#},...,t;) und das Symbof’ kommtin¢ vor.

GemaR Bedingung 3 ist es erlaubt, dasselbe Skolem-SyiibeiHfeAquivalenzklas-
se vond-Formeln zu verwenden, die gleich sind bis auf (a) die Umhaoag gebun-
dener Objektvariablen und (b) die Ersetzung variableaffégrme; die variablenfreien
Terme, die ersetzt werden konnen, mussen zu ArgumengBladem-Terms gemacht
werden.

Tatsachlich ist es nicht notwendig, komplexe Terme férskolemisierung zu verwen-
den. Es reicht aus, in eindeutiger Weise jegiormel (bzw. Klasse von-Formeln,
die bis auf die Umbenennung gebundener Objektvariablamtigtd sind) eine Sko-
lem-Konstantezuzuweisen (unter Beachtung von Bedingung 2 in Def. 3.6[2ig
Maoglichkeit, SkolemTermezu verwenden, spielt jedoch ein wichtige Rolle fur das
Liften, d. h., die Konstruktion einer Version des Kalkils ;, die freie Variablen ver-
wendet; dies wird von dem folgenden Beispiel illustriert:

Beispiel 3.6.3Den d-Formelnd’ = T:(3z)(p(t, z)) kann das gleiche Skolem-Funk-
tionssymbolf zugewiesen werden, wenn man die Skol@enmesko (') = f(t) (fur
alle Termet) benutzt; in diesem Fall kann die Erweiterungsregel fianissen, die
aus diesen-Formeln bestehemgeliftetwerden.

Wenn statt dessen SkoleKonstantensko(d') = ¢ benutzt werden, dann kann die
Erweiterungsregel nicht geliftet werden, wéilt — t'] = 6" aberst[t — t'] # 6¢. O

Wir definieren nun formal die Erweiterungsregel,; des KalkilCp;,;:

2 Man beachte, daR die Termg (1 < i < k) Elemente vonTermp; ,(X) sein missen, also keine
Objektvariablen enthalten.
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o 15} v(z) d(x) TG
ar O] B Y1(t) d1(t) F:x:G
“ wobeit ein wobeit = sko(d) L

variablenfreier Term ist wobei( atomar ist

Tabelle 3.2:Erweiterungsregel-Schemata fiir Pradikatenlogik eStefe.

Definition 3.6.4 Fur alle Signature und alle Pramissell C TabFormpy,(X*), sei
die Mengefrr1 (X)(IT) moglicher Konklusionen die kleinste Menge, die die folden
Konklusionen enthalt (wobei, 3, v, § Formeln des entsprechenden Typs bezeichnen):

—{{a1,a0}} furallea €I,

—{B},{B:}} furalle g € 1I,
—{{m()}} furalley € I1und alle Terme € Termp;, (%),

—{{6(t)}} fur alle§ € II, wobeit = sko(d) (Def. 3.6.2),

—{{L}} falls T:0:G, F:0:G € II fur ein AtomG € Atompr(X*).
O

Man beachte, daR die Formelnfiarmpy,; () = Form$, (%) pradikatenlogisch&at-
zesind, also keine freien Objektvariablen enthalten und da&dveiterungsregel des
Kalkils Cpy,; auch keine freien Objektvariablen einfuhrt.

3.6.2 Semantik

Um die Semantik der Tableaus v@h;; zu definieren, benutzen wir die aus allen
kanonischeableauinterpretationen bestehende Mefg&lnterpp; (X*). Sie sind
wie folgt definiert:

Definition 3.6.5 Eine Tableauinterpretatiam = ((D,Z), I) fur eine PL1-SignatuE
ist kanonischwenn folgendes gilt:

1. D = Termd; (Z*).
2. Fur alles-Formelnd(z) € TabForm(X*) gilt:
Wennuvalz(§(z)) = true, dannuvalz(6,(t)) = true,
wobeit = sko(9).

3. I(x) =w’ = (D, T). O

Intuitiv weist in einer kanonischen Tableauinterpretatite Interpretationsfunktion
den Skolem-Termeh= sko(d) ein Element des Universums zu, fur das die durch
ausgedruckte Eigenschatft gilt; auRerdem wir die Markigruvon I in der richtigen
Weise interpretiert.
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3.6.3 Korrektheit und Vollstindigkeit

Benutzt man die Meng&uablnterppr, (X*) der kanonischen Tableauinterpretationen,
wie sie in Def. 3.6.5 definiert sind, dann hat der KalKigl,, die Korrektheits- und
\ollstandigkeitseigenschaften aus den Definitioner3ubd 3.5.6. Insbesondere wer-
den alle Nachfolgetableaus eines TableAugn den gleichen kanonischen Tableau-
interpretationen wig erfullt; und jeder voll expandierte, nicht geschlosseiséwird
von einer kanonischen Tableauinterpretation erfullt.

Bevor wir unter Verwendung der Kriterien aus den Abschnié.3 und 3.5.4 zeigen,
dal’ der KalkulCpy,; korrekt und vollstandig ist, formulieren und beweisen die
entsprechende Version von Hintikkas Lemma.

Definition 3.6.6 Eine Menge= C TabFormpy;(X*) von Tableauformeln ist eine
Hintikka-Mengewenn sie die folgenden Bedingungen erfullt:

1. Es gibt keine komplementaren atomaren Formfets, F:G in =.

2. Wenna € =, dann sindhv; undas, in =.

3. Wenng € =, dann ist3; oderg, in =.

4. Wennvy(x) € =, dann isty, (¢) in = fur alle Grundterme in Term$;,(3*).
5

. Wenné(z) € Z, dann isty; (¢) in =, wobeit = sko(9). O
Lemma 3.6.7 Wenn= eine Hintikka-Menge ist (Def. 3.6.6), dann

1. wird = von einer Tableauinterpretation ifiab Interp(X*) erflllt;

2. wird = von jeder Tableauinterpretatias erfullt, die die atomaren Formeln i&
erfullt.

Beweis: Der zweite Teil des Lemmas kann leicht durch Induktion UdierStruktur
der Tableauformeln i& bewiesen werden.

Eine kanonische TableauinterpretatiQfD, Z), I'), die die atomaren Formeln iR
erfullt, kann wie folgt definiert werden, was — mit Hilfe deweiten Teil des Lem-
mas — den ersten Teil des Lemmas beweist:

e (D,T) ist eine Herbrand-Struktur, d.hD) = Term$; ,(X*), und Z(t) =t fur
alle Termet € Termp, ,(X%).

o Fir alle Atomep(ty, ..., ta()) Ubers* seip”(t,. .., ta) = true genau dann,
wennT:p(t, ..., tap) € E, und sonsp” (t1, . . ., tap)) = false.
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o I(x)=(D,T).

Die Tableauinterpretatiofd ist wegen Bedingung 1 in der Definition von Hintikka-
Mengen (Def. 3.6.6) wohldefiniert. O

Lemma 3.6.8 Der Tableaukalldl Cpy,; hat die starke Korrektheitseigenschaft 1 aus
Definition 3.5.8 (Angemessenheit der Menge der Tableapiriationen).

Beweis:Sei (D, Z) eine pradikatenlogische Herbrand-Struktur, die eine dégnvon
Formeln erfullt. Da die Skolem-Symbole ii*#°(3) nicht in § vorkommen, geniigt
es, ihre Interpretation so zu wahlen, daf3 die entstehendt& (D, Z*) Bedingung 2

in der Definition kanonischer Tableauinterpretationesntht, wahrend zugleich die
Interpretation der irt vorkommenden Symbole unverandert bleibt. Eine kanorisch
Tableauinterpretation, die die initialen Tableaus Fuerfullt, kann dann konstruiert
werden, indem maiD, Z*) mit der InterpretatioY von Markierungen kombiniert,
die durchl (x) = (D, T) definiert ist.

Der Rangrk(f) der Symbolef € F*(X) sei wie folgt definiert:

e rk(f) =0, wennkeind € TabForm(X*) mit sko(d) = f(ty,. .., 1) furirgend-

welchet,, ..., t, € Term$;,(X*) existiert;

e rk(f) =1, wennsko(d) = f(t1,...,t;) furein§ € TabForm(X) und gewisse
Termet,, ..., t, € Termp;,(2);

o rk(f) =1+ max{rk(f") | f' € F}, wobeiF die Menge allerf’ € F*(3) ist,
die in einemd € TabForm(X*) vorkommen, so dako(d) = f(t1,...,t) fur
irgendwelche Terme, ..., t, € Termp, , (X%).

Die Funktionrk ist wegen Bedingung 2 in Definition 3.6.2 wohldefiniert.

Wir definieren induktiv eine Folg&D,Z")),>, von pradikatenlogischen Strukturen,
die alle das Universur® haben, wobe{D, Z") eine Struktur Uber der Signathtif* ist,
die die Einschrankung vonr* auf Funktionssymbole vom Rang nicht grofl3erralst;
die Interpretatiorz™*! stimmt mitZ" auf allen Symbolen ifx" U ¥ tiberein.

Die initiale InterpretatiorZ® sei durchfZ’ = f7 fiir alle f € F(X) definiert, und fur
alle f € F***(3) vom Rang O sei der Wert voft’ beliebig gewahlt.

Die Symbolef € F*°(X) vom Rangr < n sind schon durclt™ interpretiert. Sei
f € F** (%) ein Symbol vom Rang. + 1; wir definierenfZ"" (b, ... b;) fir alle
bi,...,b, € D durch: Wenn es Terma, ..., t, € Term®(X*) gibt, so da’?" = b,
(1 <i < k), und es eine Formél(x) € TabForm(X*) mit f(t1,...,t;) = sko(d(x))
und valz» (0) = true gibt, dann wahle eir € D mit valzn (4,0} (61 (x)) = true und
definiereff"“(bl, ..., b)) = e(daf vom Rangn + 1 ist, stammen die Symbole in
alle aus der Signatt™). Andernfalls, wenn keine solchen Terme. .., t; und eine
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Formel¢ existieren, dann lege als Wert vgi "“(bl, ..., b) ein beliebiges Element
von D fest.
Wenn andere Term&, . .., ¢, und eine anderé-Formeld’ existieren, die die obigen

Bedingungen erfullen, dann gilt
valzn (6(x)) = valzn (6'(2))

und

valzn (e} (01(2)) = valzn osey (07 (2))
weil Z"(t;) = Z"(t}) = b; (1 < i < k) und die Formelrd und ¢’ identisch bis auf die
Umbenennung gebundener Objektvariablen und die Ersetzamdermerny; durcht;
sind (Bedingung 3 in Def. 3.6.2).

Man kann sich die Folgé(D,Z")),>, als eine Approximation an die pradikatenlo-
gische Interpretatiod D, Z*) Uber ¥* denken, wobei die Interpretatidh* auf den
Symbolen inx® mit 2", Z"*!, . .. Ubereinstimmt. Sie erfillt Bedingung 2 in Definiti-
on 3.6.2 per Konstruktion. O

Lemma 3.6.9 Der Tableaukalll Cpy,; hat die starke Korrektheitseigenschaft 2 aus
Definition 3.5.8 (Korrektheit der Erweiterung).

Beweis:Da der Kalkul gutartig ist, kbnnen wir Lemma 3.5.9 anwamde

Seill C TabFormpr,(X*) eine minimale Pramisse einer Konklusion UndII werde
von einer Tableauinterpretatidm, /) = ((D,Z), 1) € TabInterppy,(3*) erfullt. Wir
zeigen, daldm, ) eine der Extensionen ifi erfilllt, dabei werden die folgenden durch
den Typ der Formeln ifl bestimmten Falle unterschieden:

IT = {a}: In diesem Fall isC = {{«a1, a2 }}, und dan von (m, I') erfullt wird, folgt
aus der Eigenschaft vam-Formeln (Def. 2.3.2), dafm, /) sowohla; als auchas
erfullt.

IT = {3}: In diesem Fall istC = {{5,},{(32}}, und dag von (m, I erfullt wird,
folgt aus der Eigenschaft vostFormeln (Def. 2.3.2), dafin, I) mindestens eine der
Formelng; und 3, erfullt.

I1 = {~}: In diesem Fall istC = {{~,(¢)}} fur eint € Term};,(X*), und day(z)
von (m, I) erfullt wird, folgt aus der Eigenschaft voprFormeln, daRm, Z) die For-
mel~, (¢) erflllt.

IT = {0}: Indiesem FallisC = {{0,(¢)}} mitt = sko(d), und da’ von (m, Z) erfullt
wird und(m, Z) kanonisch ist, erfull{m, Z) die Formel, (¢).

[T = {T:0:F, F:0:F}: Eine Pramissél von dieser Form wird von keiner Tableauinter-
pretation erfillt, was der Annahme widerspricht, dafon (m, Z) erfullt wird; dieser
Fall kann also nicht eintreten. O
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Lemma 3.6.10 Der Tableaukalkl Cpy,; hat die starke Vollgtndigkeitseigenschaft 1
aus Definition 3.5.10 (Angemessenheit der Menge der Talbleapretationen).

Beweis:Wenn(m*,Z) € TabForm(X*) ein initiales Tableau fUg erfullt, dann erfullt
jede Einschrankung vam* aufy: die Formeln ing, weil die Symbole inf’** (), die
die einzigen zusatzlichen Symboledh sind, nicht in§ vorkommen. O

Lemma 3.6.11 Der Tgbleaukalk'll Cp1,1 hat Vollsindigkeitseigenschaft 2 (Etbar-
keit voll expandierteAste) aus Definition 3.5.6; und er ist semantisch analytisch

Beweis:Sei B ein voll expandierter, nicht geschlossener Ast; undiseine Menge
atomarer Formeln auabForm(X*), so dal fur keinp in & sowohl¢ als auchy ein
Element vonForm(B) U & ist.

Dann istForm(B) U ® eine Hintikka-Menge, und Lemma 3.6.7 impliziert, daf? egein
Tableauinterpretatiotm, I') gibt, die Form(B) U ® erfullt. Also hat der KalkiCpy,;,
\olistandigkeitseigenschaft 2 aus Definition 3.5.6.

Weil die initiale Weltw® die einzige Welt inm ist, und per Definition/ (x) = w?, ist
auch die zweite Bedingung in Definition 3.5.16 erfullt; uher Kalkil ist tatsachlich
stark semantisch analytisch. O

Satz 3.6.12Der Tableaukallal Cp;; fur PL1 ist korrekt und vollgtindig.

Beweis:Nach Satzen 3.5.4 und 3.5.7 ist es ausreichend zu zeigétpgdadie beiden
Korrektheitseigenschaften aus Definition 3.5.3 und diedreiVollstandigkeitseigen-
schaften aus Definition 3.5.6 hat. Das folgt jedoch sofost laemmata 3.6.8, 3.6.9,
3.6.10und 3.6.11. O

3.7 Gutartige Tableaukalkiile fiir Modallogiken

3.7.1 Einfiihrung

Die ersten nicht-strukturellen Kalkile fur Modallogikevurden in (Fitting, 1983)
beschrieben; sie verwenden Markierungen, um die Errer&kliarelation zwischen
moglichen Welten zu reprasentieren (anstatt sie imghizder Struktur der Tableaus
zu kodieren). An Fittings Arbeiten anschlie3end wurderhtagtrukturelle Tableau-
kalkiile fir viele Modallogiken definiert, siehe (Gor&@9B) fir eineUbersicht. Alle
diese Kalkile sind nicht monoton, weil sie Tableaurege@nwenden, die, wenn sie
auf einer-Formel angewendet werden (eine Formeln, dieklestenzeiner erreich-
baren Welt zusichern, in der eine bestimmte Formel wahrzat)Skolemisierung der
m-Formel eine Markierung einfuhren, dieubzgl. des Astes oder sogar des Tableaus
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sein muf3. Auf3erdem sind viele dieser Kalkule nicht gugawtieil bei einer Erweite-
rungsregelanwenduralle Aste erweitert werden, auf denen die verwendete Pramisse
liegt.

In Abschnitt 3.7.2 wird eine Tableaukalkil vorgestelkty dutartig ist, weil jeder For-
mel F' ihre eigene Markierung (eine Godelisierung vBbih zugewiesen wird. Diese
wird zur Skolemisierung defr-Formel o: TOF verwendet. Dieser Kalkul ist eine
Grundversion (d. h., eine Version ohne freie Variablen) idakkils, der in (Beckert
& Goré, 1997) beschrieben ist. Er kann als Beispiel diefierdie in Abschnitt 3.3.7
aufgestellte Behauptung, daR es oft nur klefmalerungen erfordert, einepeicht
nicht-gutartigen Kalktl in einen gutartigen Kalkul zurwandeln.

Da in Kripke-Modellen fur Modallogiken Welten nicht notweig eine Nachfolgewelt
haben, darf die Konklusion einerFormel (die die Wahrheit einer Formel in allen er-
reichbaren Welten zusichert) nur solche Markierungenadtgh, die Welten reprasen-
tieren, deren Existenz bekannt ist. Dieses Wissen wird ansvhrkierungen anderer
Formeln auf dem Ast abgeleitet, was zu einer UnstetigkeiTdbleauregel bzgl. aller
Pramissen fuhrt, die eine-Formel enthalten. In Abschnitt 3.7.4 wird eine Variante
des Kalkuls definiert, dessen Regel stetig ist bzgfrormeln; dort werdemedingte
Markierungen verwendet, die nicht die Existenz der We#,sie darstellen, implizie-
ren. Ein zusatzlicher Vorteil der Verwendung bedingterkilerungen ist, dal’ sie es
erleichtern, eine Version des Kalkills, die freie Variablerwendet, zu definieren. Die
Uberpriifung der Existenz von Welten wird dann Teil des Albssses eines Astes.

3.7.2 Markierungen fiir modallogische Kalkiile

In diesem Abschnitt werden Markierungen definiert, die aatsimichen Zahlen be-
stehen; sie werden haufig als Markierungen in Tableaukatkverwendet. Markie-
rungen, die aus anderen Grundbausteinen aufgebaut gindek’in analoger Weise
definiert werden.

Definition 3.7.1 Sei N die Menge der natirlichen Zahlen. Die Menfeh(N) der
(nicht bedingtenaus natirlichen Zahlen bestehenden Markierungstwie folgt de-
finiert:

e Das Wortl ist ein Element vorLLab(N).

e Wenno € Lab(N), dann ist das Wort.n ein Element vonLab(N) fur alle
n € N.

Die MengeCondLab(N) derbedingten aus nétlichen Zahlen bestehenden Markie-
rungenist wie folgt definiert:

e Das Wortl ist ein Element vorCondLab(N);
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e Wenno € CondLab(N), dann sind die Wortes.n und o.(n) Elemente von
CondLab(N) fur allen € N.

Die initiale Markierungvon Lab(N) und CondLab(N) ist 1.

Die Langeeiner Markierung ist die Zahl der Punkte, die sie enthalt, plus eins; sie sei
mit |o| bezeichnet.

Die Komponenten einer Markierung heil3enPositionenin ¢. Eine Position isbe-
dingt, wenn sie von der Forrtn) ist, und eine Markierung ist bedingt, wenn sie eine
bedingte Position enthalt.

Die Aquivalenklasse aller Markierungen @ondLab(N), die mit einer Markierungr
bis auf das Vorhandensein von Klammerungen ubereinstimssé mit[o] bezeichnet.

Die Menge aller nicht-leeremitialen Prafixeeiner Markierungr, die o selbstnicht
einschliel3t, sei mitpr (o) bezeichnet. O

Man beachte, daBab(N) C CondLab(N) und daf{1) keinElement vonCondLab(N)
ist, weil 1 die initiale Welt in Modellen reprasentiert, die immer shiert.

Im folgenden unterscheiden wir manchmal nicht zwischen Bankierungeno.n
ando.(n); in diesen Fallen benuzten wit[n|, um anzudeuten, dafd die Markierung
beide Formen haben kann.

Definition 3.7.2 Eine Mengel’ C Lab(N) von Markierungen isstark erzeugtwenn
folgendes gilt:

1. die initiale Markierund ist ein Element voii’; und

2. 0 € T'impliziertr € I fur aller € ipr(o). O

Die Markierungen inLab(N) stellen die Erreichbarkeitsrelation zwischen den Welten
dar, fur die sie stehen, indem eine Welt, die miin| bezeichnet ist, von der Welt
erreichbar ist, die mit bezeichnet ist. Eine Menge stark erzeugter Markierungen
kann man als Baum ansehen, dessen Wurzst und in demo ein unmittelbarer
Elternknoten vor.[n] ist.

Definition 3.7.3 Sei eine ModallogikL und eine stark erzeugte MengjeC Lab(N)
von Markierungen gegeben. Eine Markierung I' ist von einer Markierungr € I’
ausL-zudanglich in Zeicheno > 7, wenn die in Tabelle 3.3 aufgefuhrten Bedingun-
gen erfullt sind.

Eine Markierungr € T ist eineL-Sackgassevenn keinr € I' vono ausL-zuganglich
ist. O
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Logik o > 7 genau dann, wenn || Logik o > 7 genau dann, wenn

K T = 0.[n| KT T =o.n] oderr = o

KB T = o0.[n| odero = 7.[m] K4 T=o0.0

K5 T = o.[n], oder K45 | 7 =o0.6, oder
o] 22,7 22 o] > 2, |r] > 2

KD K-Bedingung, odet ist eine || KDB | KB-Bedingung, oder
K-Sackgasse und = 7 I'l=1undo=7=1

KD4 | K4-Bedingung, odes isteine| KD5 | K5-Bedingung, oder
K-Sackgasse und = 7 I'l=1undo=7=1

KD45 | K45-Bedingung, oder KB4 | |T'| > 2
I=1lo=71=1

B T = o0, oderr = o.n], S4 T =o0.0 oderr = o
odero = 1.[m]

S5 furalleo, v

Tabelle 3.3:Die Zuganglichkeitsrelation auf Markierungen fur diefeichen Mo-
dallogiken.

Das folgende Lemma zeigt, dal3 dieZuganglichkeitsrelatiom> auf Markierungen
genau der Erreichbarkeitsrelatidghauf L-Rahmen entspricht (siehe (Goré, 1998) fur
einen Beweis). Insbesondere hatdie Eigenschaften wie Reflexivitat, Transitivitat
usw., die von den Axiomen der Loglk ausgedriickt werden (siehe Tabelle 2.1).

Lemma 3.7.4 SeiL eine der einfachen Modallogiken. WeRrC Lab(N) eine stark
erzeugte Menge von Markierungen ist, dann(istr>) ein L-Rahmen, wobep die
L-Zuganglichkeitsrelation ist.

3.7.3 Syntax und Semantik der Kalkiile fiir Modallogiken

Die gutartigen Kalkuley, fur die einfachen Modallogikeh, die in diesem Abschnitt
vorgestellt werden, grinden auf den Markierungen verwaddn Kalkilen aus (Fit-
ting, 1983). Der wesentliche Unterschied ist, daf} wir, um Kdalkiile monoton zu
machen, ein Erweiterungsregel-Schemasftiformeln verwenden, das keine neuen
Markierungen einfuhrt, sondern — ahnlich dem Schema-feormeln in Abschnitt 3.6

— ein Symbol verwendet, das in eindeutiger Weise der Foroggtardnet ist, auf die
die Regel angewendet wird.

Erweiterte Signaturen Es ist nicht notwendig, die Signaturen zu erweitern; also
istX = X* fur alle Modallogiken und alle Signaturene Sig,,,q-
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‘ a ‘ aq, 8P) ‘ ‘ B ‘ i, o ‘
T:0:(FAG) | Tio:F, T:0:G T:.0:(FVG) | Tio:F, T:0:G
F:io:(FVGQG)|F:.0oF, FoG F:io:(FAG) | F:0:F, F.o:G
T:o:mF F:iooF, F.0:F
F:io:=F T:.o:F, T:.0:F

‘ S:owv ‘ S:o.nivg S:ion:vy S:o:vr ‘

T:.0:0F | T:on:F T:.on:OF T:0:F
Fio:OF | Fioon:F  Fiom:OF Fio:F

‘ S:tniw ‘ S:Tivgr ‘ S:Tivp ‘ S:Tivs ‘
Tirn:OF | T:7:OF | T:7:F | T:7:00F
Firn:OF | F:m:OF | F:m:F | F:r: OOF

‘ S:o:m ‘ S:o.nm ‘
T:0:OF | T:on:F
F:oc:OF | Fion:F

Tabelle 3.4:Die vier Formeltypen der Modallogiken.

Markierungen Die MengeLab(X) von Markierungen ist fur alle Signaturéhdie
MengeLab(N) der (unbedingten) aus naturlichen Zahlen bestehendekidfangen
(Def. 3.7.1).

Erweiterungsregel Es gibt vier Typen komplexer (nicht atomarer) Tableaufdnme
a-Formeln (konjunktiv) und3-Formeln (disjunktiv) wie in Kalkilen fur klassische
Logik, v-Formeln (die die Wahrheit einer Formel @ilen erreichbaren Welten aus-
driicken) undr-Formeln (die die Wahrheit einer Formelznmindest eineerreichba-
ren Welt ausdriicken); siehe Tabelle 3.4.

Notation 3.7.5 Die Buchstaben andw werden ausschlieR3lich verwendet, um For-
meln des entsprechenden Typs zu bezeichnen. O

Die Erweiterungsregeln fur die verschiedenen Modallegikinterscheiden sich im
wesentlichen in dem Regelschema#tiFormeln, d. h., in den Konklusionen von Pra-
missen, dies-Formeln enthalten. In Tabelle 3.5 ist die Erweiterungstédr die ver-
schiedenen Formeltypen schematisch dargestellt. TaB@l&lRt zusammen, welche
Tableauformeln Teil der Konklusion einer Pramigg&:0:v}} sind, die aus einer-
Formel besteht; in dieser Tabelle bedeutetdaly, enthalten ist, fallso| > 2.

Wir geben die Definition der Erweiterungsregel fur eine Medallogiken formal an,
namlich fur die Logik K; die formalen Definitionen der Eriterungsregeln fur die an-
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S7

o g

831 b ‘ Do

8%

S:oww
S:o.n:vg
wobeio.n auf dem

Ast vorkommt;
fur alle Logiken

S:t.nww
S:Tivy
fur K5, KD5, K45
KDA45, KB4, S5.

S:om

S:o.[m]:m

wobein = [F|, fallsm = T:0:OF,
undn = [—F], fallsT = F:0:0OF

S:o:v
S:o.n:yy

wobeio.n auf dem
Ast vorkommit;
fur K4, KD4, S4, S5,
und, falls|o| > 2, fur K5, KD5

S:it.niv

S:t:vp

fur KB, KDB, KB4, B.

T:.0:F
F:o:F

S:o:v

S:o:vp

fur T, B, S4, S5.

S:t.nwv
S:Tivs

falls 7 = 1, fur K5, KD5.

Tabelle 3.5:Erweiterungsregel-Schemata fiir Modallogiken.

| Logik | v furL = || Logik | v farL = |
K,D K K45, KD45 | K, 4, 4"
T KT KB4 K, B, 4,4
KB,KDB | K, B B K, T,B
K4,KD4 | K,4 S4 K, T,4
K5,KD5 | K, 4% 47,5 || S5 K, T, 4,47

Tabelle 3.6:Elementevs, der Konklusionen einev-Formel.
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deren Modallogiken kann leicht in analoger Weise aus ihoheatischen Beschrei-
bungen gewonnen werden.

Definition 3.7.6 Fur alle Pramissed C TabForm.q(X) enthalte€k (3)(11) die fol-
genden Konklusionen (wobéi| eine beliebige aber feste Bijektion der Menge aller
Formeln in die Menge der nattrlichen Zahlen ist):

—{{a1,a0}} furallea €1,
— {5}, {B:}} furalle g € 11,

—{{T:o.n:F}} furalle T:0:0OF € II und alle Markierungen der Formn,
die inII vorkommen,

—{{F:o.n:F}} fur alle F:0:OF € II und alle Markierungen der Formn,
die inII vorkommen,

—{{F:0.n:F}} furalle F:0:0OF € II, wobein = [-F],
—{{T:o.n:F}} furalle T:0:CF € 11, wobein = [F],

—{{L}} falls T:o:F, F:0:F € Il furein F' € Formuea(X).

Semantik Um die Semantik von Tableaus fiir eine Modallogilzu definieren, be-
nutzen wir die MengelubInterpy, (3*), die aus Tableauinterpretationen besteht, die
(a) L-Interpretationen und (b) kanonisch sind; Interpretaiosind kanonisch, wenn
sie die durch Erweiterungsregelanwendungenmabbrmeln erzeugte Markierungen
in der richtigen Weise interpretieren.

Definition 3.7.7 SeiL eine der einfachen Modallogiken; seic Sig eine Signatur;
und seiLab die MengeCondLab(N) der (bedingten und unbedingten) aus naturlichen
Zahlen bestehenden Markierungen (Def. 3.7.1).

Eine Tableauinterpretatiofm, /) hei3e eindL-Interpretation wennm = (W, R, V')
ein L-Modell ist und die die Markierungen interpretierende Riok/ die folgenden
Eigenschaften hat:

1. I(1) = w" ist die initiale Welt inm;
2. I(0.(n)) = I(o.n) fur alleo.n undo.(n) in Lab;

3. furallec € Lab gilt, dal3, wenrl (7) undefiniertist fur ein € ipr(o), auchl (o)
undefiniert ist;

4. furalleo, T € Lab gilt, da3, wenn (ay > 7 und (b)/ (o) und/(7) definiert sind,
I(o) RI(7) gilt.

EineL-Interpretation iskanonischwenn zusatzlich folgendes gilt:
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5. Fur alle Markierungen = 7.n € Lab:
WennI(7) definiertistund/ (1) = OF, dannistl (o) definiert undl (o) = F,

wobei F' die Formel ist fir welche = [F'] ([-] ist die Bijektion der Formeln in
die naturlichen Zahlen, die von der Erweiterungsregelveadet wird). O

Da alle vorkommenden Mengen von Markierungen stark erzgindt stellen die bei-
den Zusicherungen, daR jelieinterpretation(m, Z) die Markierungl definiert, und
Bedingung 3 in der obigen Definition sicher, daf3 die Intagirensfunktion/ so vie-

le Markierungen wie moglich inpr(o) ,definiert‘. Jedoch ist es absolut zulassig,
daRR/(r.(n)) fur eine bedingte Markierung (n) undefiniert ist, und zwar selbst dann,
wennI(7) definiert ist.

Beispiel 3.7.8Die Interpretationsfunktiod muf3 fur die Markierungem und 1.1 de-
finiert sein. Fun.(1) braucht sie nicht definiert zu sein; aber wenn sie es ist, darh
auch/(1.(1).1) definiert sein. O

Benutzt man die Meng&ublnterpy,(X*) kanonischelL-Interpretationen um die Se-
mantik von Tableaus zu definieren, dann hat der Kalkilldie Korrektheits- und
Vollstandigkeitseigenschaften aus Definitionen 3.5.8 8/%.6 (wobelL eine der ein-
fachen Modallogiken ist). Wenn ein Tableau von einer Talilgarpretation erfullt
wird, dann werden auch alle seine Nachfolgetableaus vasetiem Tableauinterpre-
tation erfullt; und jeder voll expandierte, nicht ges@dene Ast wird von einer kano-
nischenL-Interpretation erfullt.

Wiederum basiert der Beweis, daR voll expandidrsée erfillbar sind, auf einer ge-
eigneten Version von Hintikkas Lemma:

Definition 3.7.9 SeiL eine der einfachen Modallogiken; und 8&E Sig,, 4 €ine Si-
gnatur. Eine Meng& C TabFormy,.q(X*) von Tableauformeln, die keine bedingten
Markierungen enthalt, ist einle-Hintikka-Menge wenn sie die folgenden Bedingun-
gen erfullt:

1. Es gibt keine komplementaren atomaren Fornietnp undF:o:pin =.
2. Wenna € =, dann sindhv; undas in =.

3. Wenng € =, dann ist zumindest eine der Formeinund g, in =.

4. WennS:o:v € =, dann istS:7:vk in = fur alle 7 € Lab, fur dieo > 7 gilt.
5

. WennS:o:7 € =, dannistS:7:7; in = fUr wenigstens eim € Lab, fur daso > 7
gilt. O
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Lemma 3.7.10 SeiL eine der einfachen Modallogiken; und seie Sig,,.4 €ine Si-
gnatur. Wenre eineL-Hintikka-Menge ist (Def. 3.7.9), dann

1. wird = von einer Tableauinterpretation ifiubInterpy, (X*) (d. h., einer kanoni-
schenL-Interpretation) eriéillt und

2. wird = von jeder Tableauinterpretation dilit, die die atomaren Formeln i&
erfullt.

Beweis: Der zweite Teil des Lemmas kann leicht durch Induktion UdierStruktur
der Tableauformeln i& bewiesen werden.

Wegen Bedingung 1 in der Definition modaler Hintikka-Mend®ef. 3.7.9) kann
eine kanonische Tableauinterpretati@i, R, V'), I'), die die atomaren Formeln i
erfullt, wie folgt definiert werden, was — mit Hilfe des zwem Teil des Lemmas — den
ersten Teil des Lemmas beweist:

e SeilV die MengeLab aller Markierungen, die i& vorkommen;
e seil(o) = o, fallsc € W; und seil (o) andernfalls undefiniert;
e furalles, 7 € W geltesc R T genau dann, wenm > 7;

e seiV(p) ={o | T:o:p € Z}. 0

Lemma 3.7.11 Fur alle einfachen Modallogikeh hat der Tableaukall Cy, die star-
ke Korrektheitseigenschaft 1 aus Definition 3.5.8 (Angeemdteit der Menge der Ta-
bleauinterpretationen).

Beweis:Seim = (W, R, V') ein L-Modell, das die Formelmengg erfullt. Wir wis-
sen, daf’ = F fur alle F € §, wobeiw® die initiale Welt in#V ist.

Nun seiF,, fur alle n € N die Formel fur dien = [F'| (wobei [-] die Bijektion der
Menge der Formeln in die Menge der natirlichen Zahlen ist,vdn der Erweite-
rungsregel verwendet wird), uridsei wie folgt definiert: Es gelté(1) = w°, und fur
jede Markierung der Form.n gelte:

e Wenn es eine Welty € W gibt, die vonI(r) erreichbar ist, mitv = F,,, dann
setzel (t.n) = I(7.(n)) = w;

e sonst, wenn es keine solche Welt gibt, dennoch aber einedVelkistiert, die
von I () erreichbar ist, dann setZ¢r.n) = I(7.(n)) = w';

¢ andernfalls, wenn es keine Welt gibt, die vé(r) erreichbar ist, dann seien
I(7.n) undI(7.(n) undefiniert.
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Die L-Interpretation(m, /) ist per Konstruktion kanonisch, und auf3erdem erfullt sie
die Tableauformeln auf initialen Tableaus frweil 1(1) = w° = F fur alle F € 3.
O

Lemma 3.7.12 Fir alle einfachen Modallogikeh hat der Tableaukalld Cy, die star-
ke Korrektheitseigenschaft 2 aus Definition 3.5.8 (Koiiektder Erweiterung).

Beweis:Da der Kalkill gutartig ist, kdnnen wir Lemma 3.5.9 anwemde

Seill C TabFormm.q(X*) eine minimale Pramisse einer Konklusiohund eine ka-
nonischeL-Interpretation(m, I) € TabInterpy,(X*) erfulle II. Es ist leicht zu Uber-
prufen (getrennt nach Fallen entsprechend der FornTioal3(m, I) eine der Ex-
tensionen irC' erfullt. O

Lemma 3.7.13 Fur alle einfachen Modallogikeh hat der Tableaukalil Cy, die star-
ke Vollstindigkeitseigenschaft 1 aus Definition 3.5.10 (Angeméssistter Menge der
Tableauinterpretationen).

Beweis: Der Kalkil hat diese Eigenschatt trivialerweise, weil @gynaturen nicht
erweitert worden sind (alsb* = X)), und darum jedek-Modell in M(X*) eine Ein-
schrankung seiner selbst aufist. O

Lemma 3.7.14 Fur alle einfachen Modallogikeb hat der Kalkil Cy, die Volls&ndig-
keitseigenschaft 2 (Hifibarkeit voll expandierteAste) aus Definition 3.5.6; und er
ist stark semantisch analytisch.

Beweis:Sei B ein voll expandierter, nicht geschlossener Ast; undiseine Menge
atomarer Formeln auBabForm.,.q(X*), so dal fur keinp in ® sowohl¢ als auchy
ein Element vorform(B) U ® ist.

Dann ist Form(B) U ® eine L-Hintikka-Menge, und Lemma 3.7.10 impliziert, daf3
es eine Tableauinterpretatidm, I) gibt, die Form(B) U ® erfullt. Also hatCpr,
\olistandigkeitseigenschaft 2 aus Definition 3.5.6.

Gemald der Konstruktion dieser Tableauinterpretatioehésiden Beweis des Lem-

mas 3.7.10) qilt/(c) = o fur alle 0 € W, und die zweite Bedingung in Definiti-

on 3.5.16 ist also erfullt; und der Kalkul ist tatsachlistark semantisch analytisch.
0

Satz 3.7.15Fur alle einfachen Modallogikeh ist der Tableaukalil Cy, fur L korrekt
und vollséndig.
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Beweis: Gemal Satzen 3.5.4 und 3.5.7 reicht es aus, zu zeigerG;ddi@ beiden
Korrektheitseigenschaften aus Definition 3.5.3 und died®iVollstandigkeitseigen-
schaften aus Definition 3.5.6 hat. Das folgt jedoch sofostlaammata 3.7.11, 3.7.12,
3.7.13 und 3.7.14. O

Beispiel 3.7.16Wir beweisen, dal3
G =0(=pVq) AOpA (O=gqV Op)

in der Modallogik K unerfillbar ist (und also ihre Negatiett: eine K-Tautologie
ist). Abbildung 3.1 zeigt ein (voll expandiertes) gescblases Tableau, das Teil eines
Tableaubeweises fur (die K-Unerfullbarkeit var)ist. Die Knoten des Tableaus sind
numeriert; ein Pady; j] ist an den-ten Knoten angefiigt, die Nummgdeutet an, daf3
der Knoteni durch eine Anwendung der Erweiterungsregel auf eine Rsererzeugt
wurde, die die Formel des Knotepenthalt.

Man beachte, daf3, nachdem Formel 5 zum Tableau hinzugsfidie einzige mogli-

che Konklusion (die nicht schon auf dem Tableau ist) digjenst, die aus Formel 5
ableitbar ist und aus den Formeln 6 und 7 besteht; die beidéormeln 3 und 4

konnen zu diesem Zeitpunkt nicht benutzt werden, weil gdadehu keine Markierun-
gen der Forni.n enthalt.

Die Markierungen, die durch die Anwendung der Tableauregéldie aus demnr-
Formeln 5 bzw. 6 bestehenden Pramissen eingefuhrt wesitghl.1 = 1.[—¢| und
1.2 =1.[-p]. 0

3.7.4 Ein Kalkiil fiir die Modallogik K mit einer beziiglich v-Formeln ste-
tigen Erweiterungsregel

Die im vorangegangenen Abschnitt vorgestellte Erweitgsuegel fur Modallogiken
ist nicht stetig bezuglich Pramissen, dieFormeln enthalten, weil die Bedingung
beachtet werden muf3, dal Markierungen, die durch Regetalumgen auf eine-
Formeln eingefuhrt werden, in der Pramisse schon vorkemmuissen. Beispiels-
weise kann aus der Pramidde= {T:1:0p} keine Konklusion abgeleitet werden, und
ebenso kann nichts alls = {T:1.1:¢q} abgeleitet werden; aus der Vereinigung ¥én
undIl’ kann jedochr:1.1:p abgeleitet werden.

Der wesentliche Nachteil einer bezuglieH-ormeln nicht stetigen Erweiterungsregel
ist, dal3 es unmoglich ist, eine Version des Kalkils zu de#m, die freie Variablen
verwendet. Die-Formeln erlauben die Ableitung vieler ahnlicher Konktueen, wie
beispielsweise der Tableauformiell.n:p fur alle Markierungen der Formn, die auf
dem Ast vorkommen; alle diese Formeln durch eine einzigenebi:1. X :p darzu-
stellen, die eine freie Variabl& enthalt, ist nur moglich, wenn alle Instanzen von
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14 T:1:0(—p V q) AOp A (O—g V Op)
21 T:1:0(-p V q)
31 T:1:Op A (Og V O—p)

43 T:1:0p
53 1:1:0—q V O—p
65 1:1:0—q (75 T:1:0—p
6] T:1.1:1¢q 1177 T:1.2:=p
t9:8] F:1.1:q g7 F:1.2:p
o2 T:1.1:=p V q [194] T:1.2:p
[azao] T:1.1:=p 1210 T:1.1:q [20;18,|19] 1
(1311 F:1.1:p [16;9,:|I.2] 1
(144 T:1.1:p
[1513,14] L

Abbildung 3.1: Das Tableau aus Beispiel 3.7.16.

T:1.X:p zulassige Konklusionen sind (in unserem Beispiel ist debtrder Fall fur
Instanzenr:1.n:p, so dafdl.n nichtauf dem Ast vorkommt).

Dieses Problem kann vermieden werden, wenn man die Vorgedgfallen laf3t, dafld
alle Markierungen, die durch Regelanwendungen:abibrmeln eingefuhrt werden,
schon in der Pramisse vorkommen missen. Dann kann im olidgespiel, die Ta-
bleauformelT:1.(1):p ausII abgeleitet werden — ob die Markierung auf dem Ast
vorkommt oder nicht.

Dann wird es aber notwendig, um die Korrektheit des Kalkilldbewahren, die Exi-
stenz von Welten, die bedingten Markierungen entsprecbgater zu Uberprifen,
wenn Aste abgeschlossen werden. Zum Beispiel ist das (schinligerspriichli-
che Paai:1.(1):p undF:1.(1):p nicht notwendig inkonsistent, weil die Wdlf1.(1))

in einer Tableauinterpretation moglicherweise nichsagrt. Bevor wir dieses Paar als
inkonsistent bezeichnen konnen, missen wir also sithkxs, dal/(1.(1)) in allen
L-Interpretationen definiert ist, die den TableauBserfullen, der geschlossen wer-
den soll. Glucklicherweise kann dieses Wissen aus andmEbleauformeln auiB
abgeleitet werden. In unserem Beispiel wirde eine FormeBawie beispielsweise
G = T:1.1:q es,rechtfertigen”, das Padr:1.(1):p undF:1.(1):p zum Abschluf3 vor

zu verwenden; denn jede-Interpretationm, /), die B erfullt, muf? auchG erfllen,
und also muf¥(1.(1)) = I(1.1) eine Welt in dem Modelin sein. Der wesentliche
Punkt ist hier, daf’ die Markierungl von G gerade in der Positioonbedingtist,
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oV T:0:F
vk (o.(n)) F:o".F
fiir allen € N L

wobei[o] = [¢'], und
o, ¢’ sind durch Formeln
auf dem Ast gerechtfertigt

Tabelle 3.7:Die neuen Regelschemata des Kalk@fl$' fur die Logik K.

in der 1.(1) bedingt ist. DiesdJberlegungen werden nun auf den allgemeinen Fall
beliebiger Markierungen auSondLab(N) verallgemeinert.

Definition 3.7.17 Eine Markierungs € CondLab(N) mit j-ter Position[n;| (wobei
1 < j <|ol) ist durch eine Mengél € TabForm,,,q modaler Tableauformelge-
rechtfertigt wenn es eine Teilmeng vonII gibt, so dal3 fur jedes

1. eine in¥ vorkommende Markierung hat eine unbedingte aber sonstgigite
Positionn;; und

2. fur alle Markierungerr, die in ¥ vorkommen, gilt: wennr| > j, dann ist die
j-te Position inr entwede; oder(n;). O

Die Bedingung, dal3 die Markierungen komplementarer atenféormeln gerechtfer-
tigt sein miissen, um mit ihnen einen Ast abschlieRen zm&dnmacht die Erweite-
rungsregel unstetiger fur Pramissen, die Paare soldmplmentaren atomaren For-
meln enthalten. Das ist aber nicht sonderlich problemiatiseil die Regel fur solche
Pramissen ohnehin unstetig ist.

Abgesehen von der abweichenden Erweiterungsregel unchdaed® CondLab(N)
statt Lab(N) als Menge der Markierungen verwendet wird, stimmen Syntak $e-
mantik des neuen Kalkulg?" fur die Modallogik K mit Syntax und Semantik des
Kalkuls Cx uberein, der im vorangegangenen Abschnitt definiert worde Die
Signaturen werden nicht erweitert; und die MengeélInterp der Tableauinterpre-
tationen, die die Semantik von Tableaus beschreiben, Hieasts den kanonischen
L-Interpretationen (Def. 3.7.7).

Tabelle 3.7 zeigt dimeuenRegelschemata fir-Formeln und zum AstabschluBlle
Schemata der Erweiterungsregel des Kalkijs sind in Tabelle 3.8 zusammengefalit.
Die Erweiterungsregel’" vonC" ist wie folgt formal definiert.

Definition 3.7.18 Fur alle Pramissell C TabForm,.q sei&L" (I1) die kleinste Men-
ge, die die folgenden moglichen Konklusionen enthalti{eid-| eine Bijektion von
Formmeq(2) in die Menge der naturlichen Zahlen ist):
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Q 15 T:0:0OF F:0:OF T:0:OF
o o ‘ o T:0.(n):F F:o.(n):F T:on:F
a2 furallen € N wobein = [F]
F:.o:OF T:0:—F F:o:mF T:0:F
F:on:F F:o:F T:o:F F:.0o":F

wobein = [—F] L

wobei[o] = [¢'], und
o, ¢’ sind durch Formeln
auf dem Ast gerechtfertigt

Tabelle 3.8:Regelschemata des Kalkifl§™".

—{{a1,a0}}  furallea €11,

- {61}, {B.}} furalles eI,

—{{T:0.(n):F}} furalle T:0:OF € ITund allen € N,

—{{F:0.(n):F}} furalle F:0:CF € ITund allen € N,

—{{F:o.n:F}} furalleF:.o:0OF € II, wobein = [-F],

—{{T:on:F}} furalleT:o:OF €11, wobein = [F],

—{{L}} falls esT:o:F, F:0:F € II gibt, so daf{o] = [¢'] undo, o'

durchII gerechtfertigt sind.
O

Die neuen Regelschemata fivFormeln und zum Astabschlul3 kdnnen auch fur ande-
re der einfachen Modallogiken verwendet werden, die (agksind (in diesem Fall
ist der Rechtfertigungstest nicht notwendig, weil die tptetation aller Markierungen
definiert ist) oder die (b) weder symmetrisch noch euklidismd. Kalkile fur sym-
metrische und euklidische Logiken sind problematisch) ikee¢ Erweiterungsregeln
Markierungen verkiirzen konnen. Beispielsweise kannTdideauformelT:1:p aus
T:1.(1):0p abgeleitet werden, wenn die Logik symmetrisch ist. Die Sdikaseri-
eller Logiken garantiert, daf3 alle Markierungen tatsi@&bhWelten darstellen, aber in
nicht-seriellen Logiken ist es moglich, dal3 die Markiegundefiniert ist, die Mar-
kierung1.(1) aber nicht. Darum wird ein zusatzlicher Mechanismus bghdum
sicherzustellen, dal die Tableauforriiel:p nur dann am Abschlul3 eines Astes betei-
ligt ist, wenn die Markierung.(1) tatsachlich definiert ist. Dies kann man erreichen,
indem man eine zusatzliche Menge von Markierungen an jetdeduformel anhef-
tet, die alle gerechtfertigt sein miissen, wenn die Forreallzt wird, um einen Ast
abzuschlie3en (siehe (Beckert & Goré, 1997)).

Um die Vollstandigkeit vor€i?" zu beweisen, muf die Definition von Hintikka-Men-
gen so verandert werden, daf3 sie die Moglichkeit beiitibkigt, dal? Markierungen
bedingtsind (nur Bedingung 1 weicht von der Definition modaler Hikéi-Mengen
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ohne bedingte Markierungen ab, siehe Def. 3.7.9).

Definition 3.7.19 Eine Menge= C TabFormy.q(X*) von Tableauformeln ist eini€-
Hintikka-Menge mit bedingten Markierungewenn sie die folgenden Bedingungen
erfullt:

1. Es gibt keine komplementaren atomaren Formfetnp undF:¢o’:p in =, so daf3
[0] = [¢'] undo, ¢’ sind durch= gerechtfertigt.

2. Wenna € =, dann sindv; undas in =.
3. Wenng € =, dann ist mindestens eine der Formg{rund 3; in =.
4. WennS:o:v € =, dannistS:o.(n):vk in = fur allen € N.

5. WennS:o:7 € =, dannistS:o.n:m; € = fur wenigstens ein € N. O

Lemma 3.7.20 Wenn= eineK-Hintikka-Menge mit bedingten Markierungen ist, dann

1. wird = von einer Tableauinterpretation ifilabInterp (X*) (d. h., einer kanoni-
schenK-Interpretation) eréllt und

2. wird = von jeder Tableauinterpretation dilit, die die atomaren Formeln i&

erfullt.

Beweis:Wiederum kann der zweite Teil des Lemmas leicht durch Indukiiber die
Struktur der Tableauformeln i bewiesen werden.

Wegen Bedingung 1 in der Definition modaler Hintikka-Mengeih bedingten Mar-
kierungen (Def. 3.7.19) kann eine kanonische Tableayrgation((W, R, V), I),
die die atomaren Formeln i erfullt, wie folgt definiert werden, was — mit Hilfe des
zweiten Teil des Lemmas — den ersten Teil des Lemmas beweist:

e SeilW = {[o] | o € Lab ist durch= gerechtfertig;
e seil(o) = [o], falls [o] € W, und seil (¢) andernfalls undefiniert;

e fur alle 0,7 € W sei[r] genau dann vorio] erreichbar, wenmr = o.n oder
T =o.(n)fureinn € N;

e seiV(p) ={lo] | Tiop € =}. 0

Satz 3.7.21Der Tableaukalldl Ci2" fur die ModallogikK ist korrekt und vollsindig.
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Beweis:Dieser Satz kann in der gleichen Weise wie Korrektheit undsiandigkeit
des KalkulCk (Theorem 3.7.15) bewiesen werden.

Der Beweis der Korrektheitseigenschaft 1 (Angemessedbeitienge der Tableauin-
terpretationen) bleibt unverandert.

Zu zeigen, dafl3 der Kalkil die starke Korrektheitseigeaiéh(Korrektheit der Erwei-
terung) hat, ist etwas schwieriger, weil nun bedingte Mankngen in einem Tableau
auftreten konnen. Aber nur in dem Fall, dal3 eine Pramidseil®, einen Ast ab-
zuschlieen, kann das zu Komplikationen fuhren. Dann nadifdlgende Lemma
angewendet werden (das unmittelbar aus den Definitiongt) f&ei(m, I) eine ka-
nonischeL-Interpretation, und sei eine Markierung, die durch eine Mengkevon
Tableauformeln gerechtfertig ist. Wem, 7) die Formeln inlI erflllt, dann ist/ (o)
definiert.

Die Wollstandigkeitseigenschaften konnen in gleichexid® bewiesen werden wie fur
den KalkulCx — mit dem einzigen Unterschied, daf3 der Begriff der Hintikkange
aus Definition 3.7.19 und das entsprechende Lemma 3.7.2@wmdet werden, die die
bedingte Markierungen beriicksichtigen. O

Beispiel 3.7.22Wir setzen Beispiel 3.7.22 fort und zeigen die Unerfulkedirdersel-
ben Formel= wie dort, nun allerdings mit dem neuen Kalkiif". Abbildung 3.2 zeigt
ein geschlossenes Table@tr" fur G, das mit Hilfe der Erweiterungsregel vat™
konstruiert ist.

Da die Bedingung fallen gelassen wurde, dal3 die Markiemninde durch Anwen-
dungen der Erweiterungsregel auformeln eingefiihrt werden, schon auf dem Ast
vorkommen, ist es nun moglich, die Formeln 6 und 7 zum Tableazuzufigen, ob-
wohl ihre Markierungl.(1) noch nicht auf dem Ast vorkommt (sie ist jedoch in ihrer
zweiten Position bedingt).

Der linke Ast B; von T wird geschlossen, indem die Erweiterungsregel auf die
Pramisse angewendet wird, die aus dem komplementareRag ):p undF:1.(1):p

in den Knoten 7 bzw. 14 besteht. Die Markierungl) dieser Atome ist auB3; durch
die Formeln 10 und 11 gerechtfertigt, deren Markierungist. In diesem Fall ent-
halten die komplementaren Formeln bedingte Markierundennur durch eine dritte
Formel auf dem Ast gerechtfertigt sind, so dal’ der Reclgtergstest tatsachlich un-
verzichtbar ist. Der mittlere AsB; enthalt die komplementaren Formdirl.1:q und
T:1.(1):q in den Knoten 11 bzw. 13. Deren Markierung ist wiederum duliehFor-
meln 10 und 11 gerechtfertigt; letztere ist in diesem Fall des komplementaren
Paares. Der rechte Adt; enthalt das PaafF:1.2:p und T:1.(2):p komplementarer
Atome in den Knoten 18 bzw. 19. Die Markierumd2) der Formel in Knoten 19 ist
durch Formel 18 gerechtfertigt. O
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1 T:1:0(=p V ¢) AOp A (Og V O—p)
211 T:1:0(=p V q)
(31 T:1:0p A (O=g vV O—p)
43) T:1:0p
53 1:1:0—g V O—p
621 T:1.(1):=p V q

(741 T:1.(1):p
85 T:1:0—q \[9;5] T:1:O-p
(o8] T:1.1:—¢q 179 T:1.2:=p
(110 F:1.1:q g1z F:1.2:p
(126] T:1.(1):—p 1136] T:1.(1):q (1941 T:1.(2):p
11412) F:1.(1):p [16;11,'13]J_ [20;18,‘19]J_

[157,14] L
Abbildung 3.2: Das Tablead “" aus Beispiel 3.7.22.

3.8 Gutartige Kalkiile fiir die Fragmente MLSS und MLSSF
der Mengentheorie

3.8.1 Einfiihrung

In diesem Abschnitt wird ein gutartiger Tableaukalkiil; ss fur die Logik MLSS
vorgestellt, die ein entscheidbares Fragment der Mengernithist. Aul3erdem wird
eine Erweiterun@yssr des Kalkils fur das grof3ere Fragment MLSSF beschrieben,
das durch Anreicherung von MLSS mit freien (uninterprégiey Funktionssymbolen
entsteht (Abschnitt 2.6). Die gutartigen Kalki@lg;ss undCy.ssr Sind leichte Varia-
tionen der in (Beckert & Hartmer, 1998; Hartmer, 1997) bestienen Kalkile, die
nicht gutartig sind. Sie bauen auf den Tableaukalkule®WfiiSS aus (Cantone, 1997)
auf.

Der Kalkil Cyir.ss kann benutzt werden, um eine korrekte und vollstandige dreti-

dungsprozedur fur MLSS zu konstruieren. Formeln musssrt m Normalform sein,
wahrend die Erweiterungsregel des von Cantone defini&adkiils nur normalisier-
te MLSS-Atome handhaben kann (die keine komplexen Termiealteh) und eine
Vorverarbeitung erfordert, die die Eingabeformeln in nalisierte Formeln transfor-
miert. Der erweiterte Kalkifly ssp fur MLSSF verwendef -Unifikationstechniken,
um Termpaare zu finden, die erlauben einen Ast abzuschlief&m es gelingt zu
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zeigen, dal sie die gleiche Menge reprasentieren; au# dllesse kann der Suchraum
deutlich reduziert werden.

Mehrere andere Verfahren Behandlung der Mengentheorid@abieaukalkillen oder
Sequenzenkalkilen sind vorgeschlagen worden (ohne Badaimg auf ein bestimm-
tes Fragment): Brown (1978) stellte einen pradikatesicgen Sequenzenkalkil vor,
der Spezialregeln fur viele mengentheoretische Symhaieaét. De Nivelle (1997)
und Pastre (1978) prasentierten Sequenzenkalkile &irgentheorie; Shults (1997)
beschreibt einen Tableaukalkil mit speziellen mengem#dischen Regeln. Alle diese
Kalkl sind jedoch unvollstandig (d. h., keine Semi-Eisidungsverfahren).

3.8.2 Die Menge der Markierungen und die Erweiterung der Signaturen

Markierungen Die Modelle von MLSS und MLSSF bestehen aus nur einer Welt.
Wir benutzen die Markierung, um diese einzelne Welt zu reprasentieren. Also ist
Lab = {x}, undx ist die initiale Markierung. Wie in Kalkillen fur PL1 venmden wir

die Kurzschreibweis8:G fur Tableauformeln, d. h., die Markierurgwvird weggelas-
sen.

Erweiterung des Signaturen Eine Ungleichund-:(s = t) impliziert die Existenz
eines Elementes, das in einer der beiden Mengemd ¢ nicht aber in der ande-
ren vorkommt. Die Erweiterungsregel unseres Kalkils thdigse Tatsache fur die
Einfuhrung einer Skolem-Konstanten, die das existieedfldment darstellt, wenn sie
auf eine Ungleichung angewendet wird. Fir die Skolemisigrverwenden wir eine
unendlichen Mengé'***(3) von Konstanten, die disjunkt ist vari(X:).

Die Erweiterung einer MLSS- oder MLSSF-Signator= (P(X), F(X), «(X)), die
zur Konstruktion von Tableauformeln verwendet wird, istoal

£ = (P(X), F(Z) U F*(S),a(S) Ua™ (D)) ,

wobeia®*° (Y)(c) = 0 fur allec € Fs+°(%).

3.8.3 Die Erweiterungsregel fiir MLSS

Schemata fiir nicht-atomare Formeln Die nicht-atomaren MLSS- und MLSSF-
Formeln werden wie gewohnlich im- und g-Formeln eingeteilt. Die Erweiterungs-
regel&yrss von Cyrss ist fur ausa- und G-Formeln bestehende Pramissen durch die
Schemata aus Tabelle 3.9 definiert (wir benutzen eine \genaléinerung, bei der die
ausa- und -Formeln abgeleiteten Konklusionen aus einer beliebigail ¥on Ta-
bleauformeln bzw. Extensionen bestehen kdnnen).
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o g

651

On

Tabelle 3.9:Verallgemeinerte Schemata féir und 5-Formeln.

‘ Name‘ « ‘ Qy.en., Oy ‘
(R1) T:(sCt) T:(s~sMt)
(R2) F:((sCt) F:(s~sMt)
(R3) T:(s Et; Mty) T:(s Ety), T:(s Ety)
(R4) TZ(S Etl \t2) TZ(S Etl), (S Et2)
(R5) F:(s Ety Uty) F:(s Et1), F:(s Ety)
(R6) | F:(s E{t1,...,tatn) | F:(s = t1),...,F:(s & t,)

| Name | 5 | Bis..., B |
(R7) T:(s Ety Uty) T:(sEt), T:(s Eta)
(R8) F:(s Et1Mty) F:(s Ety), F:(s Ety)
(R9) F:(s Ety\ t2) F:(s Ety), T:(s Ety)
(R10)| T:(s E{t1, ..., tu}tn) | Ti(s = t1),..., T:(s = t,)

Tabelle 3.10:Regelschemata fur das Aufspalten komplexer Mengenterme.

Schemata fiir das Aufspalten komplexer Mengenterme Es gibt zehn verschie-
dene Erweiterungsregel-Schemata fur das Aufspalten lex@pMengenterme; sie
wenden einfache mengentheoretische Lemmata an, wie,wdhns € ¢; U ¢y, dann

s € t; oders € t;”, um (a) Atome, die das Ist-Teilmenge-von-Pradikaenthalten,
zu eliminieren und durch (Un-)Gleichungen zu ersetzen bjy&@mplexe Terme auf
der rechten Seite des Ist-Element-von-Pradikatésihre Bestandteile aufzuspalten.
Diese Schemata konnen als Instanzen der verallgemaingctgemata fue- und -
Formeln aus Tabelle 3.10 beschrieben werden; sie sind ielléa® 10 aufgelistet.

Schemata fiir Gleichungen und Ungleichungen

Es gibt drei

i Typen spezieller

Erweiterungsregel-Schemata fur Handhabung der Glerchimel Ungleichheit von

Mengen.

Erstens gibt es zwei Schemata ((EQ1) und (EQ2) in Tabellg) 3die die,Anwen-
dung” einer Gleichung:(¢; =~ t,) auf andere Atome erlauben — allerdings nur in sehr
eingeschrankter Weise: eine Gleichung kann nur auf diestb&bene (also nicht auf
Teilterme) der rechten Seite eines positiven Atoms mit deadiRatensymbok an-
gewendet werden. Das heifl3t, eine Gleichung kann nur angiewererden, um eines
der AtomeT:(s £¢;) und T:(s E t2) aus dem jeweils anderen abzuleiten. Diese Ein-



3.8 Gutartige Kalkule fur die Fragmente MLSS und MLSSF Mengentheorie 71

Ti(tl ~ tQ) Ti(tl ~ tQ) TI(Sl Et)
TI(S Etl) TI(S EtQ) FZ(SQ Et)
TI(S EtQ) TI(S Etl) FI(Sl ~ 82)
(EQ1) (EQ2) (R11)
Fl(tl =~ tQ)
T:(cEt) | F:(cEh) T:(sEt) | F:(s EY)
Fi(cEty) | T:(c Ety) wobeis bzw.{...,s,...}
beic — sk Fe(t ~ ¢ undt bzw.{... ¢, ...}
Wobele = O(ngsg( (th ~ 1)) Top-level-Terme auf dem Ast sind
(Cut)

Tabelle 3.11: Regelschemata fir Gleichungen und Ungleichungen und das
Schnittregel-Schema.

schrankung ist wichtig, da die Moglichkeit, Gleichung&ahllos auf andere Atome
anzuwenden, zu einem sehr viel groReren Suchraum fuhieshew

Zweitens ist es moglich, die Ungleichurig(s; ~ s5) ausT:(s; E¢) und F:(sy E1)
abzuleiten ((R11) in Tabelle 3.11). Dieses ErweiterungmrSchema beruht auf der
Tatsache, dald zwei Objekte verschieden sein missen, virgs1v@n ihnen in einer
Menge vorkommt das andere aber nicht.

Drittens gilt auch das umgekehrte: Wenn zwei Mengennd ¢, verschieden sind,
dann enthalt eine von ihnen ein Elementlas nicht auch Element der anderen Menge
ist. Unglucklicherweise fuhrt dies zu einem verzweigemdRegelschema ((R12) in
Tabelle 3.11), weik eine Element vor, (und nicht vont,) oder ein Element von,
(und nicht vont;) sein kann. Statt eineuesSymbol einzufiihren, das das unbekannte
Elemente reprasentiert, verwende wir eirfgkolem-Konstanten-Zuweisyrdie jeder
Ungleichung auf eindeutige Weise eine Konstante zuordietlich wie die Skolem-
Term-Zuweisung aus Definition 3.6.2, dieFormeln einen Skolem-Term zuweist);
auf diese Weise wird die Monotonie und also die Gutartigiteit Erweiterungsregel
bewabhrt.

Definition 3.8.1 Sei eine MLSS- oder MLSSF-Signatilr gegeben. Einé&kolem-
Konstanten-Zuweisun(@ir MLSS bzw. MLSSF) ist eine Funktioskoyssr, die jeder
Ungleichungp = F:(t; ~ t5) in TabForm(X*) eine Konstante

3k0MLSSF(¢) =cc FSkO(Z)

zuweist, so daR fur alle’ € F*¥(3) folgendes gilt: wenrt’ in ¢ vorkommt, dann
c > ¢/, wobei> eine beliebige aber feste Ordnung &uf () ist. O
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Das Schnittregel-Schema Das Schnittregel-Schema ((Cut) in Tabelle 3.11) kann
angewendet werden, um einen Astzu erweitern, wobei nur solche Atome der Form
s E t als Schnittformel verwendet werden kdnnen, deren Teroned ¢

e Top-level-Terme (nicht nur Teilterme) eines Atoms &usind, oder

e direkte Teilterme von Termen der Fofm. ., s,...} bzw.{... ¢,...} sind, die
wiederum Top-level-Term eines Atoms aRfsind.

Das Schnittregel-Schema wird nur selten bendotigt, umreB@wveis zu konstruieren;
benotigt wird es beispielsweise, um implizite Enthaltans-Zyklen auf einem Ast
aufzuspuren, siehe Abschnitt 3.8.3.

Beispiel 3.8.2WennT:(t; E {ta, t3 Mt,4}) undT:(t5 M ts = t7) Atome auf einem Ast
sind, dann durfem,, t,, (t3 M ty), (t5 M tg), t; als Terme in Schnittformeln verwendet
werden, unds, t4, t5, tg durfen nicht verwendet werden (es sei denn, das ware durch
andere Atome auf dem Ast gerechtfertigt) O

Schemata fiir den AstabschluB Eine Anwendung der Erweiterungsregel des Kal-
kils Cyi,ss fugt Formeln zu einem Tableauast hinzu, die in allen MesgeRturen
wahr sind, die Modelle des Astes sind; der Zweck der Regetsala fur den Ast-
abschluf3 ist es, Inkonsistenzen aufzudecken, also ForoagelnFormelmengen, die
in allen Mengenstrukturen falsch sind. Es gibt vier Arteftlser Inkonsistenzen, die
berticksichtigt werden mussen:

1. In keiner Mengenstruktur konnen eine Formelind ihr Komplement wahr
sein; darum erlaubt eine Pramisse, die ein Raarenthalt, — wie in allen Kal-
kulen — die Ableitung der Konklusiof{ 1 }} (es ist fur die Vollstandigkeit des
Kalkuls ausreichend, nur komplement&t@mezu beriicksichtigen).

2. Kein Objekt ist ein Element der leeren Menge; darum istgefitom der Form
T:(t £ 0) unerfillbar.

3. Da kein Objekt von sich selbst verschieden ist, sind AtdereFormF: (¢ ~ t)
unerfullbar.

4. Die Existenz eines Enthaltenseins-Zyklus, d. h., vondéen, ..., u;, so daf}
u; € uip1 (1 <i < k)unduy, € uy, wirde dem Fundierungs-Axiom der Men-
gentheorie widersprechen. Tatsachlich gibt es per Kokttm in der von-Neu-
mann-Hierarchie keine Mengen, die einen EnthaltenseykduZ bilden. Also
erlauben Atome, die einen Enthaltenseins-Zyklus definijeegtnen Ast abzu-
schlieRBen; insbesondere ®Bt(¢ = ¢) unerfillbar.

Im folgenden ist die Erweiterungsregel des Kalkiig ss formal definiert:
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Definition 3.8.3 SeiY. eine MLSS-Signatur.

Fur alle Pramissel C TabFormyss(X*) seiéurss(X*) (IT) die kleinste Menge, die
die folgenden Konklusionen enthalt:

- {{aq,...,an}}
fur allea € II (Tabellen 3.1 und 3.10);

- {6}, {Bu}}
fur alle g € II (Tabellen 3.1 und 3.10);

- {{T:(s E)}}
furalle (@)T:(s Et1) und (b)T:(¢; &~ t3) oderT:(ty ~ t1) in II;

— {{F:(s1 = 52)}}

furalleT:(s; Et) undF:(sy E¢) InTI;

- {{T:(set)}, {F:(sEL)}}

fur alle Mengenterme undt, so daf3

1. soder{...,s,...},und
2. toder{... t,...},

als Top-level-Terme in Atomen i auftreten;

- {{T:(cEH),F:(cEl)}, {F:i(cEL), T:(cEt)}}
fur alle F:(¢; ~ t5) in II, wobeic = skoyrsse(F: (1 = t3));

- {1}

falls

1. T:0:G,F:0:G € II fur ein Atom@,

2. T:(t £0) €11,

3. F:(t = t) e,

4. esfureink € NAtomeT:(t; Et;41) (1 <i < k)undT:(tx Etp)in Tl gibt. O

3.8.4 Korrektheit, Vollstindigkeit, Terminierung
Der im vorangegangenen Abschnitt definierte Katkil>S ist korrekt und vollstandig

(ein Beweis findet sich in (Hartmer, 1997)). Er hat die Kothehts- und Vollstandig-
keitseigenschaften aus Definitionen 3.5.6 und 3.5.8.

Satz 3.8.4Der Kalkiil CME5S fiar MLSS ist korrekt und vollsindig.
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Ohne weitere Einschrankungen ist der Kalkif“>® jedoch keine Entscheidungspro-
zedur. Das Regelschema fur Ungleichungen ((R12) in Tal¥11) fuhrt zusatzliche
Konstanten ein und das Schnittregel-Schema kann — in \@wbigpmit Schema (R11)
— benutzt werden, um neue Ungleichungen aus diesen zabétzKonstanten zu kon-
struieren; die Wechselwirkung dieser Erweiterungsr&ptlemata kann zu unendli-
chenAsten fihren.

Glucklicherweise kann der Kalkul leicht in eine Entscheigsprozedur verwandelt
werden, indem man die die Vollstandigkeit bewahrendedhiremkung hinzufugt, daf?
solche Ketten,, c,, . . . niemals unendlich sein durfen, bei denen die Konstgreem
Ast hinzugefugt wird, indem das Regelschema (R12) auf €imgleichung angewen-
det wird, die die Konstante;, ; enthalt; die maximale Lange solcher Ketten ist die
Zahl der (Teil-)Terme in der Formelmenge deren Erfulllegrkberprift werden soll.

Definition 3.8.5 SeiTy, . .., T, eine Folge von Tableaus fir eine Mergjgon MLSS-
Formeln, die mit Hilfe der Erweiterungsreggl;;ss (Def. 3.8.3) konstruiert worden
ist.

Der Rangrk(s) eines Mengenterms in der Folge von Tableaus ist wie folgt defi-
niert: Wenns in § vorkommt oder durch eine Anwendung eines der Regelschemata
(R1) und (R2) eingefiihrt wurde, dann séi(s) = 0; andernfalls, wenn alse eine
Konstante ist, die dadurch eingefuihrt worden ist, dal’ dmgRchema (R12) auf eine
UngleichungF:(#; = t;) angewendet worden ist, dann ist sein Rang

rk(s) = 1+ max{rk(t,), rk(t2)} .
O

Definition 3.8.6 Ein Tableaul fur eine Menge§ von MLSS-Formeln isersclopft,
wenn keine ErweiterungsregelanwendungBAumhoglich ist, ohne daf3

¢ eine Konstante eingefiihrt wird, deren Rang grol3er al&Zdld der (Teil-)For-
meln in§ ist oder

e ausschliel3lich Formeln zu einem ABtvon T hinzugefiigt werden, die schon
auf B vorkommen.

Man beachte, das ein Tableau, das erschopft ist (Def.)3.@éht immer auch voll
expandiert ist (Def. 3.5.5).

Satz 3.8.7Es gibt genau dann ein ersgfftes, nicht geschlossen@g; ss-Tableau @r
eine Menge§ von MLSS-Formeln, werferfullbar ist.

Wenn also eine Folge von Tableaus fur eine Me§geon MLSS-Formeln irfairer
Weise konstruiert wird (d. h., alle moglichen Regelanwergen werde friher oder
spater ausgefuhrt), dann wird die Konstruktion nach iehdtielen Schritten mit ei-
nem Tableau terminieren, das (a) geschlossen ist — dagnuserfillbar — oder das
(b) erschopft ist — dann igt erfullbar.
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3.8.5 Einschriankungen des Suchraums

Auch wenn der Suchraum des Kalkidlg; ss mit der im vorangegangenen Abschnitt
beschriebenen Einschrankung endlich ist, ist er doch gt — wegen des Indeter-
minismus des Schnittregel-Schemas und weil die Zahl destéoren, die eingefuhrt
werden konnen, exponentiell ist in der GrofRe der Formeljeederen Erfullbarkeit
Uberprift werden soll.

Glucklicherweise ist es moglich, die Anwendung des Stttegel-Schemas stark ein-
zuschranken, was gleichzeitig auch die Zahl der neu eimgefn Konstanten redu-
ziert, weil eine Konstante, vom Rangk nur aus einer Ungleichung erzeugt werden
kann, die eine Konstanig ; vom Rangk — 1 enthalt. nachdem das Schnittregel-
Schema mit einem Atom als Schnittformel angewendet worggrdasc,_; enthalt.
Die Idee ist nun, zuerst alle Regelschemata aul3er dem 8efgeitSchema so lan-
ge anzuwenden, bist keine weiteren Regelanwendungen niglicinsind, die neue
Formeln zuAsten hinzufiigen, und dann eiRealisatioreines offenen Astes zu kon-
struieren. Die Realisation eines AstBsapproximiert eine Mengenstruktur, die die
Formeln aufB erfullt (falls B erfullbar ist); sie erfullt zumindest alle Atome der Form
T:(t; Ety) auf B. Wenn die Realisation nicht auch alle anderen Atomeraeffiillt,
dann kann sie verwendet werden, um Schnittregelanwendunginden, die (zumin-
dest teilweise) nutzlich und sinnvoll sind.

Das Umschalten zwischen der Erweiterung von Tableauastdnder Konstruktion
moglicher Modelle und die Art und Weise, wie diese Model@ngtruiert werden,
ahnelt der Methode, die in (Cantone, 1997) beschrieben ist

Definition 3.8.8 Sei X eine MLSS-Signatur; und sél eine Menge von MLSS-Ta-
bleauformeln tilbeE*. Wir definieren folgende Bezeichnungen:

e G bezeichne die Menge aller Mengenterme Ubedie in II als (Teil-)Terme
vorkommen,;

e )V bezeichne die Menge (a) aller Terrhe G, so dal’iT:(¢ E s) ein Atom inII
ist, und (b) aller Konstanten ads die inII vorkommen;

e 7 bezeichne die Menge aller Konstanten, diéliwmorkommen, aber nicht Ele-
ment vonY sind,;

e ~ bezeichne didquivalenzrelation au§ U 7, die durch die Gleichungen in
induziert wird;

e 7' bezeichne die Menge allerc 7, so dal¥ « s furalles € G;
e V' bezeichne die Meng®@ U T) \ T';

e u,. sei fir jedesc € 7' ein Element der von-Neumann-Hierarc®ie das von
allenu. mit ¢ # ¢’ verschieden ist. O
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Man beachte, daf®’ die Konstanten enthalt, die durch Anwendungen des Reueisc
mas (R12) fur Ungleichungen eingefuhrt worden sind urelnicht gleich anderen
Termen sind (bzgl. der Gleichungen auf dem Ast). Die Intadron dieser Konstan-
ten mufld von der Interpretation aller anderer Terme verdehisein; wahrend Terme
in V' die gleiche Interpretation haben kdnnen.

Definition 3.8.9 Sei ¥ eine MLSS-Signatur; sdil eine Menge von Tableauformeln
uber¥*; und seit ein Mengenternil. Dann ist die Mengéy; (¢) derimpliziten Vor-
gangervont wie folgt definiert:

S

1. Pr(0) =
Pu(c) ={s € VUT | T:(s Ec) € I1} fur Konstanter;

Pty Uts) = Pr(ty) UP(ts);

Pr(tq \tg) Pn(tl) \Pn(tg); und

Pu({ti,. . tutn) ={s €VUT | T:(sE{t1,...,tatn) €M} U{ts,. .., tn}.
O

2
3
4. Pr(ty Mty) = Pr(ty) N Prlty);
5
6

Die Mengen impliziter Vorganger konnen benutzt werdem, implizite Enthalten-
seins-Zyklen aufzudecken. Wenn beispielsweisePr (t),t € Pr(s) fur Termes, ¢
gilt, dann kann der Ast geschlossen werden, und es ist nmiemdig, die Erwei-
terungsregel (und besonders das Schnittregel-Schemayvanden, um den Zyklus
explizit zu machen. Also kann der Kalkul mit Hilfe der Vangger-Mengen starker ge-
macht werden, indem ein weiteres Regelschema zum Abschhulsten hinzugefigt
wird:

Definition 3.8.10 Der Kalkil C;; g5 Stimme mit dem KalkiCyy ss bis auf seine Er-
weiterungsregef,; o5 Uberein, die wie folgt definiert ist:

Fur alle MLSS-SignatureR und alle Pramissell C TabFormyypss(X*) bestehe die
Menge&,; s5()(I1) aus

— den Konklusionen igyss(X) (IT) (Def. 3.8.3) und

— der Konklusion{{ L }}, falls die Mengen der impliziten Vorganger der Termdlin
einen Zyklus enthalten, d. h., falls es Mengenterme. ., ¢, gibt, die als (Teil-)
Terme inIT auftreten, so da € Pr(ta), ..., tn 1 € P(tn), tn € Pul(ty). O

Satz 3.8.11Der Kalkill Cy;; o5 fir MLSS ist korrekt und vollsindig.
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Die MengePr(t) impliziter Vorganger enthalt diejenigen Terme, die Eéate der
Menge reprasentieren, die vomeprasentiert wird, und deren Enthaltensein aus den
Atomen der Fornl:(s £ a) in IT (wobeia eine Konstante ist) und durch Anwendung
der Definitionen der Mengenoperationen abgeleitet werden kDieRealisatioreiner
Menge von Tableauformeln geht dariiber noch hinaus: sanstpartielle Definition
einer Mengenstruktur, in der verschiedene Terme durchldielge Menge interpretiert
werden konnen.

Definition 3.8.12 Sei X eine MLSS-Signatur; und séi eine Menge von Tableaufor-
meln Uber:* mit L ¢ TI. Die RealisationRy(t) eines Terms, der inII vorkommt,
ist wie folgt definiert:

1. Ru(t) =0, fallst = 0,
2. Ru(t)
3. Rult)

= {Rn(s) | s € Pu(t)} U{w}, fallst € 7’2 und

={Ru(s)| s € Pul(t)} sonst. 0
Die Realisation ist effektiv berechenbar und kann benué&ztien, um die Anwendun-
gen des Schnittregel-Schemas einzuschranken: voraizgesn AstB ist erschopft
bezuglich aller anderer Erweiterungsregel-Schematd? das Schnittregel-Schema
nur auf solche Terme angewendet werden, die in Atomen varkem dienicht von
der RealisatiorR; erfullt werden, wobell = Form(B) (wenn es kein solches Atom
gibt, dann ist der Ast erfullbar, und die Suche nach einebieBibeweis terminiert).

Wenn beispielsweisE: (¢, £ t5) ein Atom inIl ist, aberRy(t;) € Ru(t2), dann mul3

es einen Terny geben, so dal (8fn(s) = Ru(t1) (d.h., die Realisation vos ist
dieselbe wie die vor,) und (b)s ist ein implizites Element von, (d. h.,s € Pr(t2))

— aber dieses implizite Enthaltensein ist (noch) nicht iekpdlargestellt (es gibt kein
Atom T:(s E t9) in II). In diesem Fall, wird das Schnittregel-Schema mit dem Atom
T:(s Ety) als Schnittformel angewendet.

Der folgende Satz sagt aus, daf3 die Vollstandigkeit dekits(l’;;; ¢ erhalten bleibt,
wenn Realisationen verwendet werden, um die Anwendung clestBegel-Schemas
einzuschranken (ein Beweis findet sich in (Hartmer, 199%)an beachte, dal3 der
Kalkul nicht abgeschwacht wird, sondern dal3 die Einsckung eine Technik ist, um
Beweisprozeduren, die adf;, i basieren, effizienter zu machen.

Definition 3.8.13 Wenng eine unerfullbar Menge von MLSS-Formeln ist, dann gibt
es einen Tableaubewds, . . ., T,, fur §, der unter Beachtung folgender Einschrankun-
gen konstruiert ist:

Das Schnittregel-Schema wird nur dann angewendet, um &ledal;,, ausT; ab-
zuleiten, wenn der AsB von T}, der erweitert wird,

3 Man muB sicherstellen, daR die fir alle Termet von Ry () verschieden sind; es ist immer
moglich, solche.. zu wahlen.
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1. nicht geschlossen ist und

2. mit keinem anderen Erweiterungsregelschema eine FormeB hinzuzufugt
werden kann, die nicht schon abfist;

und die Schnittformell:(s = t), die fur die Erweiterung verwendet wird, eine der
folgenden Bedingungen erfullt, wobBi= Form(B):

1. @ T:(t~t) e,
(b) Ru(t) # Ru(t'), und
() i.se€Pult),s¢ Pu(t),undF:(s Et) ¢ II, oder
ii. s€Pu(t),s ¢ Pn(t),undT:(s Et') ¢ 1,
2. (@ F:(t=t),F:(cEt),undT:(c EY) € II (fur eine Konstante),
(b) Ru(t) = Ru(t'), Ru(s) = Ru(c), und
(€) s € Pul(t),s ¢ Pu(t'),undT:(s £¢t) ¢ II,
3. (@ F:(f'et) eTl,
(b) Ru(t") € Ru(t), Ru(s) = Ru(t'), und
(€) s € Pu(t),undT:(s Et) ¢ II. 0

3.8.6 Ein Vergleich mit Cantones Kalkiil
Der im vorangegangenen Abschnitt beschriebene Kalkids fur MLSS hat gewisse
Gemeinsamkeiten mit dem von Cantone (1997) beschriebétierwesentlicher Un-

terschied ist, dafl Cantones Kalkil andrmalisierteAtome beschrankt ist, d. h., auf
Atome, die keine komplexen Mengenterme enthalten.

Definition 3.8.14 Eine atomare MLLS-Tableauformelist genau danmormalisiert
wenn sie von der Form

ist, wobeia, b, c undby, . . ., b, Konstanten sind. a
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Es gibt eine erfullbarkeitserhaltende Transformatiolebeer endlicher Mengef
von MLSS-Tableauformeln in Mengen normalisierter Atomie, darauf beruht, neue
Konstanten alsAbkirzungen® fur komplexe Terme einzufiihren. Beispiedise wird

T:(a=(bNY))

durch
T:(cx (bNY)) und T:(a Ec)

ersetzt, wobet eine neue Konstante ist. Der Overhead fur die Ausfuhrueged
Transformation ist vernachlassigbar, weil ihre Berecigakomplexitat polynomiell
in der GroR3e der zu transformierenden Menge ist. Allerslifignhrt die Einflihrung
neuer Konstanten zu einem sehr viel grof3eren Suchraum e umelsr, als diese neuen
Konstanten in Gleichungen auftreten.

Die Regelschemata (R7), (R3), (R4) und (R10) unseres Katiiid — in Verbindung
mit den Regelschemata (EQ1) und (EQ2) — ErweiterungekdiinplexeMiengenterme
der entsprechenden Schemata in Cantones Kalkill. Bessmide entspricht unser
Regelschema (R3), das erlaubt,

T:(aEb) und T:(a EV') aus T:(aE(bND))
abzuleiten, Cantones Regelschema, das erlaubt,
T:(aEb) und T:(a V) aus T:(cx (bMb')) und T:(a Ec)

abzuleiten (fur allex, b, ¢).

Es gibt in Cantones Kalkil kein Regelschema, das unsereensata fur Atome, die
Nichtenthaltensein ausdriicken ((R5), (R8) und (R9))smmtht. Betrachten wir die
drei Atome

¢: F:(CE(blLJbQ)\bg), ¢1 :TI(CEb1), wg = FI(CEbg) s

deren Konjunktion unerfillbar ist. Um einen Ast, der didédeme enthalt, zu schlie-
Ren, werden unsere Regelschemata (R9) und (R5) angewendeas Atomy aufzu-
spalten und abzuleiten, daR eines der Komplementend 1/, wahr sein muR}, was
erlaubt, die zwei entstehenden Teilaste zu schlieRehgsias Tableduin Abbil-
dung 3.3 (a)). Da in Cantones Kalkil kein Regelschemata Aufspalten vong
existiert, missen statt dessen Schemata fur Atome, dieE@nsein ausdricken, ver-
wendet werden, um ausy;, undi), abzuleiten. Zuerst mu@ normalisiert werden;
das Ergebnis sind die Atome

FI(C Edl), Ti(dlzdg\bg), TI(dQ%blL”)Q) ,

4 An deni-te Knoten in diesem Tableau ist die Bezeichniing; (R)] angeheftet, was andeutet, dal
seine Formel durch Anwendung des Regelschemas (Rjugsr auf eine Pramisse erzeugt wurde,
die aus der Formel desten Knotens besteht.
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[Lo] F:(C E (b1 L bQ) \bg) [1,0] F:(C E (b1 L b2) \ bg)
[Z91] Ti(C E bl) [2341] T:(c E bl)
[3is] T:(c E by) [3ia] T:(c E bg)
~— |
[4LR9) F:(c E (b1 Uby))  51:R9) T:(c Eb3) [4:1;(Norm)] I|::(c Edy)
[6:4:R5)] F:(c E bo) [9:(3,5);(Compl)] L (5:1;(Norm)] T:(dy & do \ b3)
|
[8:(2,6);(Compl)] L 16:1;(Norm)] T:(dy & by LI by)
|
(a) (7:2,6) T:(c E dg)

18:(3,5)] T:l(c Edy)

[9:4,8);(Compl)] _L
(b)

Abbildung 3.3: Konstruktion eines geschlossenen Teiltableaus mit (a) dem
Kalkil Cyirss und (b) Cantones Kalkdll.

wobeid; den Term(b; LI by) \ b3 abkirzt undi, den Termb; LI b,. Dann kdnnen mit
zwei Regelanwendungeh:(c £ d,) und T:(c E d;) abgeleitet werden. Das letztere
dieser beiden Atome kann verwendet werden, um den Ast ablzelden; es entspricht
der Normalisierung des Atoms(siehe das Tableau in Abbildung 3.3 (b)).

Die Notwendigkeit (und Moglichkeit), komplexere Termesainfacheren zu konstru-
ieren, fuhrt zu einem grofReren Suchraum. Unser Kalkéd kmplexe Terme in ein-
facherer aufspaltet, ist zielgerichteter.

3.8.7 Ein gutartiger Kalkiil fiir MLSSF

Um den im vorangegangenen Abschnitt beschriebenen Kalkids fur MLSS zu
einem KalkulCy.ssr fur das groRere Fragment MLSSF zu erweitern, genugt es,

¢ die Vorbedingung fur die Anwendbarkeit der GleichheiggleSchemata abzu-
schwachen (die neuen Schemata (EQ1’) und (EQZ2’) sind iell&B.12 enthal-
ten) und

¢ ein Schnittregel-Schema hinzuzufigen, dal? Gleichunigedchnittformeln ver-
wendet (das Schema (Cut’) in Tabelle 3.12).

Die neuen Regelschemata missen nur auf funktionale Mésgea angewendet wer-
den. Nicht-funktionale Terme (auch wenn sie nicht reine dfgrierme sind), kdonnen
die Erweiterungsregel-Schemata des Kalkiilsss handhaben. Die Erweiterungsre-
gel Evrssk Von Cyrsse ISt unten formal definiert.
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Ti(s=t) T:(t =~ s)
o o[s] T:(t1 ~ to) | F:(t1 = to)
Plt] Blt] wobeit,, t, Terme auf dem Ast sind,
wobei das Vorkommen vosin ¢ von denen wenigstens einer funktional ist
innerhalb eines funktionalen Terms ist (Cut)

(EQ1)  (EQ2)
Tabelle 3.12:Zusatzliche Erweiterungsregel-Schemata fur MLSSF.

Definition 3.8.15 SeiX. eine MLSSF-Signatur.

Fur alle Pramissefl C TabFormysse(X*) seiéurssr (X7)(I1) die kleinste Menge,
die die folgenden Konklusionen enthalt:

- {{aq,...,an}}
fur allea € I (Tabellen 3.1 und 3.10);

— {61}, {Bn}}
fur alle g € 11 (Tabellen 3.1 und 3.10);

— {{olt]}}
fur alle () ¢[s] und (b) T:(s &~ t) oderT:(t ~ s) in II, so daf3s ein echter Teil-

term eines funktionalen Terms if]s] ist, wobei@[t] aus¢[s| entsteht, indem ein
Vorkommen vons durcht ersetzt wird,;

— {{F:(s1 = 52)}}

furalleT:(s; E¢) undF:(sy E¢) InTI;

- {{T:(s e}, {F:(s EO)}}
fur alle Mengenterme undt¢, so daf3
1. soder{...,s,...},und
2. toder{...,t,...},

als Top-level-Terme in Atomen i auftreten;

- {{T(tl ~ tQ)}, {F(tl I~ t2)}}
fur alle Mengenterme, undi,, die inII vorkommen und von denen wenigstens
einer ein funktionaler Term ist;

- {{T:(cEt),F:(cEL)}, {F:i(cEL), T:(c Ets)}}
fur alle F:(¢; ~ ty) inII, wobeic = skoyrsse(F:(t1 = t2))

- {1}

falls

1. T:0:G, F:0:G € II fur ein Atom@G,
2. T:(t £0) €11,
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3. F:(t=t) eTl,
4. esfureink € NAtomeT:(t; Et;11) (1 < i < k)undT:(t, E¢)in I gibt. O

Der Kalkl Cyyp,ssr fur MLSSF ist korrekt und vollstandig (ein Beweis findethsiin
(Hartmer, 1997)); er ist jedoch keine Entscheidungsprozed

Satz 3.8.16Der Kalkill Cyi1.ssr fur MLSSF ist korrekt und vollandig.

3.8.8 Einschrinkung des Schnittregel-Schemas mit Hilfe von Starrer E-
Unifikation

Die im vorangegangenen Abschnitt eingefiihrten zusdiezh Regelschemata des Kal-
kills Cyir.ssr sind hochgradig nicht-deterministisch. In diesem Abstthrg@schreiben
wir ein Erweiterungsregel-Schema fur MLSSF, das sehraiggjerichteter ist, und zu
einem kleineren Suchraum fuhrt. Es basiert auf dem Kondepdtarren E-Unifika-
tion.

Definition 3.8.17 SeiX eine MLSSF-Signatur.

Eine Gleichung mit starren Variablerst eine Formel mit starren Variablen ubef,
von der Formt ~ ¢'.

Ein starresE-Unifikationsproblem{E, s, t) besteht aus einer endlichen Mengstar-
rer Gleichungen und aus Termenindt uber3;, .

Eine Substitutionr € Subst(Xf,) ist genau dann einkedsungdes ProblemgE, s, t),
wennso undto gleich sind in der freien Algebra, die durdv definiert wird, wobei
die freien Variablen irE¢ als Konstanten behandelt werden. O

Das Problem zu entscheiden, ob ein gegebenes startésifikationsproblem eine
Losung besitzt, ist entscheidbar (es ist NP-vollstandign allgemeinen ist die Zahl
der Lésungen unendlich. Eltberblick Uiber Methoden zur Lésung starfetUnifika-
tionsprobleme findet sich in (Beckert, 1998b).

Die Idee ist nun, starré-Unifikation fur die Behandlung des funktionalen Anteils
von MLSSF zu verwenden, und die MLSS-Erweiterungsregetiié Behandlung des
nicht-funktionalen (also mengentheoretischen) Ant&iss zusatzliche Erweiterungs-
regel-Schema, das wir im folgenden beschreiben, ist dageBired zwischen diesen
beiden Teilen.

Betrachten wir z. B. einen Ag%, der die beiden Atome

T:(f(a) = b) und T:(g(f(a T (b L a))) Eg(b))
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enthalt. Der AstB ist unerfullbar, weile N (b U a) = a und also

g9(flan(bUa))) = g(f(a)) = g(b) ;

das impliziertg(b) € g(b), was ein Enthaltenseins-Zyklus ist. Um den Asmit Hil-

fe der Erweiterungsregel vah,ssp Um ein geschlossenes Teiltableau zu erweitern,
mufd man zunachst die mengentheoretischen Gleichungeanfidée bewiesen wer-
den mussen (eine solche Gleichung wird bewiesen, indemsaneagls Schnittformel
benutzt; nachdem der Ast, der das Komplement der Gleichotigakt, abgeschlossen
ist, steht sie auf dem verbliebenen offenen Ast zur Venfiggulm obigen Beispiel ist

a N (bUa) = a die Gleichung, die man beweisen mul3.

Die Frage, welche mengentheoretischen Gleichungen bemaesrden mussen, damit
ein Ast B geschlossen werden kann, wird wie folgt in staf-éJnifikationsprobleme
Ubersetzt: fur jedes Paart von Termen, die, waren sie gleich, den Abschlul’ des Astes
gestatten wirden (z. B. die Termef, wennF:(s = t) auf B ist), wird ein starredt-
Unifikationsproblem erzeugt. Inundt werden alle (maximalen) nicht-funktionalen
Teilterme durch starre Variablen ersetzt; die daraus tiesethden Terme™ und "
und die Gleichungen des Astes bilden ein staffddnifikationsproblem. Jede Losung
des Problem entspricht einer Gleichung zwischen nichiktfanalen Teiltermen, die,
wenn man sie beweisen kann, es erlaubt, den Ast abzusahli&lde den Losungen
entsprechenden Ungleichungen werden als Konklusion vetete d. h., sie konnen
(disjunktiv verkntipft) zum Ast hinzugefugt werden.

Definition 3.8.18 Sei A eine Menge atomare MLSSF-Tableauformel. Die MeAge
werde aus\ konstruiert, indem alle nicht-funktionalen (Teil-)Termha A durch eine
starre VariableX,; ersetzt werden.

Sei die Substitutiom, wie folgt definiert:7(X;) = ¢ fur alle Terme, die in A vorkom-
men und ersetzt worden sind (d. hy, ist die inverse Operation der Transformation,
die A™ ausA konstruiert: A™r = A). O

Beispiel 3.8.19Sei
A={T:((anc)Ub=c), T:[f(c) EglaTc, f(d\e))]} ,
dann ist
AV ={T:(X1 = Xy), T:[f(X2) E9(X5, f(X4))]}

das Ergebnis der Transformation. O

Definition 3.8.20 SeiX: eine MLSSF-Signatur; sél C TabFormyyssr(X*) eine Pra-
misse; sei\; die Menge aller Atome ifl, die von der FornT:(¢; ~ ts), T:(t; E t2)
oderF:(t; Ety) sind; und seF} die Menge aller Gleichungen mit starren Variablen
in A}y
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Weiterhin seju = {z; + ry,..., 2, + r,} (n > 1) eine simultane Losurig

1. starrerF-UnifikationsprobleméFEyy, s1,t;) und(E}, sa, to), Sodaldl:(s; E ;)
undF:(sy E ) in Ay vorkommen, oder

2. starrerE-Unifikationsprobleme EYY . t1,t)), ..., (B, t,, tl) (n > 1), so daf}
AtomeT:(t; Et), ..., t, 1 EL,)undT:(t, Et}) in A}y einen potentiellen Ent-
haltenseins-Zyklus bilden.

Dann ist die Konklusion
{{F:(TAH (X1> ~ TlTAB)}J ceey {F:(TAB (Xn) ~ TnTAB)}
eineEU-KonklusionvonII. O

Mit Hilfe des Begriffs der EU-Konklusion kann die verbedseErweiterungsregel
ExYoop des KalkilsCi oo wie folgt definiert werden:

Definition 3.8.21 SeiX eine MLSSF-Signatur.

Fur alle Pramissell C TabFormyssr(X*) bestehe die Meng&liY o (3%)(IT) aus
den Konklusionen i€yss(X*) (IT) (Def. 3.8.3) und (zusatzlich) allen EU-Konklusio-
nen vonll. a

Beispiel 3.8.22Wir setzen das Beispiel vom Anfang dieses Abschnittes fadtwen-
den die Erweiterungsregel des neuen Kalkij}$.<r an, um ein geschlossenes Teilta-
bleau unter einem Ast zu konstruieren, der die Atome

T:(f(a) ~ ) und T:(g(f(am (b U a))) Eg(b))

enthalt. Das einzig&'-Unifikationsproblem, das aus diesen Atomen extrahiertesmer

kann, ist
<{f(Xa) ~ Xb}a g(f(Xal‘l(bl_la)))a g(Xb)> .

Eine allgemeinste Losung dieses Problems ist die Subetit{LX, — X110 }. Da-
her erlaubt das neue Erweiterungsregel-Schema’{§a., den Ast mit dem Atom
F:(a~am(bUa)) zu erweitern; er kann dann zu einem geschlossenen Tediable
erweitert werden (siehe Abbildung 3.4). O

® Die Substitutiony muf eine simultane Losung mehrei@Unifikationsprobleme sein, d.h., ein
simultanesstarres E-Unifikationsproblem muf3 geldst werden. Im allgemeindndie simulta-
ne starreE-Unifikation unentscheidbar. Aber die simultanen Probledie hier geldst werden
mussen, gehdren zu einer entscheidbaren Teilklassualiaméder Klasse simultaner starrés-

Unifikationsprobleme von der FOROE, s1,t1), ..., (E, sn, tn)}, bei denen die Gleichungsmengen
identisch sind. In diesem Fall ist jede Substitution, diediae Losung des nicht-simultanen Pro-
blems(E, f(s1,...,84), f(t1,...,tn)) istund (b) keine Variable mit einem Term instantiiert, gder

enthalt, eine Losung des urspringlichen Problems (daktfonssymbolf darf nicht im urspriingli-
chen Problem vorkommen).
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T:(f(a) = b)
T:(g(f(a (bl'—' a))) Eg(b))
T:(asan(bUa))
PN
T:(c Ea) F:(cEa)
(cEan (bUa)) T:(cEan(bUa))
3 / \ F:(cED) T:(clEa)
(J_ F:(cEa) T:(cEbUa)
1 1

Abbildung 3.4: Ein geschlossenes Teiltableau, das mit der Erweiteruggkdes
Kalkills CEY o konstruiert ist ( 3.8.22).

Das neue Erweiterungsregel-Schema tiberschneidet digbite mit anderen Regel-
schemata. Es erlaubt beispielsweiBg|s; ~ s,) ausT:(s; E¢t) und F:(sy E¢t) ab-
zuleiten, fallss; und s, nicht-funktionale Terme sind. Das gleiche ist auch durch
Anwendung des Regelschemas (R11) moglich.

Es ist nicht notwendig, starig-Unifikationsprobleme zu bericksichtigen, die aus Un-
gleichungerF:(s ~ t) in L} konstruiert werden kénnen. Weil namlich, nachdem das
Regelschema (R11) angewendet worden ist, der Ast entwégléktdme T:(c £ s),

F:(c £t) oder die AtomeF:(c £ s), T:(c Et) enthalt.

Die Erweiterungsregel vofi{ii ¢« ist korrekt, und das neue Schema hilft, den Such-
raum zu verkleinern. Es besteht die Vermutung, dgR..= auch vollstandig ist,
daf3 also die auf starrdf-Unifikation basierende Regelschema die Schemata (EQ1’),
(EQZ2’), und (Cut’) es Kalkul€y ssr tatsachlich ersetzen kann, dies ist aber bis jetzt
unbewiesen.

Satz 3.8.23Der Kalkill Ci;j o fUr MLSSF ist korrekt.
Vermutung 3.8.24 Der Kalkill CEY << fir MLSSF ist vollstandig.

Beispiel 3.8.25Wir beweisen, dal3 die Formel
G = [aE[(f(a)\ flaU(bMa)))LdUe AN eldbEal — aEd

eine MLSSF-Tautologie ist; sie enthalt das freie Funkggymbolf. Intuitiv ist wie
folgt einzusehen, dal’ die Form@leine Tautologie ist: Wir machen die Annahme,
daf3a ein Element von wenigstens einer der drei Mengea f(a) \ f(a U (bN a)),

d unde ist und dafk U b ein Element vor: ist. Nun kanna nicht in der Mengeu
enthalten sein, weit = (a U (b N a)) und darumu die leere Menge ist (fur alle Inter-
pretationen vory); die Mengee kanna nicht enthalten, denn andernfalls gabe es einen
Enthaltenseins-Zyklus € (e U b) € a. Also mul3a in der Mengel enthalten sein.
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Abbildung 3.5 zeigt ein geschlossenes Tableauti® Die Unerfullbarkeit von-G
impliziert die Allgemeingultigkeit vorG.

Formel (11) ist aus den Formeln (9) und (10) durch Anwendwesfl)-Regelschemas
abgeleitet. Die Substitutiofir, < z..4rq)} ist eine Losung der starrefi-Unifika-
tionsproblemg), X,, X,) und (0, (f(X,), f(Xaupna))), die aus 9 und 10 entstehen.
Dementsprechend ist die Ungleichuida =~ a LI (b M a)) zum Ast hinzugeflgt.

Bei der Anwendung des Regelschemas (R12) auf die Formelduigh die die For-
meln (12)—(15) zum Tableau hinzugefugt werden, wird diel&k-Konstante

cC1 = skoMLSSF(F:(a ~ all (b M CL)))

eingefuhrt.

Der Ast, der in dem Knoten (30) endet, ist durch den Enthadigrs-Zyklus U b Ea
unda E e LI b (Formeln (6) und (28)) geschlossen. Alle andefaie sind durch Paare
komplementarer Atome geschlossen.

Wenn das Regelschema zum Abschluf? ¥aten verwendet wird, das auf der Be-
rechnung von Mengen impliziter Vorganger zum Auffinden limifer Enthaltenseins-
Zyklen beruht (Def. 3.8.10), dann wird die Schnittregelandung, die die Formeln
(28) und (29) erzeugt, nicht bendtigt, sondern der Teitdestsen Blatt der Knoten (26)
ist, kann sofort geschlossen werden; er enthalt einenzitgst Zyklus, weil aus: € ¢
folgt, dal3a € e U b (dieser Zyklus wird durch die Schnittregelanwendung exiplje-
macht). Die Menge aller moglichen impliziten Vorgangenwiermen auf dem Teilast,
der in Knoten (26) endet, igu, b, d, e, f(a), f(a L (bMa)), (e Ub)}. Die Vorganger-
Mengen der Konstanten sind:

Pu(a) = {el b}
Pn(b) = 0
Pu(d) = 0
Pu(e) = {a}

Die Vorganger-Menge voall b ist
Pr(eb) = Pu(e) UPr(b) = {a} .

Damit haben wit € Pr(e U b) unde LI b € P(a), was das Vorhandensein eines im-
pliziten Enthaltenseins-Zyklus anzeigt. O

6 An deni-ten Knoten in diesem Tableau ist die Bezeichn{ing; (R)] angeheftet, was andeutet, dal
seine Formel durch Anwendung des Regelschemas (Rj§be auf eine Pramisse erzeugt wurde,
die aus der Formel desten Knotens besteht.
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Kapitel 3: Tableaukalkile




4 Erweiterungen

4.1 Einfiihrung

In diesem Kapitel werden Techniken zur Verbesserung voredakalkilen vorge-
stellt, die die auf den Kalkillen basierenden Beweisprozsdeffizienter machen. Nur
solche Techniken werden in diesem Kapitel behandelt, dezfesdern, den Kalkil zu
verandern. Heuristiken und Methoden zur OrganisatiorBaéeveissuche, d. h., Tech-
niken zur Konstruktion einer effizienten Beweisprozedwsiéa@nd auf einem gegebe-
nen Kalkul, werden im nachsten Kapitel behandelt.

Verstirkung des Kalkiils Ein Kalkul wird verstarkt, wenn er in solcher Weise
verandert wird, daf3 (zumindest fur manche Formeln) éig@Beweise existieren; das
kann beispielsweise dadurch geschehen, dal? man die Tedgehso erweitert, dafd
zusatzliche Konklusionen aus bestimmten Pramissenlebgewerden konnen. In
den meisten Fallen wird ein Kalkul indeterministischeenn er verstarkt wird; das
heil3t, es gibt bei jedem Erweiterungsschritt mehr versigne Moglichkeiten fortzu-
fahren als mit dem urspriinglichen Kalkiill. Man mul3 dahevaden zwischen dem
Vorteil, dal3 es kiirzere Beweise gibt, und dem Nachteil,dla8e kirzeren Beweise
schwieriger zu finden sein konnen, weil der Suchraum memw&igungspunkte hat.

Leider gibt es kein allgemeines Kriterium, um zu entschejdeb eine bestimmte
Kalkul-Verstarkung nutzlich fur das Automatische Bagen ist. Einige automatische
Deduktionssysteme benutzen sogar abgeschwachte Kaldti@d weniger Wahimog-
lichkeiten bieten, — auf Kosten einer VergrofRerung derejeakleinsten existieren-
den Beweise; dazu gehoren beispielsweise solche Beweeguren fur pradikaten-
logische Klausellogik, die eine starke Konnektionsbediggverwenden (siehe Ab-
schnitt 5.5).

Die nicht-analytische Schnittregel, die erlaubt, fueaarkierunger und Formelnp

die Konklusion{{o:T:¢}, {0:F:¢}} aus der leeren Pramisse abzuleiten, ist ein typi-
sches Beispiel fur eine Kalkul-Erweiterung, bei der dachteil des zusatzlichen Inde-
terminismus den Vorteil, dal3 kiirzere Beweise existidsenyweitem Uberwiegt. In au-
tomatischen Deduktionssystemen wird die Schnittregeinalsohne Einschrankung
verwendet. Es gibt jedoch eingeschrankte Versionen deniieegel, wie beispiels-
weise die Erzeugung lokaler Lemmata (Abschnitt 4.5), mitkdezere Beweise kon-

89
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struiert werden kdnnen, ohne dal3 zu viele zusatzlichdMéglichkeiten bei der Re-
gelanwendung eingefuhrt werden.

Eine Methode zur Verstarkung von Kalkulen, die immer vamt¥il ist, ist die in Ab-
schnitt 4.6 beschrieberferuning Technik, denn sie erlaubt, kleinere Tableaubeweise
zu konstruieren, und fuhrt keinerlei neue Wahlmogligteeein.

Eine anderer nutzlicher Weg, Tableaukalkille zu vekstdrist die Einfuhrunginiver-
seller Variablen(Abschnitt 4.3); diese Technik kann zu exponentiell kiereBewei-
sen fuhren und fuhrt nur wenige zusatzliche Wahimaddieten ein.

Aufschieben von Entscheidungen Oft ist es moglich, mehrere verschiedene Ta-
bleaus — und damit verschiedene Teile des Suchraums — dureiineelnes Tableau
zu reprasentieren, wenn man zusatzliche syntaktiscligniditel einfuhrt. Ein typi-
sches Beispiel ist die Technik dstarren Variablen(Abschnitt 4.2), wobei Tableaus,
die gleich sind bis auf die Ersetzung bestimmter Terme danclere Terme, alle durch
ein einziges Tableau reprasentiert werden, in dem eiie (s&arre) Variable als Platz-
halter fur die verschiedenen Terme verwendet wird.

In gewissem Sinne fiihrt das Aufschieben von Entscheiduagesiner Breitensuche,
bei der verschiedene Teile des Suchraums solange gldaighdeichsucht werden, bis
genug Information angesammelt wurde, so daf3 eine infotenkgmtscheidung getrof-
fen werden kann, auf welchen Teil des Suchraums sich dieeSmclhweiteren kon-
zentrieren sollte. Wenn eine Tableauregelanwendung spiblweise erfordert, daf3
eine starre Variabl& mit einem bestimmten Terminstantiiert wird, dann ist die Ent-
scheidung,X mit ¢ zu instantiieren in dem Sinne eine informierte Entscheggats
man weil3, dal’ die Instantiierung sinnvoll ist, weil eine &agwendung existiert, die
ohne die Instantiierung nicht moglich ist.

Techniken zum Aufschieben von Entscheidungen sind immegeMoaft, wenn man
als Gutemal} die Zahl der Regelanwendungen betrachtedudgefihrt werden, bis
ein Tableaubeweis gefunden ist. Solche Techniken kdnherdimgs schwierig zu
implementieren sein. Wenn beispielsweise eine starreabrimit einem Term in-
stantiiert wird, der sich spater als die falsche Wahl hestallt, dann kann es sehr viel
schwerer werden, einen Tableaubeweis zu finden (nicht almabglich, vorausge-
setzt der Kalkul ist beweiskonfluent). Es ist also vortgfthstarre Variablen so lange
nicht zu instantiieren, als es nicht absolut sicher ist,&laB bestimmte Instantiierung
nitzlich ist. Eine Instantiierung, die moglicherweisgaiich ist, moglicherweise aber
auch nicht, sollte statt dessen als Heuristik verwendetiarerd. h. Erweiterungsre-
gelanwendungen, die mit solch einer Instantiierung korphsind, werden bevor-
zugt, sind aber nicht notwendigerweise die einzigen, diebbtet werden. Weil diese
Methode aber schwierig zu implementieren ist, wenden etkalle tableaubasierten
Deduktionssysteme fur die Pradikatenlogik erster Saufe Substitution starrer Va-
riablen durch Terme auf das ganze Tableau an, sobald festgeairde, dal3 sie den
Abschlul} eines einzelnen Astes ermoglicht, — anstatstti@rjeden Ast des Tableaus
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nach einer Substitution zu suchen, die erlaubt ihn abzieftdnh, und dann zu versu-
chen, alle diese Substitgtionen zu kombinieren, um so ameekme Substitution zu
konstruieren, mit der all&ste zugleich abgeschlossen werden konnen.

Ein anderer Nachteil von Techniken zum Aufschieben vondhatislungen ist, dal sie
die Interaktion zwischen dem Beweissystem und dem Benatzehweren (der Grund
fur eine solche Interaktion kann sein, daf das System wnathautomatisiert ist oder
auch dal’ ein gefundener Beweis dem Benutzer mitgeteiltamesdll). Menschen be-
vorzugen Kalkile mit einer einfachen Erweiterungsregkdde ihrer Anwendungen
sollte syntaktisch (nicht unbedingt semantisch) einfaaih, . h., sie sollten einfach
nachzuvollziehen und ihre Vorbedingungen einfach zuiriéen sein, und sie sollte
keine Seiteneffekte haben. Kalkul-Erweiterungen zumsahieben von Entscheidun-
gen resultieren jedoch typischerweise in einem syntaktigmplizierteren Kalkill;
Regelanwendungen konnen nicht-lokale Seiteneffektemalvie beispielsweise die
Instantiierung freier Variablen (das Problem der Benurtteraktion wird fur den Fall
der Pradikatenlogik erster Stufe in (Stextzal., 1999) diskutiert).

4.2 Tableaukalkiile mit starren Variablen

4.2.1 Die ldee starrer Variablen

Das Konzept der starren Variabledas aus dem Automatischen Beweisen in Pradika-
tenlogik erster Stufe bekannt ist, basiert auf der Beohachtdald die Erweiterungsre-
gel vieler Kalkule fur Logiken mit Termen fur bestimmteaissen stabil ist beziglich
der Ersetzung von Termen Iih durch andere Terme; insbesondere gibt es Pramissen,
aus der eine Konklusiofi(¢) fur alle Termet abgeleitet werden kann.

Beispiel 4.2.1Ein typisches Beispiel ist die Erweiterungsregel des WslKp;; aus
Abschnitt 3.6. Sie ist stabil fur Pramissen, die adsf-, v- undd-Formeln bestehen.
Zum Beispiel kann die Konklusiofi{a, [t — t'], as[t — t']}} fur alle Termet’ aus
einer Pramisse abgeleitet werden, die @iEormela[t — '] enthalt. Pramissen, die
einey-Formely enthalten, erlauben die Konklusiétt) = {{~(¢)}} fur alle Termet
abzuleiten.

Die Erweiterungsregel vo6pr,; ist nur fur Pramissen instabil, aus denerabgelei-
tet werden kann, die also erlauben einen Ast abzuschlidigspielsweise kann aus
{T:¢(s), F:6(t)}[t — ¢'] nurdannl = L[t — t'] abgeleitet werden, wenh=s. O

Wenn ein Kalkul eine Erweiterungsregel hat, dann kann raastatt Terme bei ih-
rer Einfuhrung zy,raten”, diese durch eine starre Variable reprasentiatienspater

LIn der Literatur — insbesondere der tiber Kalkiile fur diadikatenlogik erster Stufe — werden ver-
schiedene andere Namen fur freie und besonders fur dfari@blen verwendet, so beispielsweise
Parametey Dummy-Variablaind Meta-Variable
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,bei Bedarf* instantiiert werden, wenn die Erweiterungsteguf eine Pramisse an-
gewendet wird, fur die sie nicht stabil ist, wenn also digg®anwendung ohne die
Instantiierung der starren Variablen nicht moglich isew®hnlich konnen Unifikati-
onsalgorithmen verwendet werden, altgemeinst&Substitutionen zu finden, die eine
bestimmte Regelanwendung erlauben.

Intuitiv steht eine Formel, die eine starre Variableenthalt, fur eine einzelnes (unbe-
kanntes) Element der Menge aller Formeln, die man erh&ibhnwmanX durch einen
Term ersetzt (vgl. Abschnitt 4.3, wo freie Variablen eirniget werden, dialle Ter-
me reprasentieren unaiverselleVariablen genannt werden). Alle Vorkommen einer
starren Variablen in einem Tableau missen immer mit detreaelerm instantiiert
werden (was der Grund dafur ist, dal3 diese Variabgarr* genannt werden). Darum
kann die Instantiierung einer starren Variablen um einediefungsregelanwendung
moglich zu machen, eine andere Regelanwendung verhindesbesonders proble-
matisch ist, wenn der Kalkul nicht beweiskonfluent ist.

Kalkiile mit starren Variablen werden gewohnlich dugeteben” {iften) eines Grund-
kalkuls konstruiert. Bisher ist das jedoch zumeist einhid-Verfahren. Ausgangs-
punkt ist die Beobachtung, das die Erweiterungsregel dtadisiils fur einige oder
die meisten Pramissen stabil ist unter der Ersetzung vanéie durch andere Terme.
Dann wird die Pramisse in einem ersten Schritt fur digjeniPramissen gehoben, die
die Ableitung einer Konklusior@'(¢) fur alle Termet erlauben; in der Version mit
starren Variablen kann aus einer solchen Pramisse dielsiok C'(X) abgeleitet
werden. In einem zweiten Schritt wird die Erweiterungstelge Version mit starren
Variablen fur andere Pramissen entworfen (oft in Ad-enier), so dal’ der Kalkil
korrekt und vollstandig ist. Das kann jedoch schwierignseind es kann versteckte
Fallen geben — besonders, wenn der Grundkalkil nicht ggitigt. Man muf3 genau
Uberprifen, fur welche Pramissen die urspriunglichedierungsregel (ohne starre
Variablen) stabil ist und fur welche nicht.

Beispiel 4.2.2Die Tatsache, dal’ das Heben eines Grundkalkuls schwarigann,
wird durch die Geschichte der Kalkille mit starren Variabfiér Pradikatenlogik er-
ster Stufe veranschaulicht: Als die ersten Versionen detimiurden, tibersahen eini-
ge Autoren, dal3 die Grund-Erweiterungsregel, die sie laéentfird-Formeln nicht
stabil war, da sie verlangte, dal} die durch eine Regelanwenduf eine aus ei-
ner §-Formel bestehende Pramisse eingefiihrte Konstagesei. Andere Autoren
|dsten (bzw. umgingen) dieses Problem, indem sie ein ktaseErweiterungsregel-
Schema fuw-Formeln entwarfen, das jedoch nicht durch Heben des edispnden
Schemas des Grundkalkils entstand (siehe Abschnitud girié Diskussion, wie das
Erweiterungsregel-Schema féiFormeln verbessert werden kann). O

Solche versteckten Fallen konnen vermieden werden, imdamzunachst den Grund-
kalkul verandert, so dal3 er fur moglichst viele Prasars stabil wird, bevor man ihn
hebt. Das Entwurfsproblem ist dann, die Regel des Grundialtabil zu machen;
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ein Beispiel ist die Erweiterungsregel aus Abschnitt 3i6 gdwas unintuitiv sein mag,
die aber auch fué-Formeln stabil ist.

Wenn ein KalkilC™ mit starren Variablen durch Heben aus einem stabilen Grund-
kalkul C&? konstruiert worden ist, dann folgen Korrektheit und Vdisdigkeit vonC!

aus Korrektheit und Vollstandigkeit vat#! und mussen nicht extra bewiesen werden.
Insbesondere mufd man also, da die Beziehung zwischen dadmsion und der
Version mit starren Variablen eines Kalkils rein syntsdtti ist, nicht extra eine ge-
eignete Semantik fur Tableaus mit starren Variablen eriéne Die Semantik eines
Tableaus mit starren Variablen kann in uniformer Weiseidoasd auf der Semantik
seiner Grundinstanzen, definiert werden (Abschnitt 4.2.9)

4.2.2 Syntax von Tableaukalkiilen mit freien Variablen

Die Ersetzung von Termen durch freie Variablen ist nicht@eri FormelteilG einer
Tableauformeb:o:G beschrankt, sondern diese konnen auch in der Markierumgl

dem Vorzeichers verwendet werden. Das heil3t, wir machen die Annahme, dal3 die
Menge der Tableauformeln eine Sprache mit Termen ist. Meawkigen und Formeln
konnen gegebenenfalls Variablen derselben Sorte eath@ind also auch Variablen
gemeinsam haben). Freie Variablen, die in Vorzeichen vedeewerden, missen von
einer besonderen Soresein, so daff undF die einzigen Terme von der Sodsind.

Definition 4.2.3 Ein Kalkul C™ fur eine LogikL heiRe eirkalkiil mit freien Variablen
(bzgl. der Mengé/ar freier Variablen), wenn fur jede Signattire Sig vonL diejeni-

ge Erweiterung:;, von X, die verwendet wird, um Tableauformeln aufzubauen, auch
Erweiterung einer Signatlt;, € Sig ist (die ebenfalls eine Erweiterung vanist),

so daf3 folgende gilt:

1. die MengeTabForm(X;,) von Tableauformeln Uber,, ist eine Sprache mit
Termen (Def. 2.2.1);

2. die MengeTabForm(X;,) von Tableauformeln Ubex,, ist die (gemaf Defini-
tion 2.2.2) ausTabForm(X;,) und der MengeVar freier Variablen konstruiert
Sprache mit freien Variablen, d. h.,

TabForm(%§,) = (TabForm(Z;d))fV :

Die Termmengen vorfabForm(%f,) und TabForm(Xy,) seien mitTabTerm(f)
bzw. TabTerm(3;,) bezeichnet.

Ein Kalkill &4 ist einGrundkalkil (bzgl. der Mengé&/ar freier Variablen), wenn seine
Tableauformeln keinerlei freie Variablen atsr enthalten. O
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Beispiel 4.2.4Eines der seltenen Beispiele fur die Nutzlichkeit fréariablen in Vor-
zeichen ist ein Erweiterungsregel-Schema, das erlaubtidht verzweigende Kon-
klusion{{X:F, X:G}} aus einer Pramisse, die d\guivalenz{T:(F « G)} enthalt,
abzuleiten. O

Die Klasse der Tableaukalkille mit freien Variablen ist dadurch charakterisiert, daf3
ihre Tableauformeln freie Variablen enthalten. Alle Defonien aus Kapitel 3 von Be-
griffen wie Ast, Tableau, Tableaubeweis, Beweiskonfluéhanotonie, usw. bleiben
unverandert. Die Begriffe eines Kalkill mit Erweiterunggel und der Gutartigkeit
sind jedoch in dem Fall, dal3 ein Kalkul starre Variablenwaardet, nicht angemessen
und missen entsprechend angepalit werden (siehe Abschgit und 4.2.5).

4.2.3 Starre Variablen verwendende Tableaukalkiile mit Erweiterungsregel

Der Begriff eines Kalktls mit Erweiterungsregel (AbsdhBi3.3) — und also der eines
gutartigen Kalkuls (Abschnitt 3.3.7) — sind fur Kalkiitie starre Variablen verwenden
nicht angemessen, weil bei einem Kalkill mit Erweiteruagst alle Tableauformeln
auf einem Tableaill” unverandert bleiben missen, wenn es erweitert wird;tesaist
zulassig, ifl" auftretende starre Variablen zu instantiieren. Darunndiilwir den Be-
griff einer Erweiterungsregel mit starren Variablen ewwobei eine Konklusion (neben
einer endlichen Menge von Extensionen) eine Substitutih&dt, die auf das ganze
Tableau angewendet wird, wenhfur die Erweiterung des Tableaus verwendet wird.
Von der Anwendung dieser Substitution abgesehen, dudble@uregelanwendungen
auch weiter nur lokale Auswirkungen haben. Das heil3t, eegeRnwendung erwei-
tert einenAst eines Tableaus und, was die Moglichkeiten fur die Eeveng eines
AstesB sind, hangt nur vorB selbst ab; keine zusatzlichen Vorbedingungen sind er-
laubt, wie Beispielsweise das Vorhandensein bestimmten&im auf andereAsten.

Definition 4.2.5 SeiC ein Tableaukalkil mit freien Variablen fur eine Logik und
seiY. € Sig eine Signatur vor..

Eine Konklusion mit starren Variablerist ein Paar(C, ), das aus einer endlichen
MengeC von Extensionen (Def. 3.3.4) und einer Substitutioa Subst(Xf,) besteht,
sodal’’ = Co.

Eine Erweiterungsregef (¥) mit starren Variablenst eine Funktion, die jedem (end-
lichen) Tableauast, dessen Knoten mit FormelnBuigiorm(Xf,) markiert sind, eine
Mengeé (X)(B) (moglicher) Konklusionen mit starren Variablen zuwegsg unend-
lich sein darf, aber aufzahlbar sein muf3. O

Definition 4.2.6 SeiC eine Tableaukalkil mit starren Variablen fur eine Loikund
seiY € Sig eine Signatur voiL.
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Eine Erweiterungsregel(X) mit starren Variablercharakterisiertdie Tableauregel
R(X) vonC, wenn fur alle Tableau$ UberX}, das folgende gilt: Ein Tabledll’ ist
genau dann ein Nachfolgetableau vbrid. h.,7" € R(X)(7)), wenn es einen AsB
in 7' und eine KonklusionC, o) mit starren Variablen i€ (X)(B) gibt, so dal® das
Tableaul” konstruiert werden kann, indem

1. der AstB fur jede Extensior® in C' mit einem neuen Teilast erweitert wird,
wobei die Knoten in diesem Teilast mit den Elementen Zamarkiert sind, und

2. die Substitutiom auf das Tableau angewendet wird.

Wenn die Erweiterungsregé(X) mit starren Variablen die Tableaurede(X) vonC
fur alle Signaturert. charakterisiert, dann heif#die Erweiterungsregel mit starren
Variablen vonC; undC heil3e eirKalkil mit starren Variablen und mit Erweiterungs-
regel&. O

4.2.4 Erweiterungsregeln mit starren Variablen, die beziiglich Substitution
monoton sind

Intuitiv ist die Anwendung der Substitution, die Teil einer KonklusionC, o) mit
starren Variablen ist, eine Vorbedingung fur die Ableguwon C' aus den Formeln
auf dem Ast. Wenn ein (Grund-)Kalkil monoton ist (wie in A&hgitt 3.3.5 defi-
niert), dann ist die Vorbedingung fur die Ableitung einesbmmten Konklusion, daf3
bestimmte Formeln auf dem erweiterten Ast vorhanden sinitht aber die Abwe-
senheit von Formeln. Dementsprechend kann man den Begrifidnotonie bzgl.
der Anwendung von Substitutionen definieren: Nur, daf eestitnmte Variable in
bestimmter Weise instantiiei$t oderwerden kannist als Vorbedingung zulassig —
nicht aber, dal3 die Variabtgchtin dieser Weise instantiiert ist. Jedoch kann naturlich
eine andere, inkompatible Instantiierung die Regelanwegdehr wohl verhindern.

Definition 4.2.7 SeiC ein Kalkul mit starren Variablen und mit Erweiterungsre§e
fur eine LogikL.

Die Erweiterungsregef und der KalktlC heilBenmonoton bzgl. Substitutiomvenn
fur alle Signaturert € Sig vonL und alleAste Ubery:* das folgende gilt:

Wenn(C, o) € £(B) undp, T € Subst(X*) mito = por,
dann(C, p) € £(BT).

O

Beispiel 4.2.8 Angenommen, dal3 — in einem Kalkul fur PL1, der monoton mglb
Substitution, {{{T:p(a,b)}},{X — a,Y — b}) eine mogliche Konklusion fur ei-
ne Ast B(X,Y) ist, dann ist{{{T:p(a,b)}},{Y — b}) eine mdgliche Konklusion
fur B(a,Y), und({{T:p(a,b)}}, id) ist eine mogliche Konklusion fuB(a, b). O
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4.2.5 Gutartige Tableaukalkiile mit starren Variablen

Gutartigkeit, die Eigenschaft, die dgd/ohlverhalten von Tableaukalkilen erzwingt,
wird fur Kalkiile mit starren Variablen in ahnlicher Weislefiniert wie fur Grund-
kalkule. Ein Grundkalkdl ist gutartig, wenn er nichtitturell und monoton ist und
ein Kalkul mit Erweiterungsregel ist. Ein Kalkul mit stan Variablen ist gutartig,
wenn er nicht-strukturell ist (wie im Grundfall), er monatest (wie im Grundfall)
und dartiberhinaus auch monoton bzgl. Substitution unthererweiterungsregehit
starren Variablerhat, also die Anwendung von Substitutionen gestattettatt(siner
Grund-Erweiterungsregel).

Definition 4.2.9 Ein Tableaukalkill mit starren Variablen heifpatartig, wenn er

1. nicht-strukturell ist,

2. monoton ist,

3. monoton ist bzgl. Substitution und
4

. eine Erweiterungsregel mit starren Variablen hat.

O

Wie im Grundfall (siehe Lemma 3.3.11) kann die ErweiteruagsI€ eines gutartigen
Kalkuls mit starren Variablen als Funktiérauf Pramissen dargestellt werden; und wir
identifizieren die Erweiterungsreg&lund die Funktiort.

Lemma 4.2.10 SeiC ein Tableaukaléal mit starren Variableniir eine LogikL, der

gutartig ist und eine Erweiterungsreg€lmit starren Variablen hat. Dann gibt e@rf

alle Signaturer® vonL eine (eindeutig bestimmte) Funktiémz), die jeder (endli-
chen) Pamissell ¢ TabForm(XY,) eine Mengef (X)(I1) (mbglicher) Konklusionen
mit starren Variablen zuweist, so daf3

£(S)(B) = &(5)(Form(B))

fur alle TableadsteB uberX;,.

Der Begriff derminimalenPramisse einer Konklusion mit starren Variablen ist wie im
Grundfall definiert (Def. 3.3.13).

Erweiterungsregeln gutartiger Kalkiile mit starren Valga konnen mit Hilfe von Re-
gelschemata beschrieben werden, an die eine Erklarurediagtgst, wie die Substitu-
tion zu berechnen ist, die angewendet wird, wenn eine lagtas Schemas verwendet
wird, um einen Tableauast zu erweitern (siehe Abschnizel@.und 4.2.11 fur Bei-
spiele).
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4.2.6 Eine Subsumtionsrelation auf Konklusionen mit starren Variablen

Die Subsumtionsrelation (oder Ist-allgemeiner-als-Ratd <", die auf Substitutio-
nen definiert ist, kann auf Konklusionen mit starren Vaiablvie folgt erweitert wer-
den.

Definition 4.2.11 SeiC ein gutartiger Kalkul mit starren Variablen fur eine Lkdi;
seien(C, o) und(C', ¢') Konklusionen mit starren Variablen tiber der gleichen &ign
tur 33, € Sig; und seilV C Var eine endliche Menge starrer Variablen.

Die Konklusion(C, o) subsumiertlie Konklusion(C’, ¢'), in Zeichen
(C o) <M AT 0")
wenn es eine Substitutigne Subst(Xf,) gibt, so daf

1. 0 <% p <" o', wobei <" die Subsumtionsrelation auf Substitutionen aus De-
finition 2.2.6 ist;

2.Cp=1C".

O

Lemma 4.2.12 Die Subsumtionsrelatiod” auf Konklusionen mit starren Variablen
ist transitiv.

Beweis:Wir nehmen an, daf’, o) <" (C’, o) und(C’, o'y <" (C", o").

Die Substitutionerp und o/, die gemaf der Definition der Relatict?” existieren,
erfullen die Bedingungen <" p <" ¢’ undo’ <" p' <" ¢”; da die Relation<"

auf Substitutionen transitiv ist, impliziert das<" p' <" o¢".

AuRerdem habenwit'p’ = (Cp)p' = C'p' = C". Also qilt (C, o) <™ (C",¢"), denn
die Substitutiory’ hat die noétigen Eigenschaften. O

Lemma 4.2.13 Seien(C, o) und(C, ¢') Konklusionen mit starren Variablen, die sich
nur in ihren Substitutionen unterscheiden. Weng" o', dann(C, o) <" (C, o).

Beispiel 4.2.14Eine Konklusion mit einer allgemeineren Substitution Igjemeiner,
d.h.,
({{L}},id) subsumiert({{L}},{X — a}) ,

und wennY” ¢ W, dann

{1} A{X = f(Y)}) subsumiert({{1}}, {X — f(a)}) .
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Intuitiv bleibt die Vollstandigkeit eines gutartigen Tebukalkils mit starren Variablen
erhalten, wenn aus jeder Pramisse nur bg{l.allgemeinste Konklusionen abgeleitet
werden. Jedoch muf3 die Variablenmenfiemit Bedacht gewahlt werden. Wenn
der Kontext bekannt ist (d. h., ein bestimmtes Tableau)ndarctht es aus, weni/
alle starren Variablen enthalt, die in diesem Kontext wonknen. Andernfalls muf3
man sicherstellen, dal? die Vollstandigkeit fur jede dd@tje Variablenmeng®/, die

in dem unbekannten Kontext vorkommen konnte, erhalteibtble

Beispiel 4.2.15Die Konklusion
Cx = ({{p(X)}}, id)

subsumiert die Konklusion

Cr = ({{p(t)}},id)
fur alle Termet, falls X ¢ W; in diesem Fall kann die einzelne Konklusiéh alle
KonklusionenC; ersetzen.

Wenn jedoch der Kontext unbekannt ist, und also die Méhggie VariableX enthalt
(oder auch nicht), dann mufl3 man vorsichtig sein, dégrsubsumiert’; nicht, falls

X € W. In diesem Fall kann man die Mend€'y | X € Var} von Konklusionen
benutzen, um die Mende”, | t € TabTerm} zu ersetzen, weil die Zahl der Variablen
in jedem beliebigen Kontextimmer endlich ist und es dahen@nVariablenX € Var
gibt, die im Kontext nicht vorkommen. O

4.2.7 Die Version mit starren Variablen eines Grundkalkiils

Wie schon zuvor gesagt, kann ein Tableaukalktilmit starren Variablen aus einem
Grundkalkiilce? durchHebenkonstruiert werden. Die folgende Definition beschreibt
die Beziehung zwische@" undcCeq.

Definition 4.2.16 SeiC™ ein gutartiger Kalkil mit starren Variablen fur eine Lkdi;
und seic&? ein gutartiger Grundkalkill fuk, so daR fur alle Signaturen € Sig die
Erweiterte Signatuk;;, die von(Ce? benutzt wird, diejenige Signatur ist, die geman
der Definition von Tableaukalkillen mit freien VariablenefD4.2.3) existieren mul3,
fur die

TabForm(Xf,) = (Ta,bForm(Egd))fv
gilt.
Der Kalkul C™ ist eineVersion mit starren Variablenles KalkilsC&® (und C&¢ ist
eineGrundversiorvonC™), wenn fur all PramisseH,, C TabForm(3},) (mit starren

Variablen), alle PramisseH,y C TabForm(ng) (ohne starren Variablen) und alle
Substitutionen € Subst(3f,) mit endlichem Definitionsbereich, so daf}

g7 = Hgd )
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das folgende gilt, wobe&is? und£™ die Erweiterungsregeln var#? bzw.C™ sind und
W = dom(r):

E8(Tly) = {Cya | €S gibY{C\y, 0) € E™ (M), SO dARC,y, o) <V (Cia, )}

O

Beispiel 4.2.17Tabelle 4.1 zeigt Beispiele aus der Pradikatenlogik e&tafe fur die
drei Haupttypen von Grundpramissen (und ihre Konklusmnéir die die Erweite-
rungsregel gehoben werden kann, und die jeweilige Versibstarren Variablen.

In jedem dieser Falle erlaubt die Grund-Erweiterungdrégiehe Abschnitt 3.6), die
KonklusionC,,4 aus der Pramissid,q abzuleiten, und die Erweiterungsregel mit star-
ren Variablen (siehe Abschnitt 4.2.10) erlaubt, die Kosldua C,, aus der Pramis-
sell,, abzuleiten.

Unter Verwendung der Notation aus Definition 4.2.16 ist deziBhung durch die
Substitutionr, fur diell,, 7 = Tly4 gilt, und die Substitution, fur dieC,,p = Cyq gilt,
angedeutet.

Im ersten Beispiel reicht esicht aus, wenn({{T:«:p(X,Y)}}, id) fur nur eine star-
re VariableX € Var eine Konklusion von{T:x:(Vx)(p(z,Y"))} ist, weil eine andere
Substitution’ = {Y — ¢, X — d} die VariableX instantiieren konnte; dann wurde
X ein Element voriV sein und also

({{T:p(X,Y) }},id) €7 ({{Tp(t, o)} 1 {Y — e, X — d}) .

O

Eine Grundversion eines beliebigen Kalkuls mit starrenaiiden kann leicht angege-
ben werden, indem man festlegt: falls ein P&ay,, o) eine Konklusion mit starren
Variablen einer Pramisdé,, ist undp eine Substitution, die sowolil,, als auchll,,
grundiert und fur dier < p gilt, dann seiCyq = C,,p €ine Konklusion (ohne starren
Variablen) der Pramisdé,q = I1,,.

Der Vorteil, wenn man einen Kalki€™ mit starren Variablen aus einem Grund-
kalkul C&¢ durch Heben konstruiert, ist, daR Korrektheit und Vohsligkeit vonC"
aus der Korrektheit und Vollstandigkeit vai? folgen.

Satz 4.2.18SeiC" ein gutartiger Kalkil mit starren Variableniir eine LogikL, und
seiC#! ein gutartiger Grundkalil fur L, so daf™ eine Version mit starren Variablen
voncCed ist (Def. 4.2.16).

Dann gilt fur alle Signaturer: € Sig und alle endlichen Menge& C Form(X) von
Formeln, daR es genau dann ein@ii-Tableaubeweisif G gibt, wenn es eine@s?-
Tableaubeweidir G gibt.
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[0 | ¢ |
gd [ {T=:(Va)(p(z,e))} | {{Tp(t,c)}} fur alle Termet
v [ {Ta(Ve)(p(z, YY)} | ({{Txp(X,Y)}},id) furalleX € Var

T={Y — ¢} p={Y e Xt}
| [u | ¢ |

gd | {Toep(@) Ag@)} [ {{T:x:p(@), Toxg(d)}}

rv | {Toep(X) A g(X)} | ({{Texep(X), Texeq(X)}}, id)
T= (X > 1} p= (X = 1)

L [T | ¢ |
gd | {Toep(t), Frxep(t)} | {{L}}

rv | {Tsp(t'), Faep(t”)} | ({{L}}, o) wobeio ein MGU vont’, t" ist
rmitt=t'r=t"r |p=r1

Tabelle 4.1: Beispiele fur die Beziehung zwischen einem Grundkalkial L1
und seiner Version mit starren Variablen (siehe Beispi2il&).

Beweis:Wenn-TeiI:AngenommenTOgd, ..., T8 (n > 0) ist ein Tableaubeweis fifF,
der mit Hilfe des Grundkalkul€s? konstruiert ist.

Durch Induktion Uiber beweisen wir, daf3 es einen TableaubeWgis ..., T," mit
starren Variablen gibt, so d&l3'r; = T fir Substitutioner; € Subst(%,).

1 = 0: Der Kalkul C,, ist nicht-strukturell, und inG kommen keine starren Variablen
vor. Darum giltTi¥r, = T fir 71 = T8 undry = id.

=1+ 1 WennTZ.g_f1 ausTigd durch Anwendung der Erweiterungsregel \@# auf
eine Pramissé@l¢! auf einem AstB%? von T5 entstanden ist, wobei die Konklusi-
on C& verwendet worden ist, dann gibt es eine Pramidseauf einem AstB}"
von T}, so daRIT¥r; = T1ed und B!Yr; = B&. Also gibt es gemaR der in Definiti-
on 4.2.16 festgelegten Beziehung zwischen der Grundvessies Kalkils und sei-
ner Version mit starren Variablen eine Konklusi@i™, o) mit starren Variablen, die
auslI™ mit der Erweiterungsregel vaiiv ableitbar ist, und es gibt eine Substitutign
so dar’C™p; = C&d undr; <" p;, wobeilW der Definitionsbereich von ist (der alle
in 7' auftretenden Variablen enthalt); daraus folgt, &Ry, = T, Also erfiillen
die Substitutionr; ., = p; und das Tableai]"},, das aus/;" durch Erweiterung des
AstesB;" vonT;" mit der KonklusionC™ entsteht, die Bedingungjy, 7, = ZI}gfl.

Genau-dann-Teil: Angenommen/{Y, ..., TV (n > 0) ist ein Tableaubeweis fi,
der mit Hilfe der Erweiterungsregel mit starren Variables dkalkiilsC™ konstruiert
ist.

Durch Induktion ibef beweisen wir, daR es einen Grund-Tableaube@ls. . . , 75
gibt, so dafr*! = T;vr, fir Substitutioner; € Subst(X%,) gilt (0 < i < n).
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i = 0: Der Kalkill Cyq ist nicht-strukturell, und irG kommen keine starren Variablen
vor. Darum giltT8" = Trvr, fir T8 = Tr¥ undry = id.

i — i+ 1. WennT;Y, ausT;" durch Anwendung der Erweiterungsregel mit starren
Variablen des Kalkulg™ auf eine PramissH™ auf einem AstB!¥ von T}¥ entstan-
den ist, wobei eine KonklusiofC™, o) mit starren Variablen verwendet worden ist,
dann gibt es eine Pramis§&? auf einem AstB%! von T2, so dafi1e! = IT}¥7; und
BZ.gd = B!7;. Also gibt es gemal3 der in Definition 4.2.16 festgelegten&wing zwi-
schen der Grundversion eines Kalkils und seiner Versidrstairen Variablen eine
Substitutionp, so dals <" 7; <" p; und die Grund-Konklusio@&! = C™ p, kann
ausTI&d mit Hilfe der Grund-Erweiterungsregel des Kalkidl§? abgeleitet werden.
Dao <% 7; <V p;, gilt T* = Tyr; = Tyop; und C& = Cp; = Cop;. Also erfilllen
die Substitutionr;,; = p; und das Tablead®’,, das aus/#" durch Erweiterung des
Astes B2 von T2 mit der KonklusionC®#? entsteht, die Bedingurig®’, = 71,7,

0

Korollar 4.2.19 SeiC™ ein gutartiger Kalkil mit starren Variableniir eine LogikL,
und seiC®! ein gutartiger Grundkalll fur L, so daRC™ eine Version mit starren
Variablen vonC#d ist.

In diesem Fall istC™ genau dann korrekt und volkstdig, wennC&¢ korrekt und
vollstandig ist.

Aus Satz 4.2.18 folgt auch, daf3 Korrektheit und Vollstgidit eines Kalkul€" mit
starren Variablen aus Korrektheit und Vollstandigkentes KalkulsCy¥ folgen, wenn
CY undC}Y dieselbe Grund-Versiof*? haben.

4.2.8 Konstruktion eines Kalkiils mit starren Variablen durch Heben

In diesem Abschnitt wird erlautert, auf welche Weise eirmesibnCtv mit starren
Variablen eines Grundkalki®? konstruiert werden kann.

Eine triviale VersionC™ mit starren Variablen kann leicht wie folgt konstruiert wer
den: Wenn es eine Grund-Konklusiél, zu einer PramissH,4 gibt, und eine Sub-
stitution p, die grundierend ist fur eine PramisBe, mit starren Variablen, so dai3
I,y p = Igq, dann sefCyq, p) €ine Konklusion mit starren Variablen véh, .

Betrachten wir folgendes Beispiel aus der Pradikatekleggter Stufe: Da

Cea = {{T:p(a)}, {T:q(a) }}

eine Grund-Konklusion von

g = {T:(p(a) V q(a))}
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ist, undIl,yp = g fr p = {X — «} und

I, = {T:(p(X) vV q(X))}

gilt, folgernd wir, dal3
(Crv, p) = ({T:p(a)}, {T:q(a) }},{X = a})

eine Konklusion (mit starren Variablen) van., im Kalkdl mit starren Variablen ist.
Solche eine triviale Konklusion ist natirlich nicht, was wollen. Unsere Absicht ist,
einen Kalkul mit starren Variablen zu konstruieren, bendiie allgemeinere Konklu-
sion

Cry = ({Twp(X)} AT:q(X)}}, id)
eine Konklusion mit starren Variablen der obigen Pramigsdst.

Die allgemeine Idee des Hebens ist, (wiederholt) Konklusio(oder Mengen von
Konklusionen) der trivialen Version mit starren Variabléarch allgemeinere Kon-
klusionen zu ersetzen — und zwar auf solche Art und Weise, Kaafektheit und

Vollstandigkeit erhalten bleiben.

Satz 4.2.20SeienC und(C’ gutartige Kalkile mit starren Variablenifr eine LogikL,
die von ihren Erweiterungsregethbzw.£’ abgesehen identisch sind.

Ferner seiC korrekt und vollsindig, und iir alle Signaturen: € Sig von L, alle
Pramissenll mit starren Variableniber £, und alle endlichen Meng®/ starrer
Variablen gelte folgendes:

1. Wenn es zu einer Konklusiga’, ') € £'(X)(II) mit starren Variablen eine
Grund-KonklusiorC®! iberx}; mit (C’, ') <" (C#¢, id) gibt, dann gibt es ei-
ne KonklusionC, 7) € £(X)(I1) mit starren Variablen mitC, 7) <" (C®4, id)
(Korrektheit)

2. Fur jede KonklusiorC, 7y € £(X)(IT) gibt es(C’, ') € &'(X)(II), so dal
(¢, 7y <V (C.7)
(Vollstandigkeit)

Dann ist auch der Kalldl C' korrekt und vollsindig.

Der obige Satz beschreibt die Eigenschaften, die eine Meogélonklusionen, die
weniger allgemeine Konklusionen ersetzt, haben mul3, deoritektheit und \Voll-

standigkeit des Kalkils erhalten bleiben. Er beantwigeoch nicht die Frage, wie
eine solche Menge allgemeinerer Konklusionen zu berecistebeider gibt es keine
allgemeine Methode zur Konstruktion einer optimalen Merdje nur allgemeinste
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Konklusionen enthalt. Es gibt allerdings eine Methode idi den meisten Fallen
gute Ergebnisse liefert; sie ist die Methode, die gew@m(in informeller Weise)
verwendet wird, wenn ein Grundkalkul in Ad-hoc-Manier gbkn wird. Die Idee
ist, alle Vorkommen eines Terms in einer Grund-Pramigseund einer ihrer Grund-
KonklusionenC&d durch (Platzalter fur) beliebige Terme zu ersetzen, digstvaria-
blen enthalten und dann zu tiberprifen, welche allgertexirSubstitutionen angewen-
det werden missen und welche andere Eigenschaften dia fietrae haben missen,
um sicherzustellen, daB3, benutzt man die entstehende #siokKC™, 7) mit starren
Variablen als eine mogliche Konklusion fur die entstedeiPramissdl™ mit star-
ren Variablen, eine Erweiterungsregel entsteht, die dairBgingen des Satzes 4.2.20
erfullt, und also ein korrekter und vollstandiger Kallkt.

Beispiel 4.2.21Wir nehmen an, die Grund-Konklusiof{ T:p(f(b))}} sei aus der
Grund-Pramiss¢T:(a =~ b), T:p(f(a))} ableitbar, d.h., die Erweiterungsregel erlau-
be die,Anwendung* von Gleichungen auf Termen in anderen Formeln.

Wir ersetzen die Termvorkommen in der Pramisse und der Kisidn durch (Platz-
halter fur) beliebige Terme mit starren Variablen, namldas Vorkommen vorfi(a)
durcht, das Vorkommen vom in a =~ b durcht', das Vorkommen vom in a ~ b
durchs und das Vorkommen vofi(b) in der Konklusion durch’.

Nun ist es leicht zu Uberprifen, dal3, verwendet f{di :p(s')}}, 7) als Konklusion
der PramisséT:(¢' ~ s), T:p(t)}, Korrektheit und Vollstandigkeit gemaf Satz 4.2.20
erhalten bleiben, wenn ein Unifikator vont’ und einem Teilternt” von ¢ ist und

s’ der Term ist, den man erhalt, wenn ménn ¢’ durchsr ersetzt. O

In manchen Fallen kann eine allgemeinere Konklugioh ') nicht verwendet wer-
den, weil sie die Korrektheitsbedingung des Satzes 4.22Qen wenig* verletzt.
Das heil3t, fur viele oder gar die meisten — aber eben nighalfé — Grund-Konklu-
sionenC®d mit (C', 7'y <V (C®4, id) gibt es eine (weniger allgemeine) Konklusion
(C, )y mit (C,7) <V (C®4,id). Diesem Problem kann man beikommen, wenn ent-
scheidbare, symbolische (d. h., syntaktiscBepstraintsformuliert werden konnen,
die die,guten” von den,schlechten“ Grund-Konklusionegt#? trennen.

Die syntaktischen Objekte, aus denen symbolische Contgraestehen, miissen in
der erweiterten Signatdt* enthalten sein, die benutzt wird, um Tableauformeln zu
bilden. Das impliziert sofort, dal3 keine Constraints ard{g)Formeln eines initialen
Tableaus und (b) die spezielle Tableauformedngeheftet werden konnen. Die Con-
straints werden zu einem Teil der Markierungen der Tabteautln gemacht. Eine
spezielle Menge von Tableauinterpretationen wird venegnam die Semantik eines
Grundkalkils mit Constraints zu definieren; in diesenrmtetationen reprasentieren
alle Markierungen, die einen Constraint enthalten, defuzs ausgewertet wird, eine
spezielle Welt, in der alle Formeln falsch sind (so dal3sfaithe Markierung zu false
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ausgewertet wird, eine Tableauformel der Fariii:¢ von keiner Tableauinterpreta-
tion erfullt wird und eine Tableauformel der FowmF :¢ von jeder Tableauinterpreta-
tion erfullt wird).

Beispiel 4.2.22Nehmen wir an, die Grund-Konklusidd T:¢(succ(pred(n)))}} kon-

ne aus einer Pramisgé T:¢(pred(succ(n)))}} abgeleitet werden, vorausgesetzt, der
Termn kann nicht (syntaktisch) zireduziert werden. In diesem Fall ist es nicht kor-
rekt, die Konklusion{{T:¢(succ(pred(X)))}} mit starren Variablen aus der Pramisse
{{T:p(pred(succ(X)))}} abzuleiten.

Wenn jedoch die Bedingung, daf3nicht (syntaktisch) zw reduzierbar ist, als ein
symbolischer Constraidt: # 0} formuliert werden kann, dann ist es félie Termen
korrekt, die Grund-Konklusiofi{ T:{n # 0}:¢(succ(pred(n)))}} aus der Grund-Pra-
misse{{T:¢(pred(succ(n)))}} abzuleiten; und es ist dementsprechend korrekt, die
Konklusion{{T:{X # 0}:¢(succ(pred(X)))}} mit starren Variablen aus der Pramis-
se{{T:¢(pred(succ(X)))}} mit starren Variablen abzuleiten. O

Symbolische Constraints, die an eine Tableauformel aritgtiveerden, um die Kor-
rektheit der Erweiterungsregel sicherzustellen, muk&srunterschieden werden von
solchen Constraints, die verwendet werden, um die Bewehsszu steuern (wie bei-
spielsweise Ordnungs-Constraints, die Auswahlfunktianglementieren, siehe Ab-
schnitt 5.5).

4.2.9 Semantik von Tableaus mit starren Variablen

Kalkulle mit starren Variablen haben gewohnlich keineEalileauinterpretationen be-
ruhende Modellsemantik, weil die Wahrheitswerte versidner Tableauformeln, die
dieselbe starre Variable enthalten, miteinander verinap Nichtsdestotrotz ist es
mogliche, eine Semantik fur Tableaus mit starren Vaealdu definieren, basierend
auf der Semantik der Grundversion eines Kalkiitsmit starren Variablen; diese Se-
mantik kann eingesetzt werden, um die Korrektheit ¢6hzu beweisen, indem man
zeigt, daf3 Erweiterungsregelanwendungen die Erfuldiaekhalten. Zum Beweis der
Vollstandigkeit ist diese Semantik jedoch ungeeignetl| die Vollstandigkeitskriteri-
en aus Definition 3.5.6 wie auch Satz 3.5.7 nur auf nichtrdksve Kalkile anwend-
bar sind und Kalkule mit starren Variablen inharent ddstv sind.

Definition 4.2.23 SeiC™ ein gutartiger Kalkul mit starren Variablen fur eine Lidi,
und seiC®! ein gutartiger Grundkalkil fiE, so daRC™ eine Version mit starren Va-
riablen vonCed ist.

Ein Tableaul™ mit starren Variablen tber einer Signafuf, wird genau dann von
einer Tableauinterpretatiofm, I) € TabInterp(X:,) von C& erfullt, wenn fur alle
Substitutionenr € Subst(3},), die T™ grundieren, das Grund-Tabled$! = T
von (m, I) erfullt wird (Def. 3.4.1). O
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Definition 4.2.24 SeiC™ ein gutartiger Kalkiil mit starren Variablen fur eine Lkdi,
und seiC#! ein gutartiger Grundkalkl fiE, so daRC™ eine Version mit starren Va-
riablen vonC#d ist.

Der Kalkull C™ habe diestarke Korrektheitseigenschaft der Korrektheit der Erwei
terung fir Kalkille mit starren Variablenwenn fur alle Signature®;, und alle Ta-
bleausT, T" uber X, folgendes gilt: fallsT” ein Nachfolgetableau voff' ist, dann
wird 7" von allen TableauinterpretationenTabInterp(X3,) erfullt, dieT erfullen. O

Lemma 4.2.25 SeiC™ ein gutartiger Kalkil mit starren Variableniir eine LogikL,
und seiC®! ein gutartiger Grundkalll fur L, so daRC™ eine Version mit starren
Variablen vonC#d ist.

Der Kalkil C™ hat genau dann die starke Korrektheitseigenschaft der éddheit
der Erweiterung ir Kalkiile mit starren Variablen (Def. 4.2.24), wed#! die starke
Korrektheitseigenschaft der Korrektheit der ErweiterdiagGrundkalkile hat (Eigen-
schaft 2 in Def. 3.5.8).

Beweis:Das Lemma folgt sofort aus den Definitionen der Korrektlesiisnschaften
und der Beziehung zwischen einem Kalkul mit starren Vadeialbind seiner Grundver-
sion. 0

Satz 4.2.26SeiC" ein gutartiger Kalkil mit starren Variableniir eine LogikL, und
seiC#! ein gutartiger Grundkalil fur L, so daf™ eine Version mit starren Variablen
vonCed ist.

HatC™ die Korrektheitseigenschaft 1 aus Definition 3.5.8 (Angemeheit der Menge
der Tableauinterpretationen) und die starke Korrekthagenschaft der Korrektheit
der Erweiterungiir Kalkille mit starren Variablen (Def. 4.2.24), dann @8t korrekt.

Beweis:Weil C™ die Korrektheitseigenschaft 1 aus Definition 3.5.8 hat,sumh(s?
diese Eigenschaft, denn die initialen Tableaus fur einedég& von Formeln sind in
beiden Kalkilen gleich. D&™ die starke Eigenschaft der Korrektheit der Erweiterung
fur Kalkille mit starren Variablen hat, hd¢? die starke Eigenschaft der Korrektheit
der Erweiterung fur Grundkalkile (Eigenschaft 2 in Dek.8), was aus Lemma 4.2.25
folgt.

Also ist C&! korrekt (Satz 3.5.4), was impliziert, daB au€i korrekt ist (Korol-
lar 4.2.19). O

4.2.10 Ein gutartiger Kalkiil mit starren Variablen fiir PL1

In diesem Abschnitt wird als Beispiel ein gutartiger KdlK§; ; mit starren Variablen
fur die Pradikatenlogik erster Stufe definiert, der eileesibn mit starren Variablen des
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GrundkalkilsCg] , aus Abschnitt 3.6 ist und a@§] , mit Hilfe der in Abschnitt 4.2.8
beschriebenen Technik des Hebens konstruiert werden kann.

Fur jede pradikatenlogische Signafir(siehe Abschnitt 2.3) enthalt die erweiterte
SignaturX;, die freien Variablen inVar als Konstanten (siehe Abschnitt 2.3) und
zusatzlich die Mengé™***(2) von Skolem-Funktionssymbolen, die unendlich viele
Symbole jeder Stelligkeit > 0 enthalt. Folglich ist die Meng&ubForm(%f,) eine
Sprache um die Meng&erm (X, ) von Termen (wobei alle freien Variablen und Terme
von derselben Sorte sind); und es ist leicht nachzuvoketal

TabForm(Xf,) = (TabForm(ng)f" ;

dabei bezeichnet;, die Erweiterung vor: mit der MengeF***(5) von Skolem-
Funktionssymbolen.

Beispiel 4.2.27Angenommeny ist eine Konstante der Signatdl, die aber keine
Skolem-Konstante ist, dann ist das Atpifa) eine Formel UbeE und den erweiterten
Signaturen>;; und ¥ . Ist c ist eine Skolem-Konstante, dann jgi) ein Formel
UberX;; und ¥ aber nicht ibek. Die Atomep(X) undp(c, X) sind nur Formeln
uberX;,. Man beachte, daf(c, z) keineFormel Uiber irgendeiner der Signaturen ist,
da Formeln keine freien Objektvariablen enthalten dirfen O

Die Menge der Markierungen und die initiale Markierung \@h sind die gleichen
wie die des Kalkilg?ed, d.h., die Markierung reprasentiert die einzelne Welt der
PL1-Modelle.

Um die Erweiterungsregel vaif¥ zu definieren, benutzen wir wieder die vereinheit-
lichende Notation (unifying notation) wie fur Grund-Tabuformeln, d. h., Tableau-
formeln mit starren Variablen werden i, (-, 6- und y-Formeln eingeteilt (siehe
Tabelle 3.1).

Die Erweiterungsregel-Schemata v6i sind durch Heben der Regelschemata des
KalkulsC#! konstruiert. Die Schemata fir aus, 3- undy-Formeln bestehende Pram-
issen sind offensichtlich stabil beziglich der Ersetzumg Termen durch Terme; neue
starre Variablen werden durch Regelanwendungen auf Bs&mj diey-Formeln ent-
halten, eingefuhrt.

Das Schema fur Pramissen, die atSormeln bestehen, kann ebenfalls gehoben wer-
den — vorausgesetzt eine geeignete Variante des Schenthsemivendet. Wie sich
leicht nachvollziehen laf3t, ist die Variante des Schertadsisbei der alle Grundterme,
die in der Formeb(z) vorkommen, zu Argumenten des Skolem-Terms gemacht wer-
den, der die gebundene Objektvariablersetzt. Also ist die Hauptschwierigkeit bei
der Gestaltung eines gutartigen Kalkils fur PL1 mit s@arvariablen schon gemei-
stert, namlich durch die Gestaltung eines stabilen Giarvaeiterungsregel-Schemas
fur §-Formeln.
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Definition 4.2.28 Sei ¥ € Sigp;, eine PL1-Signatur. Ein&kolem-Term-Zuweisung
mit freien Variablerist eine Funktiorskog,, die jeden-Formelg € TabFormpy(3f,)
einen Term

3k0fv(¢) = f(Xla S 7Xk> € TermOPLl(Z?v)

zuweist, so dald

1. (@) f € Fh (D),
(b) k = agl°(f) und
(c) Xy,..., X, die in¢ vorkommenden freien Variablen sind;

2. wenn einf’ € F** (%) in ¢ vorkommt, dann giltf > f’, wobei> eine beliebige
aber feste Ordnung auf'*** (X)) ist; und

3. fur alle §-Formelny € TabFormer:(X¥) gilt: wenn sko(y) = f(X7, ... X}),
dann sind die Formelp und ) gleich bis auf Umbenennung gebundener Ob-
jektvariablen und die Ersetzung von Vorkommen freier Malga X; durch X/
(1<i<k). O

Die Erweiterungsregel des Grundkalk@®s' ist nur fur solche Pramissen instabil, die
es erlauben einen Ast abzuschlie3en. Denn es wird voraetzgjedall die Formeln in
den komplementaren Atomdn«:G undF:x:G identisch sind, aus denen die minimale
Pramisse fur die Ableitung von besteht. Darum erlaubt das Regelschema mit starren
Variablen fiir den AbschluR voAsten, aus einer Pramis§e= {T:x:G, F:x:G'} die
Konklusion ({{_L}}, 1) abzuleiten, wenn ein Unifikator vonG und G’ ist. Da es
ausreicht, nur allgemeinste Konklusionen zu verwenders€Abitt 4.2.8), bleibt die
Vollstandigkeit des Kalkuls erhalten, wenn man nur sellonklusionen{{L}}, u)
zulafdt, bei denep ein allgemeinstetJnifikator vonG und G’ ist.

In Tabelle 4.2 ist die Erweiterungsregglj , mit starren Variablen des Kalkut&
schematisch dargestellt; und im folgenden ist sie formahabet.

Definition 4.2.29 Fur alle Signature® € Sigp;, und alle Pramissen
IT C TabFormpr,(X7,)

bestehe (X)), (IT) aus den folgenden Konklusionen:

—{{({a1, 0}, id)} furallea €I,

- {<{61}: {52}7 Zd)} far a“eﬂ € H!

—{{{m1(X)},id)} furalley € II und alle starren VariableN € Var,

—{{{o(t)},id)} fur alled € II, wobeit = skog, (0) (Def. 4.2.28),

—{{L}, )} falls esT:o:G und F:0:G" in 11 gibt, so daf¥7 und G’ unifi-
zierbare Atome sind und ein MGU vonG und G’ ist.
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! B (x) 0(z)
a1 B ‘ Ba 71(X) d1(1)
(%) fur jede wobeit = skog, ()
starre VariableXt (siehe Def. 4.2.28)
0
Y
uE

wenng und unifizierbare Atome sind
ein MGU vong¢ und ist auf das Tableau anzuwenden

Tabelle 4.2:Regelschemata mit starren Variablen fur PL1.

Der KalkulCpy ; ist eine Version mit starren Variablen des korrekten unéstéahdigen
Grundkalkulpy,;, der in Abschnitt 3.6 definiert wurde; daraus folgt, dgR, korrekt
und vollstandig ist (Korollar 4.2.19).

Satz 4.2.30Der Kalkil Cpy , ist korrekt und vollsindig.

4.2.11 Ein gutartiger Kalkiil mit starren Variablen fiir die Modallogik K

Als ein weiteres Beispiel definieren wir eine Versi6y mit starren Variablen des
GrundkalkulCi" fur die ModallogikK aus Abschnitt 3.7.4, der eine Erweiterungsre-
gel hat, die bezuglicl-Formeln enthaltenden Pramissen stetig ist, und die déium
diese Pramissen hebbar ist.

Da Formmeq(X) keine Sprache mit Termen ist, werden starre Variablen micl#or-
melteil einer Tableauformel sondern in ihrer Markierunguet; die Menge der Mar-
kierungen vorC" ist eine Sprache mit Termen (wobei Terme naturliche Zasiled).
Also ist Labg, = CondLab(N U Var) die Menge der Markierungen vaty (wobei
CondLab(N U Var) analog zuCondLab(N) definiert ist, siehe Definition 3.7.1) mit
der initialen Markierungl. Mit dieser MengeLab¢, von Markierungen gilt trivialer-
weiseTabFormy, (Smoa) = (TabFormg(Smea))™ (die Signaturen werden nicht durch
zusatzliche [Skolem-]Symbole erweitert).

Wie in Kalkulen fur die Pradikatenlogik erster Stufedsts Erweiterungsregel-Schema
des Grundkalkuls offensichtlich stabil bzgl. Pramissdie ausa- und -Formeln
bestehen. Die Rolle des Schemas faformeln spielt nun aber das Schema #ar
Formeln. Dieses Schema erlaubt es beispielsweise, ausRr@misse, did:1:0G
enthalt, die Konklusio{{T:1.(n):p}} fur alle n € N abzuleiten. Das Schema kann
gehoben werden, und seine Version mit starren Variablewlet] audI die Konklusi-
on{{T:1.(X):p}} fur alle starren VariableX abzuleiten.
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Wenn ein Ast abgeschlossen wird, dann werden alle starneab¥en, die in den Mar-
kierungen der beteiligten komplementaren Atome vorkomniestantiiert, weil die
Markierungen durch andere auf dem Ast vorkommende Markgen gerechtfertigt
werden mussen; und alle unbedingten Positionen in Markgen sind grund (d. h.,
sie bestehen aus naturlichen Zahlen und nicht aus VanpbBeispielsweise konnen
die komplementaren Atomg, = T:1.(X):p und ¢ = F:1.(Y):p nur zum Abschluf3
eines Astes verwendet werden, wenn der Ast Formeln wie 2.B.T:1.1:¢ enthalt,
durch deren Markierungen (Instanzen der) Markierungél ) und1.(Y") gerechtfer-
tigt werden. Also wird die Konklusiog{{L}},{X — 1,Y — 1} aus der Pramisse
{1, ¢2, ¥} abgeleitet.

In Tabelle 4.2 ist die Erweiterungsregg]’ ; mit starren Variablen des Kalkid) ,
schematisch dargestellt; und sie ist im folgenden formahuhst.

Definition 4.2.31 Fur alle SignatureX € Sig,,,4 und alle Pramissen
[T C TabFormmea(X)

besteh& (X)(IT) aus den folgenden Konklusionen (wolh€li eine beliebige aber fe-
ste Bijektion von der Mengé&orm.,.q(>) der modallogischen Formeln in die naturli-
chen Zahlen ist):

- ({{a1, a2}} fur allea € TI,

{{51},{B2}},id) furalles e 11,

{{T:0.(X):G}},id) fur alle T:0:0G € ITund alleX € Var,

{{F:0.(X):G}},id) fur alle F:0:OG € I und alleX € Var,

{{F:0.n:G}},id) furalle F:0:0G € II, wobein = [-G,

{{T:0.n:G}},id) furalleT:0:0G € 11, wobein = [G],

{{L}}, ) falls esT:0:G, F:0":G € II gibt und ;. eine allgemeinste
Substitution ist, so dafy ] = [o'u] undop, o' durchIlp
gerechtfertigt sind.

N o~ o~ o~~~

O

Es kann verschiedene Moglichkeiten geben, die Variabiexirier Markierung zu in-
stantiieren, so dal? sie auf einem Tableauast gerechtfisttig

Beispiel 4.2.32Betrachten wir die Pramisse

II={T:1.1.1:q, T:1.2:r, T:1.(X):p F:1.(X):p} .

Die Menget!”

mod

(IT) besteht aus den Konklusionen

({1} {X = 1}) and ({{L}}, {X = 2}) .
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Q v T:0:0G F:0:0G

o o ‘ o T:0.(X):G Fo.(X):G

&2 fur alle X € Var
T:0:0F F:0:0G T:0:0G F:o:=G
T:0.n:G F:o.n:G F:0:G T:0:G

wobein = [G] wobein = [-G]

T:0:G
F.0':G
1

falls es eine Substitution gibt, so dao ] = [0’ 1] und
diese Markierung durch Formeln auf dem Ast
nach Anwendung vop gerechtfertigt ist;
eine allgemeinste solche Substitutioist auf das Tableau anzuwenden

Tabelle 4.3: Erweiterungsregel-Schemata des KalkE{g mit starren Variablen
fur die ModallogikK

Der KalkulsCy' ist korrekt und vollstandig, denn er ist eine Version matre¢n Varia-
blen des Grundkalkulsi" aus Abschnitt 3.7.4, der korrekt und vollstandig ist.

Satz 4.2.33Der Kalkul Ci fur die LogikK ist korrekt und vollsindig.

Beispiel 4.2.34Als ein Beispiel beweisen wir wieder die Unerfullbarkegrd~or-
mel G aus Beispielen 3.7.16 und 3.7.22, nun allerdings mit dem atedinierten
Kalkul Ciy mit starren Variablen. Abbildung 4.1 zeigt ein geschlossefablead "
fur G, das mit der Erweiterungsregel v6ff" konstruiert ist (in der Abbildung sind die
Tableauformeln mit uninstantiierten starren Variablepeygt; die Substitutionen, die
wahrend der Konstruktion des Tableaubeweises anzuwesidensind separat aufge-
listet).

Die Beweis hat die gleiche Struktur wie der in Abbildung 3eze@igte, der mit Hilfe
der Grundversion des Kalkils konstruiert ist. Der Untkrsd ist, dal3 bei der An-
wendung des Erweiterungsregel-Schemag f&ormeln, um die Formeln 6, 7 und 19
zum Tableau hinzuzufuigen, die neu eingefihrten Markigem nicht,geraten* wer-
den missen. Statt dessen werden die starre Variablenltenthen Markierungen
1.(X1), 1.(X;) bzwl.(X3) eingefuhrt. Die starren Variablen werden spater instan-
tilert, wenn die Erweiterungsregel angewendet wird, umldew®n Ast des Tableaus
abzuschliel3en.

Beim Abschluf? des linken Astes reicht es nicht aus, die 8uben { X; — X,} anzu-
wenden, d. h.{{{L}}, {X; — X,}) ist keine giiltige Konklusion irgendeiner Pramis-
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1] T:l:D(ﬁp V q) A OpA (<>—|q V <>—|p)

Anzuwendende
Substitutionen: (21 T:1:0(=p V q)
o ={X;—~1,Xy— 1} 3y T:1:Op A (O—g V O—p)
02 = {Xs 2} 43 T:1:0Op
53 T:1:0—q vV O—p
62 T:1.(X1):=p V q
(74 T:1.(X3):p
85 1:1:0—q 195 T:1:0—p
og) T:1.1:—¢q 179 T:1.2:=p
[1x10) F:1.1:q g1z F:1.2:p
(126] T:1.(X7):=p 1136] T:1.(X1):¢q 11941 T:1.(X3):p
11412] F:1.(X4):p [16:11,13] L [20;18,|19]J_
[157,14] L

Abbildung 4.1: Das Tablead 5" aus Beispiel 4.2.34 ist das Ergebnis der An-
wendung der aufgeflihrten Substitutionen auf den obigamBa

se auf dem linken Ast des Tableaus, — denn die MarkietuiXy,) ist nicht gerechtfer-
tig. SowohlX; als auchX, mussen mit 1 instantiiert werden, so dal3 die gerechttertig
Markierungl.(1) entsteht.

Nachdenr; = {X; — 1, X, — 1} auf das Tableau angewendet worden ist, erfordert
es keine weiteren Instantiierungen starrer Variablen, emndittleren Ast abzuschlie-
Ben. Um den rechten Ast abzuschlie3en mufd dann allerdiegSuttistitutiorv, an-
gewendet werden, di&; mit 2 instantiiert.

Dieses Beispiel zeigt die Vorteile der Verwendung stargeidblen. Wenn didste ge-
schlossen werden, gibt es (in diesem Beispiel) jeweils img& &lgemeinste Substituti-
on, die angewendet werden kann, d. h., in jedem Fall ist diel \@&r Instantiierungen
der freien Variablen deterministisch. Im Gegensatz damssari die Markierungen
tatsachlich geraten werden, wenn die Grundversion dekilkalerwendet wird; es
ist nicht offensichtlich, ob die Markierung(1) oder die Markierungd.(2) eingefuhrt
werden sollte, was der Wahlmoglichkeit entspricht, jedestarren Variablen entwe-
der mit 1 oder 2 zu instantiieren. O
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4.3 Kalkiile mit universellen Variablen

4.3.1 Die ldee eines Kalkiils mit universellen Variablen

Unter bestimmten Bedingungen gibt es noch eine andereibkikglit als die Verwen-
dung starrer Variablen, um einen Kalkil zu verstarkerattStine freie Variable zu
verwenden, um einen einzelnen, unbekannten Term zu exgrésen, kann man sie
auch dazu verwenden, als Platzhaltendile Terme zu stehen. Dann reprasentiert ei-
ne Formel, die eine solche freie Variahteenthalt, furalle Formeln, die man dadurch
erhalt, da? mam: durch irgendeinen Term ersetzt. Intuitiv kann man dieséai#en
als auf de Meta-Eben universell quantifiziert betrachtamgoh heil3en sianiverselle
Variablen Um die starren und die universellen Variablen klar zu tesnrverwenden
wird im folgenden die Variablen in der Mendgé&r ausschliel3lich als starre Variablen;
universelle Variablen stammen immer aus der separateneéngr = {x;, x,, ...},
die von Var = { X1, X5, ...} disjunkt ist. Universelle Variablen werden niemals in-
stantiiert; auf Tableaus, die universelle (und keine stgrkariablen enthalten werden
keine Substitutionen angewendet.

Definition 4.3.1 SeiL eine Logik. Ein KalkilC"" fur L mit freien Variablen heil3e
ein Kalkul mit universellen Variablerffur L), wenn sein Tableauformeln nur freie
Variablen aus der Meng€Var und keine aus der Mengéur enthalten. O

Definition 4.3.2 SeiC"" ein Kalkil mit universellen Variablen fur eine Loglk; sei
¥ € Sig eine Signatur vorL; und sei® C TabForm(Xf,) eine Menge von Tableau-
formeln.

Die Mengelnst(®) C TabForm(¥y,) der Instanzerder Formeln in® ist wie folgt
definiert:

Inst(®) = {¢7 | 7 € Subst™(X*) ist fur ¢ grundierendl .

O

Gutartigkeit und andere syntaktische Begriffe wie Konldasund Erweiterungsregel
sind fur Kalkille mit universellen Variablen in gleichereie wie fur Grundkalkile
definiert.

Der Vorteil universeller Variablen ist folgender: Haufgg es notwendig, mehrere ver-
schiedene Instanzen einer freie Variablen enthaltendbledaformel zu verwenden,
um einen Ast oder ein Teiltableau abschlie3en zu konneKalkiilen mit starren Va-

riablen ist der Mechanismus dafir, die Erweiterungsreggtrfach auf die Pramissen
anzuwenden, die die Einfuhrung neuer starrer Variablestagien, um so Varianten
der Tableauformeln zu erzeugen. Starre Variablen sidiot implizit universell quan-

tifiziert (wie beispielsweise die Variablen in den Klauselnes Resolutionskalkils).
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Nehmen wir an, ein Tableauast enthalte eine Fo&1); und nehmen wir weiter an,
die Erweiterung des Tableaus werde mit der Erzeugung risterfortgesetzt. Eini-
ge dieser neuen (Teiste enthalten Vorkommen der starren Variablénpwenn X
instantiiert wird, muR die gleiche Ersetzung ftirauf all dieserAsten vorgenommen
werden. In bestimmten Situationen ist es jedoch moglichreadie Korrektheit des
Kalklls zu beeintrachtigen —, die Formg{z) zu B hinzuzufugen. In solch einem
Fall kdnnen verschiedene Instanzgf) von ¢(x) verwendet werden, um den ABt
zu erweitern — ohne zuerst VarianteX’), ¢(X"), ... von¢(X) zu generieren. Wenn
man solche Situationen erkennt und ausnutzt, fuhrt dasizzeken Tableaubeweisen
und in den meisten Fallen zu einem kleineren Suchraum. \&fewohl universelle als
auch starre Variablen in einem Kalkil verwendet werdennd@nnen in den Konklu-
sionen mit starren Variablen Substitutionen benutzt werdes allgemeiner sind als
in dem entsprechenden Kalkl, der nur starre Variableweedet.

Wenn ein AstB eine Tableauformep(x) enthalt, bedeutet das intuitiv, da man fur
beliebige Terme die Formelg(t) zu B hinzufugen konnte, ohne dabei neue offene
Aste zu erzeugen (diese intuitive Interpretation ist ditegs nur richtig, wenn keine
Information in der Struktur eines Tableauastes verborgerdi h., wenn der Kalkil
gutartig ist).

Beispiel 4.3.3 Abbildung 4.2 zeigt ein Beispiel fur die Nutzlichkeit wersellerer Va-
riablen. Das Tablealli" (oben links in der Abbildung) fur die Menge

§ = {(V2)(p(2)), —p(a) vV —p(b)}

von PL1-Formeln kann nicht sofort geschlossen werden, dikegge einzelne Er-
setzung furX gibt, die es erlauben wiirde, zu beidenAsten hinzuzufigen. Um
einen Beweis zu finden, muld die Erweiterungsregel noch eiaofadie v-Formel

T:(Vx)(p(z)) angewendet werden, um eine VarianteéX') = T:p(X’) der Formel

#(X) = T:p(X) zu erzeugen. Dann kann das geschlossene TaBlgaiwben rechts
in der Abbildung) abgeleitet werden.

Das Tablead " (unten links in der Abbildung), das die FormElp(x) statt der For-
mel T:p(X) enthalt, kann dagegen zu dem geschlossenen Tablggunten rechts in
der Abbildung) erweitert werden, ohne dal3 eine Substiudingewendet wird, denn
T:p(x) steht fur alle Formeln der Forf:p(t), einschliel3lichT:p(a) undT:p(b). O

Ein zusatzlicher Vorteil universeller Variablen ist, dsi@ helfen, Redundanzen zu
vermeiden, die in Kalkillen mit starren Variablen inhdresrhanden sind. Wenn bei-
spielsweise ein Tableauast mit starren Variablen die Florme

¢(X1) = Tp Xl)
¢(X2) = Tp
Y1 = Fip
1y = F:up(b)
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enthalt, dann gibt es vier verschiedene Moglichkeiteam Ast zu schliel3en. Enthalt
der Ast jedoch die Formel(x) = T:p(x) mit einer universellen Variablen statt X, )
und ¢(X5), dann gibt es nur eine Konklusion, die den Ast schlief3t, lid{{ L }},
und es ist nicht notig, dafur eine Variable zu instanérer

Universelle Variablen konnen in Tableaus beliebig umbehaverden, vorausgesetzt
alle Vorkommen einer Variablen in derselben Tableauforrexden durch die gleiche
neue Variable ersetzt. Darum ist es moglich, mit einenf’sae, die die beiden kom-
plementaren Atomd:p(x) und F:p(f(x)) enthalt, einen Ast abzuschlie3en, weil die
universelle Variable: in einem der beiden Atome umbenannt werden kann.

Die Technik, in Tableaukalkulen universelle Variablenvarwenden, wurde fur die
klassische Pradikatenlogik erster Stufe zuerst in (Beékelahnle, 1992) beschrieben
und ist in (Beckert & Hahnle, 1998) weiter verbessert woardein Tableaukalkil mit
universellen Variablen fur Modallogiken ist in (Beckeri@oré, 1997) beschrieben. In
(Bibel, 1982) ist ein&plitting by needyenannte Technik fur die Konnektionsmethode
vorgeschlagen; sie basiert — wie die Methode der universdriablen — auf der Idee,
das Kopieren universell quantifizierter Formeln in Falenvermeiden, in denen es
korrekt ist, eine einzelne Kopie mit verschiedenen Insiemingen fur ihre Variablen
zu verwenden.

4.3.2 Die universelle Variablen verwendende Version eines Grundkalkiils

Kalkule C" mit universellen Variablen werden gewohnlich durch Hebigres Grund-
kalkilsC# konstruiert (ahnlich wie Kalkiille mit starren Variablead daR Korrektheit
und Vollstandigkeit vor€"" aus Korrektheit und Vollstandigkeit vatt! folgen.

Definition 4.3.4 SeiC"" ein gutartiger universelle Variablen verwendender Khliti
eine LogikL; und seiC#! ein gutartiger Grundkalkul fiE, so daf? fur alle Signatu-
reny € Sig die erweiterte Signatug;, die vonC#d benutzt wird, diejenige Signatur
ist, die gemalf der Definition von Tableaukalkilen mitdrelariablen (Def. 4.2.3)
existieren muf3, fur die

TabForm(%f,) = (TabForm(Z;d))fV
gilt.
Der Kalkil C" ist eineVersion mit universellen Variablevon €& (und C&¢ ist eine

GrundversiornvonC""), wenn fur alle Pramisseli,, C TabForm(Xf,) mit universel-
len Variablen die Mengen

| J{€8(TT,4) | T4 ist eine endliche Teilmenge vdst (TT,,) }
und

{{ElTl, Ceey EnTn} ‘ {El, R En} S guv(Huv)’ und farl <i <n,
ist7; € Subst™ (%) eine fur E; grundierende Substitutign
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gleich sind. O

Der folgende Satz stellt Korrektheit und Vollstandigkeaites gutartigen Kalkils mit
universellen Variablen zu Korrektheit und Vollstandiglseiner Grundversion in Be-
ziehung. Der Beweis des Satzes ist konstruktiv und stedtt ainen Algorithmus zur
Verfigung, mit dem ein Grund-Tableaubeweis aus einemegattleweis mit univer-
sellen Variablen berechnet werden kann. Da der Grund-dabkweis exponentiell
grol3er sein kann, ist eine Beweisrichtung nicht ganz eimfas gibt keine eindeutige
Zuordnung zwischen Erweiterungsregelanwendungen imdkalkil und im Kalkl

mit universellen Variablen (in Beispiel 4.3.7 wird die Tsdormation veranschaulicht).

Satz 4.3.5SeiC"" ein gutartiger Kalkil mit universellen Variablerif eine LogikL;
und seiC&! ein gutartiger Grundkali fur L, so darC"v eine Version mit universellen
Variablen vonCed ist (Def. 4.3.4).

Es gibt fir eine Formelmengé&' C Form(X) Uber einer SignatuE € Sig genau dann
einenC""-Tableaubeweis, wenn es eingii-Tableaubeweidit G gibt.

Beweis:Wenn-Teil:Sei 7%, ..., T (n > 1) ein mit dem Grundkalkis! konstru-
ierter Tableaubeweis fir.

Durch Induktion tUbet zeigen wir, daf es eine Fold&", ..., T von Tableaus mit
universellen Variablen fucZ gibt, so daR fur jeden AsB" von T!V ein Ast B&d
von 724 mit

Form(B®) C Inst(Form(B"™))

existiert. Daraus folgt dann, daR alleste des geschlossenen Tabledi§$ die Ta-
bleauformell enthalten. Also ist aucl) geschlossen.

i = 1: Ein (beliebiges) initiales Tableal}'"” fur G enthalt keine universellen Variablen;
darum gilt Form(B#&d) = Form(B") = Inst(Form(Bv)).

i — i+ 1: Sei B! der Ast von T#, der unter Verwendung einer Pramigsaind ei-
ner KonklusionCed = {E54, .| F&) erweitert worden ist. GemaR der Definition der
Beziehung zwischen einem Kalkil mit universellen Formahal seiner Grundversi-
on gibt es auf jedem ASB! mit Form (B&') C Inst(Form(B)) eine Pramiss&"’
aus der eine Konklusio6"v = {E}Y, ..., E}V} mit universellen Variablen abgeleitet
werden kann, so daEJgd C Inst(E}V) (1 <j < k). Das Tablead}y, sei ausT;™
konstruiert, indem jeder solche Ast unter Verwendung danfssdl"" und der Kon-
klusionC"" erweitert wird.

Nun seiB}Y, ein beliebiger Ast irf}Y;. Der einzige interessante Fall ist, wenn

Form(BY,) = Form(B;") U E}Y
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fur ein j € {1,...,k} gilt. Dann erfullt der AstB, in T&',, der durch Erweite-

rung von Bigd mit E]gd entstanden ist, die Bedingung der Induktionsannahme, weil
Form(B%') C Inst(Form(B!)) und also

Form(B%.) = Form(B&')U E]gd
C Inst(Form(B;"™)) U Inst(E}")
= Inst(Form(B;") U E}")
= Inst(Form(B}Y,)) .

Genau-dann-Teil:Sei 77", ..., T (n > 1) ein Tableaubeweis fufz, der mit Hilfe
des universelle Variablen verwendenden Kalkiils konstruiert ist.

Durch Induktion Uber — mit Induktionsanfang = n und bei jedem Schritt abneh-
mendem — zeigen wir:

InduktionsannahmeEir jeden AstB!Y in TV existiert eine Meng®# C Inst(BYY)
von Grund-Tableauformeln, so daf jeder Tableaik48t der diese Formeln enthalt,
zu einem geschlossenen (Teil-)Tableau erweitert werden.ka

Dal} die Induktion mit = n beginnt undi in jedem Schritt verringert wird, spiegelt
die Tatsache wieder, dall man als allererstes wissen mué&pevklstanzen von uni-

verselle Variablen enthaltenden Formeln man als Pramissaotigt, um die Blatter

des Grund-Tableaus abzuleiten, was dann erlaubt, dienrestan den Pramissen der
Pramissen zu bestimmen, usw.

Nachdem bewiesen ist, daf? die Induktionsannahme £t gilt, kann man folgern,
daR der einzelne A% eines initialen Grundtableaus zu einem geschlossenerdGrun
tableau erweitert werden kann, denn es gilt

Form(B%%) = Form(BY) = Inst(Form(BM)) ,
wobei B}V der einzelne Ast des initialen Tabledli$” mit universellen Variablen ist.

i = n: Da das Tablead"” geschlossen ist, enthalt jeder seidete B!¥ die Ta-
bleauformell ; darum kannb&! als die Mengg |} festgesetzt werden. Jeder Grund-
Tableauast, det enthalt, kann trivialerweise zu einem geschlossenemabddau er-
weitert werden.

i+1 — i: SeiB;}" ein beliebiger Ast vofl}". Falls B}V auch ein Ast vod}Y, ist, sind
wir fertig. Andernfalls ist7}"Y, ausT;" durch Erweiterung des Astds'" konstruiert
worden — unter Verwendung einer PramisB& C Form(B}") und einer Konklusion
cCvW ={EY",...,E}} vonII"™.

Sei cp?j:l,j C Form(B}Y, ;) diejenige Menge von Tableauformeln, die gemaR der In-

duktionsannahme far den ABtY, ; vonT}Y, existiert, der durch Erweiterung vdsj"™
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mit £}V entstanden istl(< j < k). Weiterhin seien fur allg € {1, ..., k} Substitu-
tionenT{, e ,rf]',, die fur £ grundierend sind, so gewahlt, daf alle Tableauformeln

in Inst(E}Y), die in @lgil’j vorkommen, Elemente der Vereinigum;l;":1 Ey¥r] sind.

Und weiter seib®! ¢ Inst(Form(B!)) die kleinste Menge, die die folgenden Grund-
Tableauformeln enthalt:
1. alle Grund-Tableauformeln ifust( Form(B})), die in einer der Menge@?jﬂlﬂ.
enthalten sindl( < j < k),

2. alle Grund-Tableauformeln ifust(Form(B{")), die in solchen minimalen Pra-
misserl18d C Inst(Form(B)) vorkommen, die erlauben, eine der Konklusio-
nen

gd __ uv,_1 uv,_1
Ce = {E\"T,,,..., BT,

abzuleiten, wobet; € {1,...,1;} fur1 < j < k. Solche Pramissdn&! existie-
ren als Teilmengen vofst(Form(B}"")) gemal der Definition der Beziehung
zwischen einem Kalkul mit universellen Variablen und sei@rundversion.

Nun kann jeder Grund-Tableaudsi® mit ®¢ c Form(B5) wie folgt zu einem ge-
schlossenen Teiltableau erweitert werden: Der B&twerde (wiederholt) unter Ver-
wendungaller der Konklusioner©! = {E}"7! ,..., E{¥7, }insolcher Weise erwei-

tert, dal3 in der Konstruktion jedes der neu entstehendéisiejede dieser Konklusio-
nen einmal verwendet worden ist. Die Anzahl der Konklusi'oisf.e]’[?:1 l;; damit ist

die Zahl neuer Teilaste exponentiellﬂﬁz1 l;. Aus dem Schubfachprinzip folgt, daf
jeder der neuen Teilaste fur zumindest gia {1, ....k} die Formelnaller Extensio-
nenE;Vr/ enthalt (also fueller € {1,...,1;}); denn sonst mite es einen Ast geben,
der fur jedeg € {1,...,k} zumindest eine Extensionéiyvrg; nichtenthalt — im Wi-
derspruch zur Konstruktionsvorschrift, da alle Konkbasin{ £y¥7! ..., E}¥7)

an der Erweiterung aller neuen Teilaste beteiligt sind.

Es folgt, daf? jeder der neuen Teilaste fur zumindesyein{1, ..., k} alle Tableau-
formeln in @%ﬁlyj enthalt, denn eine Formel

CI)ffELj C Inst(Form(B;Y, ;)) = Inst(Form(B}")) U Inst(E}")
ist entweder Element vofnst(Form(B}"")) — dann kommt sie gemaR Bedingung 1

in der Definition von®&! in ®&* und also inB* vor —, oder sie ist ein Element von
Inst(E}V) und kommt daher gemaf’ Konstruktion auf dem neuen Teilast vo

Die Induktionsannahme trifft auf jeden der neuen Teil&stedenn jeder von ihnen
enthalt die Formeln einer der Mengéﬁil’j; sie konnen daher alle zu einem geschlos-

senen Teiltableau erweitert werden. Also kann der BEt zu einem geschlossenen
Teiltableau erweitert werden. 0
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Korollar 4.3.6 SeiC"" ein gutartiger Kalkil mit universellen Variablenif eine Lo-
gik L; und seiC®! ein gutartiger Grundkalil fur L, so daBC" eine Version mit
universellen Variablen vo@e! ist (Def. 4.3.4).

Der Kalkill C" ist genau dann korrekt und voléstdig, wenrCe? korrekt und vollsin-
dig ist.

Beispiel 4.3.7Da die aus Beweisen mit universellen Variablen konstrerefsrund-
Tableaubeweise exponentiell grofRer sind, konnen wieimukleines Beispiel flr einen
Schritt in der Konstruktion vorstellen.

Wir betrachten den in Abbildung 4.3 gezeigten Tableaubewedér universelle Va-
riablen verwendet (er ist mit dem Kalk@hy, fur PL1 aus Abschnitt 4.3.6 konstru-
iert); und wir nehmen an, die Teiltableali$* und7;"" seien geschlossen (die Men-
ge ' der Tableauformeln des initialen Tableaus kdonnte bdspeise die Formeln
T:(=p(a) V —=p(b)) undT:(—¢(c) V —¢(d)) enthalten).

Wir nehmen weiter an, dal’ die Methode zur Konstruktion e@wesd-Tableaubewei-
ses aus dem Beweis von Satz 4.3.5 schon auf alle Erweitestimifte angewendet
worden ist, die notwendig sind, um die Teiltabled{y$ und7," zu konstruieren. Nun
betrachten wir den Erweiterungsschritt, in dem die unidesvariablen enthalten-
de Konklusion{{T:p(x)}, {T:p(y)}} aus der Pramissgr:(p(x) V p(y))} abgeleitet
wird. Sei B" der einzelne Ast des Tableaus vor der Erweiterungsregelatung,
und seienB," und B" die beidenAste des Tableaus danach. Die Konstruktion des
Grund-Tableaubeweises ist schon soweit fortgeschritta3,geschlossene Teiltable-
ausTgid unqugd vorliegen, die aus jedem beliebigen Grund-Tableauastigtzeerden
konnen, der bestimmte Instanzen der Formeln/gifbzw. By enthalt. Wir nehmen
an, dalps? = {T:p(a), T:p(b)} und®&! = {T:¢(c), T:q(d)} diese Menge von Instan-
zen seien.

Abbildung 4.4 zeigt das komplette geschlossene Grundiabl/ie sich leicht Uber-
prufen lal3t, enthalt jeder der neuen Teilaste entwedeohl T:p(a) als auchT:p(b)
oder sowohiT:¢(c) als auchT:¢(d).? O

Fur viele Logiken kann die Reduktion in der GroRRe kiireeBeweise, die sich mit der
Verwendung universeller Variablen erzielen laRdt, auctchkleine zusatzliche nicht-
analytische Schnittregel erreicht werden. In obigem Beldg@nnte man die Schnitt-
formel

G = (Vo) (Vy)(p(=) V q(y)) = (Vo) (p(2)) V (Vy)(a(y))

verwenden. Dann kdnnte derjenige der entsteheddze, derF:G enthalt, mit ei-
nem Teil-Tableaubeweis konstanter GroRe abgeschloseeten; wahrend deF:G

2 Man beachte, daf? im Grundkalkul wie auch im universelleidéden verwendenden Kalkul ein
Regelschema fur-Formeln benutzt wird, das erlaubf:(p(¢) V ¢(¢')) in einem Schritt aus
T:(Vz)(Vy)(p(z) V q(y)) abzuleiten, ohne daf’ zuefst{(Vy) (p(t) V ¢(y)) abgeleitet wird.
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Abbildung 4.3: Ein Tableaubeweis mit universellen Variablen (Beispi&l 4).

(a) q(c)
p(a(p \qw)\ p(a( \q<d>\
ﬁ(b( }(6) 5(6( q(c) ﬁ(b( q(c) ﬁ(b{ }(6)

pﬂb) q(d) p(b) q(d) pﬁb) q(d) pﬂb) q(d) pﬁb) q(d) pﬁb) q(d) pﬂb) q(d) p(b) q(d)

Abbildung 4.4: Ein Grund-Tableaubeweis, der aus dem Tableaubeweis mit uni
versellen Variablen in Abbildung 4.3 konstruiert ist (|dBeispiel 4.3.7); um die
Lesbarkeit zu verbessern, sind die Markierungen und Voinesi nicht dargestellt
(die in allen Fallerk bzw. T sind).
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enthaltende Ast mit einem Teil-Tableaubeweis von glei€3e wie der Tableaube-
weis mit universellen Variablen geschlossen werden l&nAtiso kann die Technik
der universellen Variablen in gewisser Weise als eine aicig@nkte Anwendung der
nicht-analytischen Schnittregel angesehen werden (eibeschrankte Verwendung
der Schnittregel fuhrt zu einer Suchraumexplosion).

In (Stenz, 1997) ist eine Transformation von Tableaubesreidie mit Hilfe eines uni-
verselle Variablen verwendenden Kalkls fur PL1 konsttusind, in Grund-Tableau-
beweise beschrieben. Diese Transformation kann jedocangewendet werden, falls
universelle Variablen in dem Ausgangsbeweis niemals iargionklusion mit mehr
als einer Extension auftreten (also niemals in einer veigevelen Konklusion). In
diesem Fall kann ein Grund-Tableaubeweis konstruiert aerdessen Grolde polyno-
miell in der Grof3e des Beweises mit universellen Varialdéen

4.3.3 Konstruktion eines universelle Variablen verwendenden Kalkiils

In diesem Abschnitt diskutieren wir die Frage, wie eine enselle Variablen verwen-
dende Versio"" eines Grund-Tableaukalkid¥? zu konstruieren ist.

Eine Moglichkeit ist, eine starre Variablen verwendenaesionC™ von C&, die mit
Hilfe der in Abschnitt 4.2 beschriebenen Technik des HelBenstruiert worden ist, in
einen Kalkil mit universellen Variablen zu verwandeln sann wie folgt geschehen:
Sei eine PramissH,, mit universellen Variablen gegeben. Dann werde jede univer
selle Variable inll,, durch eine starre Variable ersetzt, so daf} eine nur staria-Va
blen enthaltende Pramisse entsteht. Dabei werden meMaie@mmen der gleichen
universellen Variablew in einer Formel durch die gleiche starre Variable ersetat: V
kommen vone in anderen Formeln werden durch andere starre Variabletzérsind
verschiedene universelle Variablen werden immer durcbcheedene starre Variablen
ersetzt. Dann besteht die Menge moglicher Konklusiondrumversellen Variablen
fur 11, aus allenC,,,, die wie folgt aus KonklusionefC,,, 7) mit starren Variablen
vonTIl,, konstruiert werden konnen:

1. Jede starre Variable, die in nur einer Extension @gnvorkommt, wird durch
eine universelle Variable ersetzt.

2. Jede starre Variable, die in mehr als einer Extension®grvorkommt, wird
durch einen beliebigen Grundtern& TabTerm ersetzt.

Alle Vorkommen einer starren Variablen werden durch diéchke universelle Variable
bzw. den gleichen Term ersetzt. Man beachte, dal3 die Sutistit in der Konklusion

mit starren Variablen keine Rolle in der Konstruktion demKmsion mit universellen
Variablen spielt. Der so entstehende Kalkil mit univdeseMariablen ist per Kon-
struktion gutartig.
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Beispiel 4.3.81In Tabelle 4.4 sind Beispiele fur die wichtigsten Phanamaufgefiuhrt,
die auftreten kdnnen, wenn die oben beschriebene Methodgerechnung von Kon-
klusionen mit universellen Variablen verwendet wird.

(a) Eine neue universelle Variable wird eingefuhrt.

(b) Eine Variable wird Uber zwei Extensionen verteilt; ggliert ihre Universalitat
und muf3 durch einen Grundterm ersetzt werden.

(c) Eine Variable tritt in nur einer Extension auf und bleailarum universell.

(d) Eine Kombination der Falle (b) und (c); die Variahienul3 durch einen Grund-
term ersetzt werden, wahrend die Variaplaniversell bleibt.

(e) In der Version mit starren Variablen muf3 eine Substatuauf das Tableau an-
gewendet werden; in der Version mit universellen Varialbled sie nicht ange-
wendet, da die Variablen, die zu instantiieren waren, ensiell sind.

() In diesem Fall fuhrt die Methode zur Konstruktion eitd@nklusion mit univer-
sellen Variablen nicht zu einem optimalen Ergebnis. Jedebdiden universel-
len Variablen wird Uber die beiden Extensionen verteitigl sie werden darum
durch Grundterme ersetzt. Jedoch beschreibt auch dasaditer Schema

T:p(z) < q(y)
T:p(z) | F:p(z)
T:q(y) | Fiq(y)

fur PL1-Formeln der Formp(x) <> ¢(y) eine korrekte Erweiterungsregel; die
beiden universellen Variablen bleiben universell, obwsaluber die Extensio-
nen verteilt werden. Dies Schema ist korrekt, vorausgesk® die universellen
Variablenz undy in jeweils nur einer Teilformel der Pramisse auftreten. O

Wie Falle (a) und (b) in obigem Beispiel zeigen, werden ikikilen mit universellen
Variablen verschiedene Varianten (oder Instanzen) eirerkKision durch das ver-
zweigende Regelschemata erzeugt, und nicht wie in Kalkiilg starren Variablen
durch die Schemata, die neue Variablen einfuhren.

Fur bestimmte Formelklassen kann die Verwendung einelsti#&al "™ mit universel-
len Variablen, der aus einem Kalk@il" mit starren Variablen konstruiert worden ist,
Tableaubeweise erlauben, die exponentiell kleiner siadli@ kiirzesten Beweise, die
mit C™ oder seiner Grundversiat# gefiihrt werden konnen. Nichtsdestotrotz ist das
Ergebnis dieser Konstruktion nicht immer ein optimalerKk{&imit universellen Va-
riablen (wie Fall (f) in Beispiel 4.3.8 zeigt). Tatsacllicst die Frage, ob eine in der

3 Intuitiv ist dieses liberalere Schema korrekt, weil, fal(g) undq(t') fur allet, # € Term aquivalent

sind, die Formelrp(t) und ¢(t) entweder beide fiir alle € Term wahr sind oder beide fir alle
t € Term falsch sind.
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Iy = T:(Vz)(p(z,y))

Iy = T:(Vz)(p(z,Y))
<Crv:7—> = <Tp(X: Y) ) Zd>

Cw = Tp(x, y)

Iy, = Tip(x) Agx)
I, = T:p(X)Aq(X)
Crt) = (0] i)
_ Tip(x)
G = Tiq(x)
(©)
_ Tip(f(a))
My T.f(x) ~x
N FTH0)
v Tf(X)~ X
(Cry,7) = (Topla) , {X = a})
Cy = T:p(a)

I, = T:p(x) V q(x)
M, = T:p(X)Vq(X)
(Cry, 7) = (T:p(X) | T:q(X) , id)
Cow = Tip(t) | Trq(t)
furallet € Term
(b)

I, = Tip(z) Vg(z, y)
II,=  TpX)VvgeX,Y)
(G, )= (T p(X) Tiq(X, Y) id)

Cu = Tip(t) | T:q(t, y)
furallet € Term
(d)
Iy, = T:p(x) <> q(y)
I, = T(rp()X ) <—>(q(§)
T:p(X) | Fip(X .
Cor7) = {rgv) | Feg)
o Tep(t) | Fip(t)
w Tiq(t') | Fiq(t)
furallet,t’ € Term
Q)

Tabelle 4.4: Beispiele fur die Konstruktion von Konklusionen mit unigellen

Variablen (siehe Beispiel 4.3.8).
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Pramisse auftretenden universelle Variable in der Kagikluuniversell bleiben kann
oder durch Grundterme ersetzt werden muf3, im allgemeinentscheidbar (fur den
Fall der Pradikatenlogik erster Stufe wird dieses Prolle(Beckert & Hahnle, 1998)
diskutiert).

4.3.4 Semantik von universelle Variablen enthaltenden Tableaus

Es ist im allgemeinen nicht moglich, eine Modellsemaniik Kalkiile mit universel-
len Variablen zu definieren, wenn beide Vorzeiclreand T in Tableaus vorkommen
konnen. Der Grund dafir ist der folgende: Definiert mangwaheliegend ist), dai3
é(x) in I(o) wahr sei, fallsp(t) in I (o) fur alle Termet wahr ist, dann ist () falsch
in I(0), falls es auch nur einen Tertrgibt, so daf¥(¢) in I(o) falsch ist. Das heif3t,
F:o:¢(x) ist erflllt, wenn es einen Termgibt, so da¥:0:¢(t) erfulltist. Das ist aber
nicht die beabsichtigte Semantik der universellen Vaeall.

Darum grunden wir die Semantik der Tableaus eines Kalkillsnit universellen Va-
riablen auf die Semantik der Tableaus der GrundvergiivonC""; wobei allerdings
die Beziehung eine andere ist als zwischen der Semantik gbtedus mitstarren
Variablen und Grundtableaus.

Definition 4.3.9 SeiC"" ein gutartiger Kalkll mit universellen Variablen fur eibo-
gik L; und seiC&! ein gutartiger Grundkalkil fuk, so daRC" eine Version mit
universellen Variablen vo@s? ist.

Eine Tableauformep € TabForm(X:,) mit universellen Variablen wird genau dann
von einer Tableauinterpretatiofin, I) € TabInterp(X*) von C& erfullt, wenn alle
Grund-Tableauformeln ifinst({¢}) von (m, I) erfullt werden. O

Wie im Fall von Grundtableaus, wird ein A#t,, eines Tableaus mit universellen
Variablen von einer Tableauinterpretatign, ) erfullt, wenn sie alle Formeln au#,,
erfullt (oder, was aquivalent ist, wenn sie alle Formeist(B,,) erfullt); und die
Tableauinterpretatiofin, I) erfillt ein Tableaur,, mit universellen Variablen, wenn
sie einen Ast vorT,,, erfullt.

Lemma 4.3.10 SeiC" ein gutartiger Kalkil mit universellen Variablenif eine Lo-
gik L; und seiC® ein gutartiger Grundkalil fur L, so daRC" eine Version mit
universellen Variablen vo@s ist.

Der Kalkill C"V hat genau dann die Eigenschaft der starken Korrektheit deretie-
rung (Eigenschaft 2 in Def. 3.5.8) bzgl. der Tableauintetationen vorgs?, wennCed
diese Eigenschaft hat.

Beweis:Das Lemma folgt sofort aus den Definitionen der Korrektleggsnschaft und
der Beziehung zwischen einem Kalkil mit universellen &akeén und seiner Grund-
version. O
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Satz 4.3.11SeiC" ein gutartiger Kalkil mit universellen Variableriir eine LogiKL;
und seiC#! ein gutartiger Grundkali fur L, so daRC"v eine Version mit universellen
Variablen vonC#d ist.

WennC" die starken Korrektheitseigenschaften aus Definitior8h&t (Angemessen-
heit der Menge der Tableauinterpretationen und Korrektder Erweiterung), dann
istC"" korrekt.

Beweis: Da C"" die Eigenschaft 1 (starke Angemessenheit der Menge deedabl
interpretationen) aus Definition 3.5.8 hat, hat agéh diese Eigenschaft, denn die
initialen Tableaus fur eine Mengevon Formeln sind in beiden Kalktlen gleich.

Weil C'v die Eigenschaft 2 hat (starke Korrektheit der Erweiteryhg) aucice! diese
Eigenschaft (gemall Lemma 4.3.10).

Also istCed korrekt (Satz 3.5.4), woraus folgt, daR auti korrekt ist (Korollar 4.3.6).
O

4.3.5 Mischen Starrer und Universeller Variablen

Ein Kalkdl mit universellen Variablen kann syntaktisch @rundkalkil aufgefaldt wer-
den (da er keine starren Variablen enthalt) und kann alkolggn und zusatzlich um
starre Variablen angereichert werden.

Die Technik aus Abschnitt 4.3.3, mit der eine universellaafden verwendende Ver-
sion eines Grundkalkul€s? aus einer starre Variablen verwendenden Vergitn
von (& konstruiert werden kann, kann so angepaft werden, dal? mami€alkulC™
mit gemischt starren und universellen Variablen konstameann, der eine Version
mit starren Variablen einer Version mit universellen Vb vonCed ist.

Die Konstruktion beginnt genauso wie die eines aussclitieiniverselle Variablen
verwendenden Kalkils: Sei eine Pramig$g, mit gemischten Variablen gegeben
(d.h., eine Pramisse, die sowohl starre als auch universatiablen enthalt). Zu-
nachst wird eine ausschlief3lich starre Variablen erghdk PramissH,, konstruiert,
indem die universellen Variablen I, durch starre Variablen ersetzt werden, wobei
— wie zuvor — Vorkommen einer universellen Variablemn derselben Formel durch
die gleiche starre Variable ersetzt werden, aber Vorkomwoenz in verschiedenen
Formeln durch verschiedene starre Variablen; und verdehe universelle Variablen
werden immer durch verschiedene starre Variablen erséusttzliche verlangen wir
jetzt, dal3 die neu eingefuhrten starren Variablen von tlmes Variablen verschie-
den sind, die schon ifl,,, vorkommen. Dann besteht die Menge der Konklusionen
mit gemischten Variablen fur die Pramisdg,, aus allen Konklusionet',,,, die wie
folgt aus einer KonklusiofC,,, 7) mit starren Variablen vofil,, konstruiert werden
konnen:
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1. Alle starren Variablen i, die als ein Ersatz fUr eine universelle Variable
eingefiihrt worden sind und in nur einer Extension ¥gnvorkommen, werden
wieder durch die urspriingliche Variahieersetzt.

2. Alle starren Variablen i, die als ein Ersatz fur eine universelle Variakle
eingefuhrt worden sind und in mehr als einer Extension #gnvorkommen,
werden durch eine beliebige starre Variable ersetzt.

3. Die Substitutionr wird auf die starren Variablen eingeschrankt, die in der ur
springlichen Pramisdé,,, mit gemischten Variablen vorkommen.

Der zweite der obigen Schritte mag redundant erscheinest aper notwendig, well
beispielsweisg {T:p(X)}, T:q(X)}} fur alle starren VariablenX eine Konklusion
von {{T:p(x) V q(x)}} sein mul. Intuitiv missen Erweiterungsregelanwendungen
die die Universalitat einer Variablen zerstoren, die Ableitung einer beliebigen Zahl
von Varianten der Konklusion gestatten, die verschiedémeesVariablenX anstelle
der universellen Variables enthalten.

Beispiel 4.3.12Tabellen 4.5 und 4.6 zeigen Beispiele fur Pramissen nitigehten
Variablen und die Konklusionen mit gemischten Variableie, aus diesen Konklu-
sionen mit der oben beschriebenen Methode konstruierteme(ieyl. Tabelle 4.4 und
Beispiel 4.3.8 wo ahnliche Beispiele benutzt werden, uenkdinstruktion einer Kon-
klusion mit ausschlief3lich universellen Variablen zu destgeren).

() Eine neue universelle Variabdewird eingefiihrt. Die starre Variablg bleibt
unverandert.

(b) Die universelle Variable: wird Giber zwei Extensionen verteilt; sie verliert ihre
Universalitat und wird durch eine beliebige starre Vaeak ersetzt. Die starre
VariableY bleibt unverandert.

(c) Die universelle Variable: tritt in nur einer Extension auf; darum bleibt sie uni-
versell. Die starre Variabl& bleibt unverandert.

(d) Ein Kombination der Falle (b) und (c); die universellrMblex mufd durch eine
beliebige starre Variabl& ersetzt werden, wahrend die Variahjeuniversell
bleibt. Die starre Variabl& bleibt unverandert.

(e) In der Version mit ausschliel3lich starren Variablen reuie Substitution auf
das Tableau angewendet werden; eine der instantiiertaabl@n (die starre
Variable X) ist als Ersatz fur die universelle Variabteeingefiihrt worden, die
andere instantiierte Variable (die starre Variab)kommt schon in der Pramisse
mit gemischten Variablen vor. In der Konklusion mit gemisehVariablen wird
nur die VariableY’, die schon in der Pramisse vorkommt, instantiiert.



4.3 Kalkille mit universellen Variablen 127

(f) Dieses Beispiel zeigt, dal3 eine universelle Variabie ibniversalitat verliert
und durch eine beliebige starre Variable ersetzt werden(bbuv ersetzt bleibt),
wenn sie in einem Term im Wertebereich der Substitutionrgitftlie Teil der
Konklusion mit ausschlief3lich starre Variablen ist. O

Wie Fall (f) im obigen Beispiel zeigt, mul3 eine universelkridble durch eine starre
Variable ersetzt werden, wenn sie im Wertebereich einest8ubon auftritt, die auf
das Tableau anzuwenden ist. Darum ist es besser, wenn makatlichat, entwe-
derx mit Y oderY mit (einem starren Ersatz fu#) zu instantiieren, die erstgenannte
Maoglichkeit zu wahlen.

Beim Entwurf eines Kalkils mit gemischten Variablen spehe allgemeinerer Ver-
sion der Unifikation eine wichtige Rolle, die wifV-Unifikationnennen. Im Fall, daf3
ausschlieflich starre Variablen auftreten, wie auch iny Bal3 ausschlie3lich univer-
selle Variablen auftreten, reicht die Standard-Unifikatiwvie sie in Abschnitt 2.2.3
definiert ist, aus (der Unterschied ist nur, daf im univéeadtall der Unifikator nicht

auf das Tableau angewendet wird). Im Fall, daf3 starre uncersglle Variablen ge-
mischt auftreten, mul3 jedoch UV-Unifikation verwendet vegrddie die unterschied-
liche Natur der beiden Typen von Variablen berticksichtigt

Definition 4.3.13 Seien¢ und ¢y Tableauformeln tUber einer Signatki ., mit ge-
mischt starren und universellen Variablen; und seien

W:{mlf—}Xl,...,mkf—}Xk} undp:{ylHYiaﬂka}ﬁ}

Substitutionen, die alle universellen Variablerpibzw. 1) durch neue starre Variablen
ersetzen, d. h.,

1. x4,...,x sind alle universellen Variablen, die gnvorkommen, undy, ..., y,
sind alle universellen Variablen, die ihvorkommen,

2. Xq,..., X, Yy, ..., Y sind paarweise verschiedene starre Variablen, die weder
in ¢ noch iny vorkommen.

Eine Substitution: € Subst(X? ) heille einJV-Unifikatorvon ¢ und+, wenn sie die
Einschrankung eines Unifikators vemr und+p auf die in¢g und/oden) auftretenden
starren Variablen ist. O

Man beachte, dalRR Definitions- und Wertebereich eines U¥Wikdnors nur starre und
keine universellen Variablen enthalten.

Beispiel 4.3.14Die Substitution{Y” — b} ist ein UV-Unifikator der Tableauformeln

T:p(x,Y) und T:p(a, b); die leere Substitutiond ist ein UV-Unifikator vonT:p(x)

und T:p(f(x)); und {X — f(Y)} ist ein UV-Unifikator vonT:p(X) und T:p(f(y)).
O
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Mo = T:(Vz)(p( )
My = T:(V)(p(x,Y, Z))

(Cry,7) = (Tp(X,Y,Z), id)

(Cov, 7) = (Top(m,y,Z) , id)

(a)

I, = Tp(z,Y)Vg(e,Y)

II,, = Tp(X,Y)Vq(X,Y)
(Cry,7) = (T:p(X,Y) | Tiq(X,Y), id)
<Cmv:7-> = <T:p(X, Y) T Q(X: Y) ) Zd>

furalle X € Var
(b)
My = Tip(x,Y)Ag(e,Y)
Iy = Tp(X,Y)Aq(X,Y)

Conth = 2T @)

Cor) = (o) id)
()

I, = Tp(x, Z)Vq(x,y, 7)
M= Tp(X,2)Va(X,Y,7)
(Cry,7) = (Tp(X,Z) | Tq(X,Y, Z) , id)
(Cv, 7) = (Tep(X, Z) | T(X,y, Z) , id)

fur alle X € Var
(d)

Tabelle 4.5: Beispiele fur die Konstruktion von Konklusionen mit geotiten
Variablen (erster Teil), siehe Beispiel 4.3.12.
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(Cry,7) = (Tipla), {X = a,Y —b})
<Cmva T> = <T:p(a) ) {Y = b}>

(€)

Top(f(x))
Minw = ﬁp(y)

0 — T:p(f(X))

v F:p(Y)
(Crvv) = (L, {V = f(X)})
(Cov, 7) = (L. {Y = f(X)})

furalleX € Var

(f)

Tabelle 4.6: Beispiele fur die Konstruktion von Konklusionen mit geotiten
Variablen (zweiter Teil), siehe Beispiel 4.3.12.

Die Definitionen der Semantik ausschlief3lich starre bzwsehlie3lich universelle
Variablen enthaltender Tableaus (Def. 4.2.23 und Def9%3nnen leicht kombiniert
werden, um eine Semantik fur Tableaus mit gemischten benezu definieren:

Definition 4.3.15 SeiC™" ein gutartiger Kalkul mit gemischten Variablen fur eine-L
gik L; und seiC# ein Grundkalkul fuilL, so daf’™ eine Version mit starren Variablen
einer Version mit universellen Variablen vef! ist.

Ein Tableau mit gemischten Variablen wird genau dann voerelableauinterpreta-
tion (m, I') des Grundkalkilg#? erfullt, wenn fur alle Substitutionen e Subst(X%,),
fur die 7™ keine starren Variablen enthalt, das Tablg&t'~ von (m, ) erfullt
wird (gemald der Erfullbarkeit eines Tableaus mit aussBhith universellen Varia-
blen, Def. 4.3.9), d. h., wenn es einen Asvon 7™t gibt, so dalRm, 7) alle (Grund-)
Tableauformeln innst(Form(B)) erflllt. O

4.3.6 Ein gutartiger Kalkiil mit gemischten Variablen fiir PL1

In diesem Abschnitt definieren wir einen Kalk&#}, mit gemischten Variablen fur
die Pradikatenlogik erster Stufe. Er ist mit Hilfe der ing&hnitt 4.2.10 beschriebe-
nen Methode konstruiert, und zwar aus dem Kalgfjl, mit ausschlie3lich starren
Variablen, der in Abschnitt 4.3.5 definiert ist.
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Fur jede pradikatenlogische Signatufsiehe Abschnitt 2.3) enthalt die erweiterte Si-
gnaturX; . nur die starren Variablen adg:r und die universellen Variablen au8/ar

als Konstanten (siehe Abschnitt 2.3); zusatzlich emtsi@l die MengeF***(3) von
Skolem-Funktionssymbolen, in der es unendlich viele Symfsaler Stelligkeit gibt.
Alle freien (starren und universellen) Variablen sind ven dleichen Sorte.

Die Menge der Markierungen und die initiale Markierung ¥t sind die gleichen
wie die vonC&! und C™, d.h., die Markierung: reprasentiert die einzelne Welt in
PL1-Modellen.

Wie zuvor verwenden wir die vereinheitlichende Notatiom die Erweiterungsregel
vonC™ zu beschreiben, teilen also die Menge der Tableauformefh@8erabelle 3.1
in a-, #-, v- undj-Formeln ein.

Wie schon zu Beginn dieses Abschnittes gesagt, sind dieitenwegsregel-Schemata
von C™ mit Hilfe der im letzten Abschnitt beschriebenen Methods den Schema-
ta vonC™ konstruiert. Die Schemata vai"" unterscheiden sich besonders in zwei
Punkten von den entsprechenden Schemata des Kdlkijlsler ausschlief3lich star-
re Variablen verwendet: Erstens ist es nicht mehr das SchliégmaFormeln, das
neue Varianten einer Formel mit verschiedenen starrembam einfuhrt, sondern das
Schema fum-Formeln. Zweitens verlangt das Schema zum AbschluRAsian nur
die Instantiierung von starren Variablen (und also nichit vaiversellen Variablen);
das heifl3t, ein allgemeinster UV-Unifikator (Def. 4.3.13) kemplementaren Atome
wird angewendet.

Es werden die gleichen Skolem-Terme wie im Fall ausschdleBtarrer Variablen ver-
wendet (Def. 4.2.28); jedoch mussalie freien Variablen, also starre und universelle,
zu Argumenten des Skolem-Terms gemacht werden.

In Tabelle 4.7 ist die Erweiterungsregel schematisch f@wveérschiedenen Arten von
Pramissen dargestellt, wobei nun starre und universaliaMen gemischt auftreten
konnen.

Das folgende ist eine formale Definition der Erweiterungstép;’, des KalkulsCay,
mit gemischt starren und universellen Variablen.

Definition 4.3.16 Fur alle SignatureX € Sigp;; und alle Pramissen
I1 C TabFormpr1(Xr,,)

bestehe (X)pY, (IT) aus den folgenden Konklusionen mit gemischten Variablen:
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o p

Q1 Bip | Bap

@2 fur alle Substitutionep = {x; — X,,..., x; — X3},
sodal¥x, ..., x, diejenigen universellen Variablen sind,

die sowohl ing,; als auch in3, auftreten
und{Xy,..., X;} beliebige starre Variablen sind

() o(z)
n() 01(1)
wobeix eine wobeit = skog, (0)
universelle Variable ist, (siehe Def. 4.2.28)

die nicht iny vorkommt

l—‘m N

falls ¢ und unifizierbare atomare Formeln sind;
ein allgemeinster UV-Unifikator voa, v ist auf das Tableau anzuwenden

Tabelle 4.7: Erweiterungsregel-Schemata fur PL1 mit gemischt stanrehuni-
versellen Variablen.
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—{{{a1, s}, id)} fur alle o € 11,

—{{{B1p}, {Bap},id)} fur alle g € T und allep = {x; — X;,...,zx — Xi}, SO
dalx,, ..., z; die universellen Variablen sind, die sowohl in
£, als auch in3, vorkommen, und Xy, ..., X} beliebige
starre Variablen sind,

—{{{m(x)},id)} fur alle v € II, wobeix eine universelle Variable ist, die
nicht in~ vorkommt,

—{{({6(t)},4d)} fur alle § € TI, wobeit = skoy, (6) (Def. 4.2.28),

—{{{L}, )} falls es Tableauformeli:o:G und F:0:G" in I gibt, so dal3
G und G’ unifizierbare Atome sindj ist ein UV-Unifikator
vonG undG'. o

Satz 4.3.17Der Kalkill Cfy; ist eine Version mit starren Variablen einer Version mit
universellen Variablen des in Abschnitt 3.6 definiertenkiksl Cpr ;.

Korollar 4.3.18 Der Kalkil CgY; ist korrekt und vollsindig.

4.3.7 Ein gutartiger Kalkiil mit gemischten Variablen fiir die Modallogik K

In diesem Abschnitt definieren wir eine VersiGif" mit gemischten Variablen des
KalkulsCP" fur die ModallogikK aus Abschnitt 3.7.4, d. h., einen Kalkil mit stetigem
Erweiterungsregel-Schema fisxFormeln. Variablen werden wieder in Markierungen
verwendet (und nicht im Formelteil einer Tableauformelie Dlenge der Markierun-
gen des Kalkils mit gemischten Variablen ist

Lab,, = CondLab(NU Var U UVar)

mit der initialen Markierund.

Die Beziehung zwischen dem Kalk&if'" mit gemischten Variablen zu dem Kalk&jl’
mit ausschlief3lich starren Variablen ist ahnlich wie dieschen den Kalkule@yy,
undCpy, fur PL1: InCpy, werden Varianten einer Formel durch Anwendung der Er-
weiterungsregel auf-Formeln generiert — wahrend solche Regelanwendung&t'in
universelle Variablen einfiihren und Varianten durch HEt@angsregelanwendungen
auf 3-Formeln erzeugt werden. In analoger Weise werdefijinvarianten von Ta-
bleauformeln durch Erweiterungsregelanwendungemn-dtdrmeln erzeugt — wahrend
in Cg" durch solche Regelanwendungen universelle Variablenrggheverden und
Variante durch Erweiterungsregelanwendungenmabbrmeln erzeugt werden, wenn
universelle Variablen tUiber verschiedekste verteilt werden und dabei ihre Universa-
litat verlieren.
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In dem KalkulCy mit ausschlieBlich starren Variablen werden wegen TestRecht-
fertigung alle Variablen, die in einem Paar komplemenmt&teme vorkommen, in-
stantiiert, wenn das Paar zum Abschlul} eines Astes verwevice Beispielswei-
se kann ein Paaf:1.(X):p, F:1.(Y):p nur verwendet werden, um einen Ast abzu-
schlieBen, wenn Formeln wi€:1.1:q zur Verfugung stehen, die die Markierungen
des komplementaren Paars rechtfertigen. Also muf3 in mhidsal die Substituti-
on {X — 1,Y — 1} angewendet werden. Wenn jedoch komplementare Atome be-
nutzt werden, die universelle Variablen enthalten, wie.ZTB.(x):p und F:1.(y):p,
dann muf? man zwar noch immer testen, ob es Formeln auf demil#stdge eine
Instanzl.(n) von1.(z) und1.(y) rechtfertigen, aber es ist nicht mehr notwendig, die
universellen Variablem: undy zu instantiieren, wenn der Ast geschlossen wird.

Anders als die Erweiterungsregel des gemischte Varialdemendenden Kalkulssy,
fur PL1 macht die Erweiterungsregel des Kalkil' fur K keinen Gebrauch von UV-
Unifikation. Der Grund ist, dal3 freie Variablen in Markiegem niemals mit kom-
plexen Termen instantiiert werden, sondern nur mit eineleean freien Variablen
oder einer naturlichen Zahl. Markierungen mit gemischtarablen sind unifizier-
bar, wenn es Substitution gibt, die ihre jeweiligen unieien Variablen instantiiert,
und eine weitere gemeinsame Substitution, die ihre starfagiablen instantiiert, so
dal3 die Kombination dieser Substitutionen ein Unifikatar Markierungen ist. Die
Substitutionen universeller und die Substitution stavierablen konnen sich nicht ge-
genseitig beeinflussen, und nur die starre Variablen itisgeeande Substitution wird
auf das Tableau angewendet.

Die Erweiterungsregel?” vonCg" ist in Tabelle 4.8 schematisch dargestellt; und sie
ist im folgenden formal definiert.

Definition 4.3.19 Fur alle SignatureX € Sig,,,4 und alle Pramissen
[T C TabFormmea(X)

bestehe Y (X)(IT) aus den folgenden Konklusionen mit gemischten Variablexbéy
[-] eine beliebige aber feste Bijektion vdfarm.,.q(>) in die Menge der natirlichen
Zahlen ist):

—({{a1,0}} fur alle o € 11,

— ({{Bip}, {B2p}}. id) fur alle 8 € Tl und allep = {@; — X,,...,z, — Xi}, SO
dalBx,...,x; diejenigen universellen Variablen sind, die
sowohl ing; als auch in3; vorkommen, und X1, ..., X}

beliebige starre Variablen sind,

—({{T:0.(x):G}},id) fur alle T:0:OG € II, wobeixz € UVar eine universelle Va-
riable ist, die nichtr in vorkommt,

— ({{F:0.(x):G}}, id) fur alle F:0:OG € 11, wobeiz € UVar eine universelle Va-
riable ist, die nichtr in vorkommt,
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a p

Qq Bip | Bap

2 fur alle Substitutionep = {x; — X,,..., @, — X3},
sodal¥x, ..., x, diejenigen universellen Variablen sind,

die sowohl ing, als auch in3, auftreten
und{Xy,..., X} beliebige starre Variablen sind

T:0:0G F:0:0G T:0:0G F:0:0G
T:o.(x):G Fio.(x):G T.on:G Fon:G
wobeix eine wobein = [G] wobein = [-G]

universelle Variable ist,
die nicht inoc vorkommt

T:0:0G F:o0:-G
F:o:G T:.0:G
T:0:G
F.0o":G
1

falls es eine Substitutionm € Subst,, und Substitutionep, p’ € Subst,, gibt,
so dalfopu] = [o'p'p] und
die Markierunger pi undo’p’ i von Formeln infnst(Bp) gerechtfertigt sind,
wobei B der erweiterte Ast ist;
eine allgemeinste solche Substitutioist auf das Tableau anzuwenden

Tabelle 4.8:Erweiterungsregel-Schemata des KalkijlS§ mit gemischten Varia-
blen fur die ModallogikK.
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—({{F:0.n:G}},id) fur alle F:0:0G € II, wobein = [-G,
—({{T:0.n:G}},id) fur alle T:0:OG € 11, wobein = [G],

—({{L}}, ) falls T:0:G, F:0":G € II und i eine allgemeinste Substitu-
tion in Subst,, ist, fur die es Substitutionenm p' € Subst,,
gibt, so daflopu] = [0'p' 1] und die Markierunges pu und

o'p'u durch Formeln infnst (1) gerechtfertigt sind.
0

Satz 4.3.20Der Kalkill 2V ist eine Version mit starren Variablen einer Version mit
universellen Variablen des Kalls Cx aus Abschnitt 3.7.4.

Korollar 4.3.21 Der Kalkul Cg" ist korrekt und vollsindig.

Beispiel 4.3.22Wir setzen Beispiele 3.7.22 und 4.2.34 fort und beweisedeviedald
die Formel
G=0(-pVq) AOpA (C—gV Op)

K-unerfullbar ist, nun aber mit Hilfe des oben definierterikiis C¥ mit gemisch-
ten Variablen. Abbildung 4.5 zeigt ein geschlossenes &abl&°" mit gemischten
Variablen furG.*

Bei der Anwendung der Erweiterungsregel auf dieormeln 2 und 4, durch die die
Formeln 6 bzw. 7 zum Tableau hinzugefiigt werden, werderudieersellen Varia-
blenx, bzw. x, eingefiihrt (statt starrer Variablen).

Wenn die Erweiterungsregel auf die Formel 6 angewendet, wind die Formeln 12
und 13 zum Tableau hinzugefugt werden, verliert die in danfsse auftretende uni-
verselle Variabler ihre Universalitat, da sie Uiber beide Extensionen viérerd; in
12 und 13 ist sie durch die starre Variable ersetzt.

In der Version des Beweises, in der ausschlief3lich stamaMan verwendet werden,
muf die Substitutiof X; — 1, X5 — 1} beim Abschlul des linken Astes auf das Ta-
bleau angewendet werden. Nun enthalt das Tableau jedeandierselle Variable:,

statt der starren Variableki,. Darum reicht es aus, zu Uberprifen, daf eine Instantiie-
rung vonz, existiert die erlaubt, den Ast abzuschlie3en. Es genugt, die Sutisti

{X, — 1}, die die starre Variabl&’; instantiiert, auf das Tableau anzuwenden.

Wie im Beweis mit ausschlie3lich starren Variablen erforder Abschlul® des mitt-
leren Astes keine weiteren Instantiierungen, nachd@m— 1} angewendet worden
ist. Nun ist allerdings die Variable, universell und ist daher beim Abschlul3 des
linken Astesnicht mit 1 instantiiert worden. Daher ist es nicht notwendig getwei-

te Variante der Formel 7 zu erzeugen; der rechte Ast kann emtkdmplementaren
Atomen 7 und 18 abgeschlossen werden, wsilmit 2 instantiiert werderkonnte

4 Die Abbildung zeigt die Tableauformeln mit uninstantiertstarren Variablen; die wahrend der
Konstruktion des Tableaus anzuwendende Substit§tion— 1} ist separat aufgefuhrt.
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1] T:l:D(ﬁp V q) A OpA (<>—|q V <>—|p)

Anzuwendende
Substitution: 211 T:1:0(=p V ¢)
o ={X; —~ 1} 3y T:1:Op A (O—g V O—p)
43 T:1:0p
53 T:1:0—q vV Op
62 T:1.(x1):—p V q
(7:4) T:1.(x2):p
85 T:1:0—q 19,5 T:1:0—p
o8] T:1.1:—¢ 179 T:1.2:=p
[1g10) F:1.1:q g1z F:1.2:p
[126] T:1.(X7):=p 1136] T:1.(X1):q [197,18) L
11412] F:1.(Xq):p [16:11,13] L
[157,14] L

Abbildung 4.5: Das Tablead 5" aus Beispiel 4.2.34 entsteht durch Anwendung
der Substitutiorr; auf den obigen Baum.

Dann ware die Markierung.(z,) der Formel 7 durch die Formeln des rechten Astes
gerechtfertigt (namlich durch Formel 18); es ist wiedeniamt notwendig, die Substi-
tution {x, — 2}, die eine universelle Variable instantiiert, tatsadhbeif das Tableau
anzuwenden — ihre Existenz genigt. O

4.4 \Verbesserte Skolemisierung

Skolemisierung ist eine erfullbarkeitserhaltende Dedukder folgenden allgemeinen
Form: Wenn eine Formel bzw. eine Pramigseegeben ist, die die Existenz eines
Objekts mit bestimmten Eigenschaften in allen Modellen Mampliziert, dann wird
ein Skolem-Symbol, ein Skolem-Term oder ein anderes sjintdiles Konstrukt ein-
gefuihrt, dal3 ein beliebiges dieser Objekte reprasemtisoll, deren Existenz bekannt
ist; und eine Formel wird abgeleitet, die die Tatsache awkdy da? das von dem
Skolem-Symbol reprasentierte Objekt die bekannten Egjeaften hat.

Beispiel 4.4.1Eine Formeld = (3z)(¢(z)) der Pradikatenlogik erster Stufe impli-
ziert die Existenz eines Elementésm Universum jeden erfullenden pradikaten-
logischen StruktuxD,Z) mit der Eigenschaft, daBalz [, a(¢(z)) = true. Eine
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Skolem-Konstante (oder ein Skolem-Term) wird eingefuhrt, died reprasentiert;
und die Formel(c) (bzw. ¢(t)) wird abgeleitet. O

Beispiel 4.4.2Eine Ungleichund-:(s ~ t) impliziert, wenns undt¢ als Mengen inter-
pretiert werden, die Existenz eines Elementedas in nur einer der beiden Mengen
vorkommt, nicht aber in der anderen.

Darum fuhrt die Erweiterungsregel des Kalkilg; ss aus Abschnitt 3.8 fur das Frag-
ment MLSS der Mengentheorie, wenn sie auf eine Ungleichnggwendet wird, eine
Konstante: ein, die das existierende Elemehdarstellt. O

Die Objekte, deren Existenz bekannt ist, missen keine &iéeneines Universums
sein. Sie kbnnen auch Funktionen, Relationen oder migMelten sein (wie es bei
Kalkulen fur Modallogiken der Fall ist).

Tableaukalkle fur viele Logiken verwenden die eine aatedere Art von Skolemisie-
rung. Oft jedoch liefert dig Standard-Skolemisierung* keine optimalen Ergebnisse.
Diese Kalkule konnen wie folgt verbessert werden: Siatbeliebiges neues Skolem-
Symbol einzufuihren, wird jeder Pramisse, aus der dietEnrseines Objektes mit be-
stimmte Eigenschaften abgeleitet werden kann, ihr eigByetol zugewiesen (bzw.
eine Konstante oder ein Term). Wenn die gleiche Pramissie @omal fur eine Erwei-
terung verwendet wird, dann wird auch wieder das gleichdeéakeésymbol benutzt.
Da die Menge aller Pramissen aufzahlbar ist, konnenwsi@ndlich viele verschiede-
ne Eigenschaften ausdriicken, so dal3 eine aufzahlbargeMem Skolem-Symbolen
ausreicht.

Diese verbesserte Art der Skolemisierung wird von den gg&ar Kalkillen fur PI1
und fur die ModallogikK verwendet, die in Kapitel 3 und den Abschnitten 4.2 und 4.3
beschrieben sind. Sie wurde zuerst fur den Fall der Paselitogik erster Stufe in
(Beckertet al., 1993) eingefuhrt, namlich in Form eines liberalisiarierweiterungs-
regel-Schemas fur-Formeln. Eine verbesserte Version des Erweiterungsiegat-
mas furr-Formeln in Modallogiken wurde zuerst in (Beckert & Gor&97) vorge-
stellt. Die verbesserte Skolemisierung in Pradikateiklegster Stufe ist keine neue
Idee; die Verwendung eines Skolem-Terms, der der zu skeleranden Formel ein-
deutig zugeordnet ist, entspricht in gewisser Weise dd&armen, die zuerst in (Hil-
bert & Bernays, 1939) definiert wurden (eine gute Einfllgrume-Logik findet sich in
(Meyer Viol, 1995)).

Diese verbesserte Skolemisierung in Tableaukalkiledd8 Automatische Beweisen
zu verwenden, hat mehrere wichtige Vorteile. Erstens bevea die Monotonie der
Erweiterungsregeln, wahrend eine Regel, die Symbolaikerhfdieneusein missen,
nicht monoton ist (Kalkule, die solch eine Regel verwend&nd nicht gutartig).
Zweitens wird durch die verbesserte Skolemisierung deh@wen eingeschrankt,
weil die Zahl der verschiedenen Skolem-Symbole, die inraiBeweis verwendet
werden, kleiner ist. Und drittens haben Kalkile, die diebesserte Skolemisierung
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nicht verwenden, in der Regel nicht die Eigenschaft starkenKorrektheit der Er-
weiterung (Eigenschaft 2 in Def. 3.5.8), d. h., sie erhatteht notwendig die Erfull-
barkeit durchdieselbenTableauinterpretationen. Der Grund hierfur ist, dal3 ente
Standard-Skolemisierung konstruierte Konklusion nurcbugine Tableauinterpreta-
tion erfullt wird, in der das neue Skolem-Symbol in der tighn Weise interpretiert
wird, namlich durch eines der Objekte, deren Existenz bekest. Wird dagegen die
verbesserte Skolemisierung verwendet, dann weil3 man vorelerein, was die Ei-
genschaften des Objektes sind, das durch ein bestimmté&nsi&ymbol reprasentiert
wird. Also ist es moglich, die Menge der Tableauinterpieteen so zu wahlen, dal3 sie
nur kanonischénterpretationen enthalt, in denen die Skolem-Symbotetd®bjekte
mit den richtigen Eigenschaften interpretiert werden. kVeolche kanonischen In-
terpretationen benutzt werden, dann erhalt (die verloegsg&kolemisierung nicht nur
die Erfullbarkeit, sondern Pramisse und Konklusion veardurchdieselber(kanoni-
schen) Tableauinterpretationen erfullt. Um die Korreltthles Kalkils zu beweisen,
mufd man dann naturlich zusatzlich zeigen, dal3 jedesalmitiableau fir eine erfullba-
re Formelmenge von ein&anonischeMableauinterpretation erfullt wird. Das kann
in der Regel nur dann gelingen, wenn man sicher sein kannjige®kolem-Symbole
nichtin initialen Tableaus vorkommen kdnnen — was der kgund dafir ist, dafd wir
die Verwendung einer erweiterten Signatur fur die Korlgtaun von Tableaubeweisen
zulassen, denn die zusatzlichen Symbole der erweitertgratir konnen nicht in in-
itialen Tableaus vorkommen.

Oft ist es auch moglich — in Abhangigkeit von der Ausdristiske der jeweiligen
Logik —, die Korrektheit einer Erweiterungsregel, die dexhesserte Skolemisierung
benutztsyntaktisctzu beweisen (basierend auf der Korrektheit der entspreiemeiar-
weiterungsregel mit Standard-Skolemisierung). Beispielse beweist Egly (1998),
dal3 es in einem Tableaukalkil fur PL1 mit Standard-Ska®rung und nicht-ana-
lytischer Schnittregel — da die Schnittregel trivialerseekorrekt ist, beeintrachtigt
ihre Verwendung das Argument nicht — moglich ist, fur &@melnG (in mehreren
Schritten) aus der leeren Pramisse die Tableauformel

T:(Va)((Fy)(G(z,y) = Gz, f(2))))

abzuleiten, wobejf = skos ((Jy)(G(X,y)). Daraus folgt die Korrektheit einer Er-
weiterungsregel fur PL1, die die verbesserten Skolemisge verwendet; denn die
obige Formel erlaubt es, an beliebiger Stelle im Tableaeisewie Tableauformel
T:G(X, f(X)) aus der Tableauformdl:(Jy)(G(X, y)) abzuleiten.

Neben der Frage, welches Skolem-Symbol zu verwenden stlitedas Problem, die
Korrektheit der Skolemisierung im Zusammenhang mit fréggwohl starren als auch
universellen) Variablen sicherzustellen. Man mul3 dabisgen, daf3 die Instantiierung
von starren Variablen mit Skolem-Symbolen (oder mit Terntea Skolem-Symbole

enthalten) nicht zu unerwiinschten Ergebnissen fihrt.

Beispiel 4.4.3Fur alle InstantiierungeflY” — t} der starren Variablel™ impliziert
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die Formel(3z)(p(z,Y)){Y > t} die Existenz eines Objektesfir das
valz pa(p(x, Y){Y — t}) = true

gilt. Im allgemeinen gibt es jedoch kein einzelnkslas diese Eigenschaft fur alle
hat. O

Das im obigen Beispiel dargestellte Problem wird zumeistudeh gelost, dal? man
einen komplexen Skolem-Term statt einer Skolem-Konstamsewendet, wobei die
freien Variablen, von denen abhangt, welche Objeld& gewilinschten Eigenschaften
haben, zu Argumenten des Skolem-Terms gemacht werdenjm. Beispiel wird die
Formelp(c(Y),Y) statt der Formep(c, V') abgeleitet.

Die Schwierigkeit beim Entwurf eines korrekten Regelscagmit Skolemisierung
ist, herauszufinden, wodurch genau beeinfluf3t wird, weldree©bjekte sind, deren
Existenz bekannt ist. Alle freien Variablen, deren Instaning einen Einflul3 haben
kann, mussen als Argumente des Skolem-Terms verwenddeweAuf der anderen
Seite wird der Kalkill unnotigerweise abgeschwacht uad Suchraum vergrof3ert,
wenn zu viele Variablen in den Skolem-Term eingehen.

Beispielsweise verwendeten frihere Versionen von Katfkiimit starren Variablen
fur PL1 eine Skolemisierung, bei der alle starren Variaplie auf dem erweiterten
Ast vorkommen, zu Argumenten des Skolem-Terms werdeneBpékannte man, dafd
nur die Instantiierung der Variablen, die in eireFormelnd vorkommen (und nicht
aller Variablen auf dem Ast) einen Einflufl3 darauf haben, hel@bjekt im Universum
einer¢ erfullenden Tableauinterpretation die vérausgedriickte Eigenschaft haben
(Hahnle & Schmitt, 1994); es ist also ausreichend, di& workommenden Variablen
zu Argumenten des Skolem-Terms zu machen, der bei eineddwgendung aub
eingefuhrt wird.

Man kann naturlich alle Schwierigkeit, die durch die Vendang freier Variablen
im Zusammenhang mit Skolemisierung entstehen, dadurdtitiges, dald man die
Eingabe-Formeln in einem Vorverarbeitungsschritt skadggrt, wie es in allen Kal-
kulen geschieht, die Klauselnormalform verwenden. Alilegs ist das fur manche
Logiken nicht moglich, so z. B. fur intuitionistischedelikatenlogik. Auf3erdem fuhrt
Skolemisierung zu einem Informationsverlust (und frutkel&misierung zu frihem
Informationsverlust). Betrachten wir beispielsweisefebemely = T:(3x)(p(z)) und
ihre skolemisierte Version' = T:p(c). Wenn ein lokales Lemma bzw. ¢’ erzeugt
wird (siehe Abschnitt 4.5), dann ist das Lemmadas zuT:(Vx)(—p(z)) aquivalent
ist, sehr viel niitzlicher als das Lemm4 das zuT:—p(c) aquivalent ist. Tatsachlich
haben Tableaukalkile fur PL1 mit Lemma-GenerierungdymamischeSkolemisie-
rung nicht-elementar kiirzere Beweise fur bestimmte tklassen als Kalkule mit
Lemma-Generierung und Skolemisierung\&sverarbeitungsschritEgly, 1998).
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4.5 Lokale Lemmata

Eine einfache und in vielen Fallen niutzliche Methode zuarken von Kalkiilen mit
Erweiterungsregel ist, sicherzustellen, dal3 die Extersi@iner Konklusion sich nicht
semantischiiberschneiden

Definition 4.5.1 SeiC ein (Grund-)Tableaukalktl fur eine Logik; und sei¥ € Sig
eine Signatur vor..

Zwei Extensionent;, E; C TabForm(X*) Uberschneiden sich semantisetenn es
eine Tableauinterpretation iflabInterp(X*) gibt, die sowohlE; als auchE, erfullt.
O

Beispiel 4.5.2 Betrachten wir den Tableaukalk&i;,; fur PL1 aus Abschnitt 3.6. Die
zwei ExtensioneR T:p} und{T:q¢} in der Konklusion der Pramisdd:(p V ¢)} Uber-
schneiden sich semantisch, @@ und T:q beide von ein und derselben Tableauinter-
pretation vorCpy,; erfullt werden kdnnen. O

Wenn eine Erweiterungsregelanwendung eine Konklusionemdet, die sich seman-
tisch Uberschneidende Extensionen enthalt, dann wirgeimissem Sinne weniger
Information zum Tableau hinzugefugt. Intuitiv muf3 man, em Tableaul’ abzu-
schliel3en, zeigen, dal’ keine Tableauinterpretationiestiddie irgendeinen Ast voil
erfullt; und wenn esAste gibt, die (teilweise) von denselben Tableauintegtieh
erfullt werden, dann mussen diese Tableauinterpretatipdie mehr als einen Ast
erfullen, mehrfach behandelt werden.

Extensionen konnen durch zusatzliche Tableauformberichneidungsfrei gemacht
werden; dabei kdnnen aber auch zusatzliche Extensiorierderlich werden, und
man mul3 vorsichtig vorgehen, damit die Korrektheit des Kiallerhalten bleibt.

Satz 4.5.3SeiC ein gutartiger (Grund-)Tableaukalik fur eine LogikL, der (1) die
Korrektheitseigenschaften aus Definition 3.5.3 hat (ursth &lorrekt ist) und (2) voll-
standig ist; und sek eine Signatur voiL.

Fur jede KonklusiorC' = {E,..., Ey} (k > 1) Uber Z*, wobei E; = {¢},..., 4. }
(1 < i < k), sei die Konklusior" wie folgt definiert:

171_. . .
C' ={E;U|J{ol ol 0} [1<i<kundl <l <rfurl <j<i}.
j=1

Sei der Kalkil C* wie folgt definiert: Die Erweiterungsregél vonc' ist fiir alle Si-
gnaturenX € Sig und alle P@misserl € TabForm(X*) durch

E®)(I) ={C"| € e £(2)(I)}
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gegeben, wobel die Erweiterungsregel vof ist; undC' stimmt mitC von der Erwei-
terungsregel abgesehéiberein.

Dann gilt folgendes:

1. Der Kalkil C' hat die Korrektheitseigenschaften aus Definition 3.5.3d(igt
also korrekt);

2. der Kalkil C" ist vollstaindig;

3. fur alle Signaturert € Sig und alle Pémisserll € TabForm(X*) sind die Ex-
tensionen in allen Konklusionen &(X)(IT) semantiscliberschneidungsfrei.

Beweis:Korrektheitseigenschafteie Korrektheitseigenschaft 1 aus Definition 3.5.3
Ubertragt sich trivialerweise, weil sighundC' nur in ihrer Erweiterungsregel unter-
scheiden.

Um zu beweisen, dal die zweite Korrektheitseigenschaftr@ktheit der Erweite-
rung) erhalten bleibt, benutzen wir Lemma 3.5.9. Danaclugeas zu zeigen, dal3,
wenn eine der Extension in einer Konklusiéh= {E}, ..., E;} von einer Tableau-
interpretation(m, I) erfillt wird, auch eine der Extensionen i von (m, I) erfullt
wird. Sei E; die erste Extension if, die von(m, I) erfullt wird, d. h.,(m, I) erfullt
keine der Extensioneh, ..., E;_;; und sei jeweils;ﬁ{j die erste Tableauformel if},

die nicht erfillt ist ( < j <i—1), d.h., die Tableauformelny, ..., ¢ , werden
von (m, [) erfillt. Es folgt, daR® die Extension

i—1 _ . ‘
EZU U{qsgja {a"-a¢{]‘71} s
7=1

die ein Element voi©* ist, von (m, I erfullt wird.

Vollstandigkeit: Die Vollstandigkeit vorC' folgt sofort aus der Vollstandigkeit van,
weil beide Kalkule gutartig sind und also die zusatzlicAableauformeln in den Ex-
tensionen vol' die Konstruktion eine€'-Tableaubeweises nicht beeintrachtigen kon-
nen, der die gleichen Regelanwendungen benutzt, die zustKddtion eine-Ta-
bleaubeweises verwendet werden — man beachte, daR eddiExéensiorE’ in einer
KonklusionC" eine Extensiory € C gibt, so dalF c E'.

Keine semantischbberschneidung:SeienE; und E; zwei verschiedene Extensio-
nen inC'; dann gibt es per Konstruktion vofi* eine Tableauformep mit ¢ € E;
und¢ € E;; daraus folgt sofort, daR sichi; und E; nicht semantisch tiberschneiden
konnen. O
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Beispiel 4.5.4Wir nehmen anp, ¢, r, s, t seien Tableauformeln und
I1
plri|t
q|Ss
sei ein Erweiterungsregel-Schema eines Tableaukatkimnn ist

IT
plrir|t|t
s|s

~
~

]
S
]
]

=3

=
STW
BV < |

das entsprechende Erweiterungsregel-Schema ohne sschatidberschneidungen
des KalkulsC' (Satz 4.5.3). O

Die Formeln, die zu Extensionen hinzugefugt werden, untiserschneidungsfrei zu
machen, kann man alekale Lemmatansehen. Wenn im obigen Beispiel ein Ast
mit C* erweitert worden ist, und der neue Teilast, gamd ¢ enthalt, abgeschlossen
worden ist, kann man folgern, dal3 in allen Tableauintegpi@ien, die den AsB
erfullen, mindestens eines des Atomeind ¢ falsch ist und — dariiberhinaus — daf3
entweder (ap nicht erfullt ist oder (b)p erfullt ist aberq nicht. Also konnen diese
Formeln als,Lemmata” zu den weiteren Extensionen hinzugenommen werDen
Lemmata sindlokal”, weil sie nur in der lokalen Konklusion verwendet \den.

Wie Beispiel 4.5.4 zeigt, kann es zu einem drastischen Ahe&tder Zahl der Exten-
sionen fuhren, wenn man sicherstellen will, daf3 die Exteren aller Konklusionen
Uiberschneidungsfrei sind — was also nicht immer von Moidei Nichtsdestotrotz ist
die Methode nutzlich, denn es steht einem frei, entwedeudipringliche Konklusi-
on C oder die iiberschneidungsfreie Konklusioh(Satz 4.5.3) zu verwenden und die
Entscheidung von der Zahl der Extensione®ibzw. C* abhangig zu machen.

Zudem kann man das Verfahren auch auf Konklusionen in Regetsata anwenden
statt nur auf einzelne Instanzen von Schemata. In vielderFist es dann moglich,
das Schema fiir die Konklusid@it zu vereinfachen, da einige ihrer Extensionen inkon-
sistent sind.

Beispiel 4.5.5Wir betrachten das folgende Erweiterungsregel-Schensaygéecher-
weise von einem Kalkul fur die dreiwertige tukasiewicagik £3; verwendet wird:

TA{}:FVG
TA0,51:F | T{3}h:F
T:{%}:G T:{O,%}:G
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Die Markierungen sind Teilmengen der Menge 7, 1} der Wahrheitswerte. Passende
Tableauinterpretationen fur diesen Kalkil konnen éoldermalf3en definiert werden:
Fur jedes Modell der Lukasiewicz-Logik gebe es eine Takitgarpretation(m, I)

mit je einer Welt/ (o) fur jede mogliche Markierung; und es geltér) = F genau
dann, wenn der Wahrheitswert vanin dem entsprechenden mehrwertigen Modell
ein Element vor ist.

Wendet man die Konstruktion aus Satz 4.5.3 an, so erhaltdaameue uUberschnei-
dungsfreie Schema

T{}:FVG
T:{0, %}F T:{%}:F T:{%}:F
TA{i}:G | T:{0,3}:G | T:{0,3}:G
F:{0, %}F F:{%}:G
T:H{0,3}:F

Die zweite Extension dieses Schemas ist unerfillbar, daddrheitswerte vort
nicht zugleich ein Element voftt } undkeinElement von{0, 5} sein kann. Die dritte
Extension kann vereinfacht werden, da die erste ihrer Horalie letzte subsumiert;
und die zweite und dritte Formel implizieren zusammen, @ader Wahrheitswert
von G ist. Das Ergebnis ist das folgende Schema, das Uberschysttei ist und die
gleiche Zahl von Extensionen hat, wie das urspringlichesa:

T{;}:FVG

T:{0, %}F T:{%}:F
T:{3}:G | T:{0}:G

O

Das obige Beispiel stammt aus (Hahnle, 1993), wo ein Atborus zur Konstrukti-
on Uberschneidungsfreier Erweiterungsregeln fur beje mehrwertige Logiken be-
schrieben wird.

Extensionen Giberschneidungsfrei zu machen, ist audkdlkiile mit starren und uni-
versellen Variablen nitzlich. Da diese aber keine durdiieBuinterpretationen defi-
nierte Semantik haben, ist die Konstruktion aus Satz 468 direkt anwendbar. Statt
dessen mufld man sicherstellen, dafd die Extensionen in dad@nsion des Kalkils
uberschneidungsfrei sind, bevor der Kalkiil gehoben wind eine Version mit freien
Variablen zu konstruieren

Beispiel 4.5.6 Die Erweiterungsregel des Kalkifs;,; fur PL1 erlaubt die Ableitung
von Konklusionen aug-Formeln, die nicht iberschneidungsfrei sind. Eine akéve
\ersion des Schemas

s

Bi | B2



144 Kapitel 4: Erweiterungen

fur g-Formeln ist das Schema
g
B, | B
B
das Uberschneidungsfreie Konklusionen erzeugt; es kaectmféar Versionen vo@pr ;
mit starren Variablen verwendet werden.

Die Verwendung dieses Schemas fuhrt fur bestimmte Ktassa PL1-Formeln zu
einer nicht-elementaren Reduktion der Lange der kieresxistierenden Tableaube-
weise (Egly, 1998). O

Das folgende Beispiel zeigt, dal3 man Vorsicht walten lassefd bei der Erzeugung
lokaler Lemmata, die universelle Variablen enthalten, da das Ergebnis der uni-
formen Konstruktion aus Satz 4.5.3 nicht immer optimal ist.

Beispiel 4.5.7 Wir betrachten das Erweiterungsregel-Schema
T:(F(t) VG)
T:F(t)| T:G
fur alle Termet

Es kann gehoben werden, um das universelle Variablen velemele Schema
T:(F(x) VG)
T:F(z) | T:G
falls  nicht in G vorkommt

zu konstruieren. Wenn das Grund-Schema Uberschneidengsimacht wird, indem
das Komplementvom: F'(t) als Lemma zur rechten Extension hinzugefiigt wird, dann
hat das resultierende Schema

T:(F(t)VGQG)
T:F(t)| T:G
F:F(t)

fur alle Termet

unglucklicherweise keine universelle Variablen verwamdke Version, weil der Term
nun in beiden Extensionen vorkommt.

Es ist jedoch moglich, das Lemnka(Vx)(F(x)) anstelle des Lemmds F(t) zu ver-
wenden. Dann produziert das Regelschema nicht volligizbeeidungsfreie Konklu-
sionen, aber es gibt weniger Tableauinterpretationenpelige Extensionen erfullen;
und das Schema hat eine universelle Variablen verwendesiseoX:
T:(F(x) VG)
T:F(x) T.G
F:(Va)(F(x))
falls  nicht in G vorkommt
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4.6 Die Pruning-Methode

Die Pruning-Methodg die mit derCondensingyenannten Technik aus (Oppacher &
Suen, 1988) eng verwandt ist, erlaubt, sowohl die Grol3&debraumes als auch die
Lange der generierten Tableaubeweise zu reduzieren.

Nehmen wir an, ein AsB eines Tableaus werde mit einer aus Extensidtign. ., Ey
bestehenden Konklusidr erweitert, und im weiteren Verlauf des Beweises werde ein
geschlossenes Teiltableau unter einer der Extensiéh&anstruiert, wobekeineder
Tableauformeln irE; bei der Konstruktion des Teiltableaus in einer Pramissa/ga-
dung findet. Dann kann das Teiltableau auch an jeden anderastlunterhalb einer
der Extensionet’; (j # ¢) oder sogar direkt an den Astangefligt werden.

Es gibt mehrere mogliche Wege, eine solche Situation awgzen:

1. Der Kalkul kann verstarkt werden, indem man die Taliegel so verandert,
dal sie erlaubt]. zu allen Teilasten unterhalb der Extensiodgrhinzuzufiuigen
(j # ©); dadurch wird der Kalkil jedoch nicht-gutartig, well in diesem Fall
nicht aus Pramissen auf den erweiterbaten abgeleitet wird.

2. Man kann den Kalkil so verandern, daf3 es moglich wielEghtscheidung auf-
zuschieben, welches die nachste Konklusion sein solgwi&rweiterung eines
Astes verwendet wird. Die Konklusiari wird dann nur,vorlaufig* zur Erwei-
terung vonB verwendet. Nur wenn spater Formeln aus allen ihren Exteesi
zum AbschluB vorAsten verwendet werden, wird die Entscheidung getroffen,
daRRC tatsachlich fur die Erweiterung voB verwendet werden soll; andern-
falls wird die Entscheidung getroffen, ddlRnicht verwendet werden soll, die
vorlaufige Erweiterung mit”' wird riickgangig gemacht, und das geschlosse-
ne Teiltableau unterhall; wird direkt an B angefiuigt. Aber auch dies macht
den Kalkul nicht-gutartig, weil in einem gutartigen Kall€ine Tableauformeln
nicht wieder entfernt werden kann, wenn sie erst einmal zatviebu hinzu-
gefligt worden ist.

3. Man lal3t den Kalkul unverandert; die Information, d#$ geschlossene Teilta-
bleau unterhall®; konstruiert werden kann, ohne Formeln dtjsn Pramissen
zu verwenden, wird ausgenutzt, indem dieses Teiltablegeden noch offe-
nen Ast unterhalb der Extensionéh) (j # ¢) angefugt wird. Dann bleibt der
Kalkul gutartig; und Pruning wird als eine Technik zur detaistischen Kon-
struktion geschlossener Teiltableaus aufgefal3t. Eindelmgntierung muld das
geschlossene Teiltableau natirlich nicht wirklich widabdt konstruieren; die
Information, daR (und wie) das moglich ware, gerfugt.

5 Von engl.to prune abschneiden, zuriickschneiden.

6 Man beachte jedoch, dal man annehmen muf, das Teiltablgaursendest implizit) unter jedem
offenen Teilast unterhalb einer der Extensiodgrnvorhanden, wenn die Regularitat einer Erweite-
rungsregelanwendung Uberprift wird (siehe Abschni}.5.
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Definition 4.6.1 SeiC ein gutartiger Kalkul fur eine Logik,; sei¥ € Sig eine Signa-
tur; und seiTy, ..., T, eine Folge von Tableaus fir eine MengeC Form(X) von
Formeln, so daf;,, ein Nachfolgetableau vdh ist (1 < i < n).

Ein Vorkommen einer Tableauformeiin einem KnotenV eines Tableald; istbenutzt
fur die Konstruktion voril; ¢, ..., T,, falls

1. ¢ = L (d.h., alle Vorkommen der Tableauformelgelten als benutzt); oder

2. es ein Tablealf; (: < j <n — 1) und einen AstB; durch denV entsprechen-
den KnotenN; in T; gibt, so dali;.; ausT; durch Erweiterung des Astds,
konstruiert ist, wobei eing enthaltende Pramisse und eine Konklusion

Cj:{El,...,Ek}

verwendet ist und ein Vorkommen ifi;; von zumindest je einer Formel in
jeder der Extensionef, . . ., E fur die Konstruktion vor¥} .4, ..., T,, benutzt
ist. O

Wenn es mehr als ein Vorkommen derselben Formel auf einen Ay#bt, von denen
eines zur Erweiterung vol benutzt ist, dann gelten sie gemaf Definition alle als
benutzt. Man konnte statt dessen auch nur eines der Vorlkeomaits benutzt ansehen
(bevorzugt dasjenige, das der Wurzel des Tableaus amteadks); jedoch sollten zu
viele Vorkommen derselben Formel auf einem Ast ohnehin ieten werden (siehe
Abschnitt 5.2).

Beispiel 4.6.2Wir betrachten das in Abbildung 4.6 (a) dargestellt Tabjegu neh-
men an, zur Konstruktion des Tableaus sei zunachst dieldsiak { £, F»} der Pra-
missell verwendet worden, dann die Konklusi¢h], £}, E4} der Pramissél’ = F,
und schlief3lich seien das geschlossene Teiltaleanm den Ast unterhalBb’] und das
geschlosseng, an den Ast unterhalB’, angefiigt worden; didste, die die Extensio-
nenE; und E, enthalten, seien noch offen.

Weiter nehmen wir an, dafd keine der Formel&infur die Konstruktion des Teiltable-
ausT; benutzt worden ist und daR3 keine der FormelRjrund E, fur die Konstruktion
von T, benutzt worden ist. Dann gelten per Definition die FormelH ials unbenutzt.
Ob Formeln inE] fur die Konstruktion vor{; benutzt sind, ist irrelevant.

Wenn die erste der Moglichkeit, Pruning auszufihrenywesdet wird, dann kann
zu den verbleibenden offendksten hinzugefiigt werden (Abbildung 4.6 (b)). Wird
die zweite Moglichkeit verwendet, werden also alle Tabtaveiterungen, die sich
als unnotig erweisen, zurickgenommen, dann entstehindalsbildung 4.6 (c) dar-
gestellt Tableau. Und das Tableau aus Abbildung 4.6 (c)astiErgebnis der dritten
Moglichkeit, Pruning auszufuhren, die die Gutartigkkgs Kalkils erhalt. Man beach-
te, dal3 die verschiedenen Pruning-Techniken alle zweiosglefiihrt werden mussen,
namlich einmal fur jede der beiden Erweiterungsregeimiungen, mit denen die un-
benutzten Extensionefi, bzw. £} zum Tableau hinzugefiigt wurden. O
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Abbildung 4.6: Anwendung der Pruning-Technik (Beispiel 4.6.2).

4.7 Zusatzliche Regelschemata

Eine einfache aber oft effektive Weise, einen Kalkill zustéken, ist die Einfuhrung
zusatzlicher Erweiterungsregel-Schemata. Wenn einntoase Folge von Regelan-
wendungen haufig auftritt, ist es sinnvoll, die Tableaatesp zu erweitern, dald eine
einzige Regelanwendung den gleichen Effekt hat, wie didigpauftretenden Folge
von Anwendungen.

Beispiel 4.7.1Nehmen wir an, dal3 in einem bestimmten Anwendungsgebidigha
Formeln der FornT:(true — ¢) vorkommen, was z. B. auftreten kann, wenn die zu
beweisenden Formeln automatisch generiert werden.

In diesem Fall ist es nitzliche, den Kalkij,; fur PL1 um ein zusatzliches Schema

T:(true — ¢)
T:¢

zu erweitern, so da:¢ in einem Schritt abgeleitet werden kann, ohne den Ast zuerst
mit der Konklusion{{F:true}, {T:¢}} erweitern zu missen, um dann einen der bei-
den neuen Teilaste durch Ableitung varaus der PramissF:true} abzuschlieRen.

O




148 Kapitel 4: Erweiterungen




Konstruktion effizienter
Beweisprozeduren

5.1 Einfiihrung

5.1.1 Suchbdaume

Im vorangegangenen Kapitel wurden Methoden zur Verbesgegines Tableaukal-
kuls diskutiert, die es ermoglichen, kiirzere Beweisemeugen. Das Thema dieses
Kapitels ist nun, wie man auf effiziente Weise in dem verl@aiten kleineren Such-
raum nach einem Beweis suchen kann.

Der Suchraum laf3t sich als Suchbaum veranschaulichergiyede mogliche Wahl
der nachsten Erweiterungsregelanwendung auf ein Talflleanen Knoten im Such-
baum mit sovielen Nachfolgern erzeugt, WidNachfolgetableaus hat. Der Suchbaum
einesbeweiskonfluenteKalkils (der keine Sackgassen enthalt) ist in Abbildurly 5
schematisch dargestellt; dort sind alle Pfade entwederdiich oder enden in einem
Beweis (durch einen Stesangedeutet).

Zwei Konzepte fur die Beweissuche sind zu unterscheidesfensucheind Breiten-
suche Damit Tiefensuche moglich ist, darf es entweder keinel®fan Suchbaum
geben, die keinen Beweis enthalten, oder es mul3 moglich seiche Pfade zu ver-
meiden, indem man bei der Konstruktion von TableBasnelstrategien anwendet.
Bei beweiskonfluenten Kalkillen sind es die unendlichedé@fn Suchbaum, die ver-
mieden werden missen.

L— =\ L— =\ L— =\ L— =\

Abbildung 5.1: Suchbaum eines beweiskonfluenten Kalkills.

149
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I\ I\ I\ I\

/I \ /I \ /I \ /I \
/ \ / \ / \ / \
L= =) L— =\ L— =\ L= =)

Abbildung 5.2: Breitensuche.

5.1.2 Breitensuche und Iterative deepening

Da Fairnel3strategien, die Tiefensuche ermoglicherdbleaukalkile mit starren Va-
riablen schwer zu konstruieren sind, verwenden die mest¢omatischen Dedukti-
onssysteme Breitensuche. Mit Breitensuche konnen k&Reweise als mit Tiefen-
suche gefunden werden, weil alle Pfade des Suchbaums abgeserden, wahrend
mit Tiefensuche ein Pfad, der einen kurzen Beweis enthalier Umstanden nicht
betrachtet wird; Fairnef3strategien stellen nur sichd},idgendeinBeweis gefunden
wird, es mul3 aber nicht der kiirzeste sein. Dabei ist zu besterdal? die Lange der
gefundenen Beweise bei automatischer Deduktion nicht voiey Bedeutung ist (der
einzige Vorteil kurzer Beweise ist, dal3 sie weniger Regeéardungen erfordern, und
daher leichter zu finden sind). Breitensuche ist sehr,¥&lrer‘ als Tiefensuche, weil
benachbarte Pfade des Suchbaums viele ahnliche oderidegéische Tableaus ent-
halten, die bei Breitensuche alle betrachtet werden. Didaehteil der Breitensuche
uberwiegt bei weitem jeden Vorteil, den sie haben mag. Ibillong 5.2 ist schema-
tisch dargestellt, welcher Teil des Suchbaums bei Braitems durchsucht wird.

Fur alle (praktikablen) Vervollstandigungsmodi, d.dile (monotonen) Funktionen
von N in die Menge aller Tableaus, so daf_, m (i) alle konstruierbaren Tableaus
enthalt, wachst die Grofle:(i)| des Suchbaums exponentielliinEs ist — selbst fur
kleine i — in der Regel nicht moglich, alle Tableaussin(i) im Speicher zu halten.
Darum verwenden die meisten Implementierungen (siehe (B&kert & Posegga,
1995)) Tiefensuche miterative deepeningTsID) (Korf, 1985): Der partielle, end-
liche Suchraum, der aus allen TableausViiti) = {J,;.; m(j) fur eini € N bestent,
wird mit Hilfe von Tiefensuche und Backtracking abgesucing wenn sich heraus-
stellt, da er keinen Beweis enthalt, dann wiethoht. Die Tableaus if/(i) stehen
fur die Konstruktion der Tableaus i (i + 1) nicht zur Verfuigung; sie miissen wieder
neu konstruiert werden, was jedoch im Vergleich zur Braitete auf degrichtigen®
Ebene nur einen polynomiellen Overhead mit sich bringt, wei(i + 1) exponentiell
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/I \ /I \ /I \ /I \

L= =) L— =\ L= =) L— =\

Abbildung 5.3: Tiefensuche mit Iterative deepening.

grofRer ist als\/(:). Obwohl TsID zu einer akzeptablen Performanz tableautiasie
Theorembeweiser flhrt, sollte man betonen, dal’ sie nuk@mpromifl3 ist, solange
keine vollstandige Fairnel3strategie fur Tiefensucheveufigung steht.

In Abbildung 5.3 ist schematisch dargestellt, welcher @ie$ Suchbaums bei TsID
durchsucht wird.

5.1.3 Tiefensuche mit FairneBstrategien

Der Vorteil von Tiefensuche mit Fairnel} ist, daf3 die Mengeld®rmationen, die

die Tableaus darstellen, bei jedem Beweisschritt zuninesigeht keine Information
verloren, da es kein Backtracking gibt. Aul3erdem wird vedein, dal3 gleiche Ta-
bleaus oder Folgen von Tableaus in verschiedenen PfadeBudddaums mehrfach
betrachtet werden.

In Abbildung 5.4 ist schematisch dargestellt, welcher @le# Suchbaums bei Tiefen-
suche mit Fairnel3strategie durchsucht wird — namlich muAst, der in einem Beweis

endet. Durch die FairneRstrategie werden die unendliélsé®m ohne Beweis vermie-
den. Allerdings kann der Beweis, der durch Tiefensuche mninief3 gefunden wird,

(sehr viel) langer sein und tiefer im Suchbaum liegen, alkdrzeste Beweis.

Abbildung 5.5 veranschaulicht die unterschiedliche Strukles Suchraumes bei den
verschiedenen Suchstrategien. Dort ist der Teil des Sustgader untersucht worden
ist, bevor der erste Beweis gefunden wird, eingefarbt.Adien des Suchraums deutet
dessen exponentielles Wachstum nach unten an.

Im Fall von Grundkalkilen ist es relativ leicht, TiefenBeczu verwenden. Deren Er-
weiterungsregeln sind nicht-destruktiv; darum genugsgstematisch alle moglichen
Konklusionen zu verwenden, bis alfeste des konstruierten Tableaus entweder voll
expandiert oder geschlossen sind.
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L == L == L— =\ L ==

Abbildung 5.4: Tiefensuche mit Fairnel3strategie.

X X
x x
x
Tiefensuche mit Tiefensuche mit
Breitensuche Iterative deepening Fairnel3strategie

Abbildung 5.5: Vergleich der verschiedenen Suchstrategien.
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Bei Kalkulen mit starren Variablen ist die Situation sefel\komplizierter, denn sie
sind destruktiv (auch wenn sie beweiskonfluent sind). Div@&mdung einer Substitu-
tion kann Formeln auf einem Tableau zerstoren, die furBeneis benotigt werden,
und darum wieder hergestellt werden miissen, indem sieeinoial aus ihren Pramis-
sen abgeleitet werden.

Bis jetzt gab es keine praktikable Antwort auf die Frage, airge deterministische
Beweisprozedur, die Tiefensuche verwendet und vollsgaist] fur einen Kalkil mit
starren Variablen zu konstruieren sei. Solche Prozeduaeamnur fir den Spezialfall
nicht-destruktiver Kalkiile mit starren Variablen bekgrivei denerAste ohne die In-
stantiierung von Variablen erweitert werden und schl@ftiur eine einzige Substitu-
tion angewendet wird, von der bekannt ist, daR mit ihre/dfee zugleich geschlossen
werden konnen.

In diesem Kapitel wird das Problem analysiert, eine deteistische Beweisprozedur
fur Kalkiile mit starren Variablen zu konstruieren; undeeLdsung wird vorgestellt
fur den allgemeinen Fall beliebiger starre Variablen \&rdender Kalkile, die gutar-
tig sind (und also insbesondere beweiskonfluent). KeinemmdAnnahmen werden
gemacht; insbesondere ist die Methode nicht auf Kalkiild&stimmte Logiken oder
Formeln in einer bestimmten Normalform (wie etwa Klauseimalform) beschrankt.

Die deterministische Suchstrategie, die wir vorschlapasiert auf:

e Regulariit (Abschnitt 5.2), um sicherzustellen, daf} kej@gklen* in der Su-
che auftreten (es also nicht moglich ist, die gleichen Fdmoder Teiltableaus
wieder und wieder abzuleiten),

e Gewichtsordnunge(Abschnitt 5.3), wobei jeder Tableauformel gi@ewicht"
in solcher Weise zugeordnet wird, daf3 es (bis auf Varialidranennung) nur
endlich viele verschiedene Formeln mit einem bestimmteniGe gibt. Wenn
dann Tableauformeln mit kleinerem Gewicht zuerst abgsleierden, wird fri-
her oder spater jede Konklusion zu allésten hinzugefiigt werden, die ihre
Pramisse enthalten, so dal3 diese Strategie also fair ist.

e RekonstruktionsschritteAbschnitt 5.4), die den Kalkil in gewissem Sinne
»Schwach® nicht-destruktiv machen. Direkt im Anschlul? ameei destruktiven
Erweiterungsschritt, werden die Regelanwendungen ailgetlie notwendig
sind, um die zerstorten Formeln zu rekonstruieren.

Die wesentliche Schwierigkeit ist, eine Regularitatshgdng zu definieren, die auf
der einen Seite restriktiv genug ist, um Zyklen in der Beweanstruktion zu vermei-
den, und auf der anderen Seite aber auch nicht zu restisktisa daf3 die Vollstandig-
keit erhalten bleibt.

! Baumgartner (1998) schlagt eine Regularitatsbedingongdlie (ein wenig) zu restriktiv ist, so dal

zwar Zyklen in der Beweissuche vermieden werden, andeteedger Tiefensuchmnit Iterative de-
epeningverwendet werden muf3, um die Vollstandigkeit sicherzieste
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Unsere Fairnel3strategie beriicksichtigt das ganze Taflea nicht nur einen einzel-
nen Ast), und zwar sowohl wenn es darum geht, die Regulatitaberprifen, als auch
bei der Auswahl einer Konklusion mit minimalem Gewicht. &guf dieser Strategie
beruhende Prozedur kann jederzeit jeden Ast des Tableastenn. Das bedeutet
keinen besonders grof3en Speicherverbrauch; zumindesingtht hoher als der einer
Beweisprozedur, die zwar immer nur ein@ktuellen* Ast erweitert bis er geschlossen
ist und erst dann andefeste betrachtet, die aber Iterative deepening benutzt,iem d
\ollstandigkeit sicherzustellen, und also alle schorchisssenerste fur den Fall,
daf3 Backtracking eintritt, speichern muf3.

5.1.4 Wann ist eine Beweisprozedur praktikabel?

Wie oben schon gesagt, gab es bisher keiradktikablenBeweisprozeduren fur Kal-
kule mit starren Variablen. Untgpraktikabel ist zu verstehen, dal3 die Berechnungs-
komplexitat der Entscheidung, was die nachste Erweigstegelanwendung in einer
bestimmten Situation sein soll, nicht unangemessen gtoRiferdem soll die Zahl
der Erweiterungsschritte, die notwendig sind, um einendgwu finden, in einem an-
gemessenen Verhaltnis zur Zahl der notwendigen Schteétes, wenn Breitensuche
verwendet wird.

Trivialerweise existiert eine (nicht-praktikable) detenistische Beweisprozedur fur
alle monotonen Kalkille — namlich die triviale Prozedue, €ine Breitensuche im Hin-
tergrund durchfahrt. Bis ein Beweis (im Hintergrund) geden ist, wahlt sie (im

Vordergrund) beliebige Erweiterungsregelanwendungeaent\in Beweis gefunden
ist, filgt sie diesen als Teiltableau an alle offerfste an, was moglich ist, da der
Kalkil monoton ist. Solch ein Prozedur ist natirlich igolhutzlos. Man beachte,
dal eine solch sinnlose Prozedur selbst dann definiert wé&eaten, wenn die Berech-
nungskomplexitat der Erweiterungsschritte beispieisevdarauf eingeschrankt wird,
hochstens polynomiell in der Grol3e des erweiterten Baldeu sein.

Wenn die in den folgenden Abschnitten vorgestellte Fastraegie verwendet wird,
ist die Komplexitat der Entscheidung, welches der na&listveiterungsschritt sein
soll, polynomiellin der Grof3e des expandierten Tableaws der Grol3e seiner mogli-
chen Nachfolgetableaus. Im Mittel ist die Komplexitatget sehr viel geringer, weil
nur diejenigen Teile eines Tableau betrachtet werden emjstie durch die jeweils
Erweiterung verandert werden.

Die Grol3e der Tableaubeweise, die mit dieser FairneBgieagefunden werden (und
die Zahl der Erweiterungsschritte) ist hochstens die dbieaubeweise, die mit TsID
im schlechtesten Fall konstruiert werden (also in dem BalR zufallig alleAste des
Suchbaums, die keinen Beweis haben, zuerst betrachte¢mjerd
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5.2 Regularitat

Der Begriff derRegulariatist aus dem Tableaubeweisen in klassischer Logik in Klau-
selnormalform (Letzt al, 1992) und Negationsnormalform (Hahnle & Klingenbeck,
1996; Hahnleet al, 1997) bekannt; er wird in (Beckert & Hahnle, 1998) auf Nich
Normalform-Tableaus fur die Pradikatenlogik ersterfSerweitert.

Im folgenden definieren wir ein Regularitatskonzept fetidbige gutartige Kalkile
mit starren Variablen. Dieses Konzept unterscheidet sichdem klassischen Begriff
der Regularitat ganz wesentlich dadurch, dal3 das ganZealabetrachtet wird und
nicht nur ein einzelner Ast; es erweist sich als geeigneKaunstruktion einer deter-
ministischen Beweisprozedur fur Kalkule mit starrenisalen?

Nehmen wir an, eine Folgé,, ..., T, von Tableaus sei bereits konstruiert. Wir sa-
gen, eine Erweiterungsregelanwendung ajfsei irregular, wenn das Nachfolge-
tableau”,, ., in einem der Vorgangertableal$ enthaltenist — insbesondere, wenn
T,+1 in T, enthalten ist. In diesem Fall stellt die Fol@g ..., T, einen Zyklus in
der Beweissuche dar, wéifl,,; keine Information enthalt, die nicht auch schor¥in
vorhanden sind.

Nun bleibt natrlich die Frage zu beantworten, wann eirlé@bein anderes enthalt.
Dazu legen wir zunachst fest, dal3 ein Tabléaein Tableall;,, enthalt, wenn jeder
Ast vonT) einen Ast vonl,,,, enthalt. Intuitiv ist in diesem Fall das Tabledj
redundant, denn wenn geschlossene Teiltableaus untersaiieenAsten konstruiert
werden kénnen, dann ist es auch méglich, geschlossetiableaus unter alleAsten
vonT}; zu konstruieren, da ja jeder einen deste vonT,, ., enthalt.

Jetzt bleibt allerdings die Frage, wann ein Tabisteinen anderen Ast enthalt. In
erster Annaherung konnen wir sagen, dal3 einAgtinen AstB’ enthalt, wenn eine
Variante jeder Tableauformel iB’ in B vorkommt. Das ist allerdings eirgberver-
einfachung. Drei Aspekte mussen zusatzlich beachtedever

Erster zusitzlicher Aspekt Es reicht unter Umstandemchtaus, wenn der AsB
nureineVariante einer Tableauformeélenthalt, obwohl inB’ mehrere Varianten vop
vorkommen. Es kann namlich sein, dai&hrereVarianten einer Formel fur eine be-
stimmte Ableitung bendtigt werden. Wenn allerdings dié@x minimaler Pramissen
in einem Kalkul beschrankt ist, minimale Pramissen d&ohstens: Formeln ent-
halten (fur ein festeg € N), dann reicht es aus, wenn der Asteine Variante jeder
hochsteng: Formeln enthaltenden Teilmenge vénrm(B') enthalt — was insbeson-
dere impliziert, dal3 es genugt, welhnicht mehr alst variablendisjunktevarian-
ten einer Formel enthalt. Man beachte jedoch die untenhbebenen weiteren zu
berticksichtigenden Aspekte, die dazu fuhren konneR, (da Formeln, die (auf den

2 Kalkule mit universellen Variablen werden hier nicht laefntet, da sie sich beziiglich Regularitat
wie Grundkalkille verhalten.
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ersten Blick) Varianten voneinander sind, als wesentliefsehieden aufgefalst wer-
den mussen und daf? (b) wegen der Interaktion verschiedesterk Varianten unter
Umstanden doch nicht ausreichend sind.

Beispiel 5.2.1 Minimale Pramissen bestehen in dem Kalkul fur PL1 auschbgt 3.6
aus hochstens = 2 Formeln. Ein AstB enthalt darum einen Agt’ unter Umstanden
nicht, selbst wenn egineVariante jeder Formel auB’ enthalt.

Besteht beispielsweise der ABt aus den beiden Formen= T:(—p(X) A p(f(X)))
und ¢' = T:(—p(X’) Ap(f(X'))), wahrendB nur aus der Formep besteht, dann
enthalt zwarB eine Variante jeder Formel alf’, dennoch stellt aber défbergang
von B zu B' sicherlich keinen Zyklus in der Beweissuche dar, weil nédmiler AstB’
geschlossen werden kann, der Astber nicht; die zweite Variant# ist notwendig.
O

Wir beschranken uns also im folgenden auf solche KalKigedenen minimale Pra-
missen nicht von beliebiger Grof3e sind, sondern in ihredialitat durch eine Kon-
stantek € N beschrankt sind. Wie andere Kalkile, d. h., solche miimmaen Pramis-
sen beliebiger Grol3e gehandhabt werden kdnnen, ist amm ¥rdAbschnitt 5.4 be-
schrieben.

Zweiter zusdtzlicher Aspekt Beider Beantwortung der Frage, ob ein Aseinen
Ast B’ enthalt, spielen nicht nur die Formeln aifund B’ eine Rolle, sondern auch
die assoziierterFormeln auf andereAsten, die mit den Formeln auf bzw. B’ starre
Variablen gemeinsam haben.

Definition 5.2.2 Sind ¢ und Tableauformeln in einem Tabledumit starren Varia-
blen und gibt es eine starre Variable, die sowohpials auch iny vorkommt, dann
heil3ty) mit ¢ assoziiert Die Menge aller Tableauformeln ifi, die mit ¢ assoziiert
sind, ohney selbst, sei mitdssoc(T, ¢) bezeichnet.

Ist ® eine Menge von TableauformelnTy so sei

Assoc(T, @) = ( U Assoc(T, $)) \ @ .
O

Der Grund dafur, dal3 assoziierte Formeln bertcksichtgtden mussen, ist, dafd ihr
Vorhandensein sich bei der Anwendung von Substitutionegewaler gemeinsamen
Variablen auswirken kann. So werden wir zur Konstruktiameeideterministischen
Beweisprozedur in Abschnitt 5.4 Regularitat mit der Emréokung kombinieren, daf
jeweils nur eine solche von mehreren moglichen Konklusmorerwendet werden darf,
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die bezuglich eineGewichtsordnungAbschnitt 5.3) minimale Formeln erzeugt. Neh-
men wir an, der AsBB enthalte eine Variant¢(X) einer Formeky(X') auf B’, und
die VariableX komme in dem Tableall noch in einer assoziierten Formg(X ) vor,
wahrend es in dem Tabledll kein weiteres Vorkommen voX' gebe. Nun kann
es sein, dal3 eine Erweiterungsregelanwendung die Instammig vonX bzw. X’ mit
einem Ternt erfordert. Die entstehende Forngél) wird in beiden Tableaus von glei-
chem Gewicht sein. Ii" wird aber zusatzlich die Formel(¢) erzeugt; diese kann ein
so groRes Gewicht haben (insbesondere ein groRerggtg)sdall sich dadurch die
Regelanwendung auf das TableéBAwerbietet — wahrend die entsprechende Anwen-
dung aufT” moglich ist. In solch einem Fall enthalt der ABtden AstB’ alsonicht
(es sei denn er enthalt noch eine weitere Variantewgk’), mit der keine Formeln
in T assoziiert sind).

Dritter zusdtzlicher Aspekt Wie schon gesagt, enthalt ein Table&uein Ta-
bleauT”, wenn es fur jeden AsB in T" einen AstB’ in 1" gibt, so dalRB den AstB’
enthalt. Dabei ist es durchaus moglich, dal? zwei versemienAsten B; und B,
vonT derselbe AsB’ zugeordnet wird. In diesem Fall gibt es flr jede Medgeon
k Formeln aufB’ eine Formelmeng®; auf B; und eine Formelmeng®, auf B,, die
Varianten vond’ sind.

Die grundlegende Idee der Enthaltenseins-Relation in@ptjzdall jede Regelanwen-
dung, die auf dem AsB’ mit der Pramiss@®’ moglich ist, auch — gleichzeitig — auf
den beiden3’ enthaltendersten B, und B, mit den Pramissef®; bzw. &, moglich
sein soll. Dafur mussen aber die beiden Variablenumbanegen, dieb aus®; bzw.
aus®, erzeugen, kompatibel sein. Entsprechendes gilt, wenn stgB’Anehr als zwei
Asten inT zugeordnet ist.

Definition und Eigenschaften der Enthaltenseins-Relation

Definition 5.2.3 SeiC ein Kalkil mit starren Variablen; séi;, eine Signatur; seien
T undT' Tableaus UibeEy,, die keine starren Variablen gemeinsam haben; und sei
k € N eine natirliche Zahl.

Das Tablead” k-enthalt das Tablead”, in Zeichenl” C, T, wenn

i. jedem AstB vonT ein AstB’ vonT’ zugeordnet werden kann

ii. und dann — jeweils fur jedes Pa&r, B’ — jeder Menged' C Form/(B') von Ta-
bleauformeln au®?’, die hochstens Elemente hat, eine Menge C Form(B)
von Tableauformeln auB und eine Variablenumbenennung- Subst (X, ) zu-
geordnet werden kann,

so dali:
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1. Fur®, & undr gilt jeweils:

(@) o7 = P’;

(b) fur jede Tableauformed in Assoc(T,®) gibt es (mindestens) eine Ta-
bleauformel)’ in Assoc(T', ®'), so dalk)m und¢)’ identisch sind bis auf
die Umbenennung starrer Variablen, diehtin &7 bzw. ®' vorkommen.

2. Istein AstB’ vonT" verschiedeneAstenB, ..., B, vonT zugeordnet{ > 2),
dann gilt for alle®’ auf B, dal3 died’ im Zusammenhang mi,, ..., B, zuge-
ordneten Variablenumbenennungen. . ., r, in folgendem Sinne kompatibel
sind: es gibt eine Substitution so dal3r| free()uAssoc(r,e) = T (1 < 7 < 5).

Seien nurY" und7” Tableaus Ubex;,, die starre Variablen gemeinsam haben; ung sei
eine Variablenumbenennung, so dAfund 7"p keineVariablen gemeinsam haben.
Danngeltel” C, T, fallsT'p C, T. O

Enthalt eine Tablealf’ ein Tableaul”, dann ist jedem AsB in T ein Ast B' in T'
zugeordnet. Wir sagen dann auch, daf der Bsten AstB’ enthalte, in Zeichen
B' C, B.

Beispiel 5.2.4Sei® = {¢(X)} und®’ = {¢(X')}; ferner sei
ASSOC(T7 (b) = {w(Xa le)) w(Xa Yv2>} .

Bedingung 1 (a) in Definition 5.2.3 ist beispielsweise Ht;fivenn
Assoc(T', @) = {(X",Y")} .

Sie istnichterfullt, wennAssoc(T”, ®') = 0; und sie ist auch nicht erfullt, wenn
Assoc(T', @) = {p(Y", X")}

da (X', Y7) und (Y’ X') gleich zu machen die Umbenennung der Variah¥n
erfordert, die in®’ vorkommt. O

Das folgende Lemma folgt sofort aus der Definition von

Lemma 5.2.5 Die RelationC, auf Tableaus (Def. 5.2.3) ist transitiv und reflexiv.

Wenn ein Tableafl” in einem Tablead” k-enthalten ist, dann ist’ in T k’-enthalten
fur alle ¥’ < k.

Beispiel 5.2.6 Als einfaches Beispiel betrachten wir die Tableaus in Adlg 5.6.
Die Tableaud; undT; 1-enthalten die Tableads, T3, T;; und das Tableai, 2-ent-
halt die Tableaug?, T, T;. Aber das Tableail;, 2-enthalt nur7?. O
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T:¢$X1) T:6(X3) T:6(11) T:¢|(Y1) T:¢|(Y1)
T:(X5) T:p(Y>) T:qﬁl(Yg)
T:p(Y3)

T, T, T T} T}

Abbildung 5.6: Die Tableaus aus Beispiel 5.2.6.

lep lep
T:q(X) T:q(lX')
€)) T:r(X')
(b)

Abbildung 5.7: Tableaus, von denen keines das andere enthalt (Beispi@&) 5.

Beispiel 5.2.7Keines der Tableaus; undT; in Abbildung 5.7 (a) bzw. (b) enthalt
das jeweils andere. Das TableAuenthalt das Tableall, nicht, weil der Ast voril,
eine zusatzliche Formel enthalt. Uihgdenthalt’’ nicht, weil zwar eine Variante jeder
Formelmenge des Astes va@h auf dem Ast voril; vorkommt, aber zu dem Element
T:r(X') von Assoc(Ty, T:q(X')) kein Gegenstick id ssoc(Ty, T:q(X)) existiert, und
also Bedingung 1 (a) in Definition 5.2.3 nicht erfullt ist. O

Beispiel 5.2.8Das Tablead; in Abbildung 5.8 (a) 1-enthalt das Table@u in Ab-
bildung 5.8 (b). AberT; enthalt7; nicht, denn die Formeld:p(X') und T:p(X’)
in Ty sind miteinander assoziiert, wahrend die entsprecherdemeln in7; nicht
miteinander assoziiert sind.

Der Ubergang vorT}, zuT; stellt auch deutlich keinen Zyklus in der Beweissuche dar,
weil das Tablead’; geschlossen werden kann, das TablBaaber nicht. O

Beispiel 5.2.9Das Tablead" in Abbildung 5.9 (a) enthalt das Tabledl in Abbil-
dung 5.9 (b)nicht Das konnte nur sein, wenn dheste B,, B, von T beideden ein-
zelnen Ast vonT” enthielten. Zwar gibt es auf beidéksten mit T:p(X,Y") bzw.

F:pl(a F:pl(a)
F:q(b) F:q(b)
AN PN
T:p(X)  Tig(Y) Tp(X')  Twq(X')
() (b)

Abbildung 5.8: Nahezu identische Tableaus, von denen das eine (a) das ande-
re (b) enthalt, nicht aber umgekehrt (Beispiel 5.2.8).
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N '|
Tp(X,)Y) TpY,X) T:p(U, V) Tp(X1, Y1) Tip(Xs, Vi)
(a) (b) (c)

Abbildung 5.9: Beispiel fur Bedingung 2 in der Definition der Enthaltemsei
Relation (siehe Beispiel 5.2.9).

T:p(Y, X) eine Variante der (einzigen) Formé&lp(U, V') im Ast vonT". Aber die
erforderlichen Variablenumbenennunge¥i — U, Y — V} und{X — V| Y — U}

sind inkompatibel; sie haben keine gemeinsame Speziaiigle Damit ist Bedin-
gung 2 in der Definition der Enthaltenseins-Relation (De2.3) verletzt.

Bei dem Tableau in Abbildung 5.9 (c) tritt dieses Problemhhiuf; es 1-enthalt das
Tableaul”. Die beiden erforderlichen Variablenumbenennung&n — U, Y; — V'}
und{X, — U, Y; — V} sind hier kompatibel. O

Die Verwendung der Enthaltenseins-Relation macht nur,Siuemn sichergestellt ist,
daR ein Tablead” sein Nachfolgetableafi” nur dann enthalt, wenn défbergang
zuT’ keinen Fortschritt in der Beweissuche bedeutet. Wie daefale Beispiel zeigt,
kann sich dabei ein Problem ergeben, wenn mehrere gleicheld&evendungen auf
verschiedeneAste vonT moglich sind.

Beispiel 5.2.10Bei dem in Abbildung 5.10 links gezeigten Tabl€Auist die gleiche
Erweiterungsregelanwendung, die aus der Pranfigse T:p} die Konklusion{{ L }}
ableitet, auf beidesten moglich; und um das Tableau abzuschlieRen muf} diese
Regelanwendung — nacheinander — auf beiflsten ausgefithrt werden. Jedoch ist
das Tableads, das als Zwischenschritt nach einer Regelanwendung an{gibbil-
dung 5.10 mitte) irf; enthalten, denn beid&ste vonT, enthalten den rechten, noch
nicht expandierten Ast voif,. Damit ist dieser Schritt irregular. Das Tabl€By) das
durch die Erweiterung beidésste entsteht (Abbildung 5.10 rechts), ist dagegen weder
in T, noch inT; enthalten. Die Ableitung vof; ausT; ohne das Zwischenergebfiis

ist also als regular anzusehen, und tatsachlich bedsatatich einen Fortschritt in der
Beweiskonstruktion. O

Um dieses Problem zu umgehen, erweitern wir die DefiniticnBigriffsNachfolge-
tableauund erlauben die Ausfuhrung mehrerer gleicher Erweitgsuggelanwendun-
gen auf verschiedenésten eines Tableaus, um ein Nachfolgetableau zu konstruie

Definition 5.2.11 SeiC ein gutartiger Kalktll mit starren Variablen.

Ein Tableaul”, das aus einem Tablegudurch mehrere in folgendem Singéiche
Erweiterungsregelanwendungen konstruiert werden kagiRgreinNachfolgetableau
vonT: Es gibt
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irregular regular
F:p F:p F:p
VRN VRN VRN
Tp Tp TI:p T:p TI:p TI:p
1 L L
regular

Abbildung 5.10: Beispiel, das die Notwendigkeit illustriert, mehrere gled Re-
gelanwendungen als einen Schritt aufzufassen (sieheiBetsp.10).

— verschieden@ste By, ..., B, (n > 1) vonT,
— Pramisseil; auf B; (1 < i < n), die bis auf Variablenumbenennung gleich sind,
— eine KonklusionC, o) mitIl;o = IT;0 (1 < 4,5 < n),

so daRT" ausT dadurch entsteht, daR jeder dste B; mit C' erweitert wird und
anschliel3end die Substitutierangewendet wird. O

Nun konnen wir daran gehen, basierend auf dem BegriffidEsthaltenseins, unser
Regularitatskonzept formal zu definieren.

Definition 5.2.12 SeiC ein gutartiger Kalkul mit starren Variablen; séieine Signa-
tur; und seik € N eine naturliche Zahl.

Eine (endliche oder unendliche) Fol@E);-, von Tableaus (und insbesondere ein Ta-
bleaubeweid, ..., T,) fur eine Menge§ C Form(X) von Formeln hei3é-regular,
wenn siekeineTableaus!; undT; enthalt, wobejj < i, so dal¥l; C, T (Def. 5.2.3).

Eine Folge von Tableaus, die nicthiregular ist, heil3é-irregular. O

Wenn eine Folgd, ..., T, von Tableaus:-regular ist,7,,.; ein Nachfolgetableau

vonT, ist und die Folgély, ..., T,, T, k-irregular ist, dann nennen wir die Erwei-
terungsregelanwendung, durch dig,; ausT,, konstruiert wirdk-irregular (denn sie

verursacht die Irregularitat). Ob eine Erweiterungsi@geendung regular ist oder
nicht, hangt von dem Kontext ab, in dem sie verwendet wird.

Um zu prifen, ob eine Erweiterungsregelanwendung regsiiageniigt es, die Teile
des expandierten Tableaus zu betrachten, die von der Erweg betroffen sind, d. h.,
den erweiterten Ast und die mit seinen Formeln assoziidftameln des Tableaus.
Fur dieUberpriifung der Regularitat sind keine Unifikationstesforderlich, weil nur

Variablenumbenennungen betrachtet werden und keinenliistang von Variablen

mit Termen; das heil3t, die Regularitat zu tberprufennisht so komplex wie ein

Subsumtionstest (der NP-vollstandig ist).
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Man beachte auch, dal3 zwar assoziierte Formeln berltigigerden missen, es
aber keine Rolle spielt, wo auf dem Tableau sie liegen. Rrekturder Tableaus ist
insofern also irrelevant und muf3 nicht verglichen werden.

Wenn der oben definierte Regularitats-Begriff verwended ywm den Suchraum ein-
zuschranken, indem nur regulare Folgen von Tableaudasggn werden, dann bleibt
die Vollstandigkeit erhalten; das heif3t, unser Regutskonzept ist nicht zu restriktiv.

Satz 5.2.13Sei(C ein gutartiger Kalkil mit starren Variablen; sek eine Signatur;
und seik € N die maximale Gol3e aller minimalen Rimissen irC.

Wenn es einen Tableaubewdeis éine Menges C Form(X*) von Formeln gibt, dann
gibt es auch einen regaéien Tableaubeweisif §.

Beweis:Dieser Satz folgt sofort aus Satz 5.4.4, der besagt, dafvellseéandige deter-
ministische Beweisprozedur fir alle gutartigen Kalkinlig starren Variablen existiert,
die ausschlie3lich regulare Tableaubeweise konstruiert O

Die Existenz einer vollstandigen deterministischen Bepmzedur, die ausschliel3-
lich regulare Beweise konstruiert (Satz 5.4.4), implizieicht nur Satz 5.2.13; sie
zeigt auch, daf’ unser Begriff der Regularitat restrikémgg ist, um seinen Zweck zu
erfullen.

Eine wichtige Klasse irregularer Erweiterungsschriiedie folgende: Nehmen wir
an, ein AstB, eines Tableau$ werde mit einer KonklusiokC', o) erweitert; und ein
Ast B}o in dem entstehenden Table&Usei inallen AstenB vonT' enhalten, die von
dem Erweiterungsschritt betroffen sind, d. h., in demBs{der erweitert wird) und in
allen anderesten, die vorv instantiierte Variablen enthalten. Dies ist insbesondere
der Fall, wennB/o in einem initialen Teilasb, von T enthalten ist, der oberhalb der
ersten Vorkommen aller starrer Variablen im Definitiongler vono endet.

Beispiel 5.2.14Wir nehmen an, dal} die Erweiterungsregel des Kalkils raitresh
Variablen fur PL1 aus Abschnitt 4.2.10 verwendet wird, uem d\st B; des in Ab-
bildung 5.11 (a) dargestellten Tabledlibzuschliel3en. Dabei wird die Konklusion
({{L}}, {X = a}) aus der PramissgF:p(a), T:p(X)} abgeleitet; das Ergebnis ist
das Tablead” in Abbildung 5.11 (b).

Die Erweiterungsregelanwendung gehort zu der oben bebsemen Klasse einfach zu
erkennender irregularer Anwendungen. Der rechtefAstvonT’, dessen Knoten mit
den FormelrF:p(a) und zweimalT:¢(a) markiert sind, ist in dem initialen Teilas
von T enthalten, dessen Knoten nfitp(a) und T:q(a) markiert sind; undS, endet
oberhalb des ersten Vorkommens v&nin 7', welches die einzige Variable ist, die
von o instantiiert wird.

Intuitiv ist diese Erweiterungsregelanwendung nutzlosil yedes geschlossene Teil-
tableau, dafd unteB,o konstruiert werden kann, genauso sowohl uriBerals auch
unter B, konstruiert werden kann. O
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So So
F:p(a)\ F:p(a)/\/

7~ N s A
T:pl(a) I3Q(al T:p(a) T:q(a)
I 7N\
L TpX)  T(X) 1L Tpla) Tig(a)
B4 By 1 BéO'
(a) (b)
Abbildung 5.11: Eine irregulare Erweiterungsregelanwendung (Beisp2(13).
S
F:p(a) ’ F:p(a) 50
~ N e A
T:p(X) T:q(X) T:p(a) T:q(a)
70N | / N\
B T:pl(a) T:q(a) 1 T:p(a) T:g(a)
1 By Jl_ Béo’
(a) (b)

Abbildung 5.12: Beispiel fur den Unterschied zwischen dem neuen und dem
klassischen Begriff der Regularitat (Beispiel 5.2.15).

Eine Erweiterungsregelanwendung wie oben beschriebereigular gemald der Defi-
nition von Regularitat, die gewodhnlich in der Literatweggben wird (z. B. in (Beckert
& Hahnle, 1998)), wenn der AdB.,c die gleiche Extension mehrfach enthalt; seine
Beziehung zu andereksten wird nicht weiter betrachtet.

Beispiel 5.2.15Abbildung 5.12 illustriert den Unterschied zwischen ussemeuen
und dem klassischen Regularitats-Begriff. Die Situatsbwler in Abbildung 5.11 dar-
gestellten und in Beispiel 5.2.14 erlauterten sehr @hnINun aber endet der initiale
TeilastS, vonT, der den AstB)o des Tableau8” enthalt,nicht oberhalb des ersten
Vorkommens der VariableX, die vono instantiiert wird. Also gehort diese Erweite-
rungsregelanwendung nicht zu der Klasse einfach zu erkelenérregularer Anwen-
dungen; sie ist auch tatsachliggular gemaf unserer Definition von Regularitat, weil
der AstB, vonT keinen deAste vonT’ enthalt.

Gemal der klassischen Definition von Regularitat istedesveiterungsregelanwen-
dung jedochirregular, weil der Ast Byo von T" die Extension{T:¢(a)} zweimal
enthalt. O

Wie Beispiel 5.2.15 zeigt, ist der klassische RegulagiBegriff in manchen Fallen
restriktiver als unserer, was die Beweiskonfluenz zeestégann® Im Grundfall, wenn

3 Ob die Verwendung des klassischen, restriktiveren ReiiatissBegriffs tatsachlich die Beweiskon-
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das Tableau keine freien Variablen enthalt, besteht heiscen beiden Regularitats-
Begriffen kein Unterschied.

Der Beweis von Satz 5.4.4, der der Hauptsatz dieses Kapstelgerwendet das fol-

gende Lemma, in dem die Einschrankung, die die Regulatagstellt, beschrieben
ist. Eine unendliche, regulare Folge von Tableaus entim@&@ndlich viele verschiedene
Tableauformeln; oder, was aquivalent ist, wenn eine ggutolge von Tableaus (bis
auf Umbenennung starrer Variablen) nur endlich viele Jaestene Tableauformeln
enthalt, dann ist sie endlich.

Lemma 5.2.16 SeiC ein gutartiger Kalkil mit starren Variablen; sek eine Signa-
tur; und seik € N eine natirliche Zahl. Ferner sel’ C TabForm(X*) eine endliche
Menge von Tableauformeln.

Dann gibt es keine unendliche, regwe Folge(7;);>, von Tableaus, so daffi > 0
alle Tableauformeln if; Varianten der Tableauformeln in sind.

Beweis:Die Aquivalenzrelation-, auf Tableaus sei definiert durch:

T ~, T genaudann,wennT” C, T und T" C, T .

Wir zeigen, daR es nur endlich viedguivalenzklassen (bzgh,) von Tableaus geben
kann, die aus Varianten der Formelnlilbestehen.

DaT endlich ist, gibt es nur endlich viele nicht nur bis auf Valenumbenennung
verschiedene Paa(@, ¥) von Tableauformelmengen, fur die folgendes gilt:

e Alle Elemente vonP und ¥ sind Varianten von Formeln if;
e & hat hochstens Elemente;
¢ jede Formeliny hat mindestens eine Variable mit einer Formebigemeinsam;

e es gibt keine Formelw, ¢/’ in ¥, die bis auf Umbenennung nicht dnvorkom-
mender Variablen identisch sind.

Seir die maximal mogliche Zahl verschiedener, inkompatiblendénennungen der
Variablen in® (diese hangt nur von der Zahl verschiedener Variablenab); und sei
fk eine Menge solcher wie oben beschriebenen Paare, vBeschiedene Reprasen-
tanten jeder Klasse von bis auf Variablenumbenennungtgai®aaren enthalt; dabei
sei die Mengd', so gewahlt, daR alle ihre Elemente paarweise variablemdissind.

kluenz zerstort, hangt von den weiteren Einschrankarade die verwendet werden; jedoch ist es
noch niemandem gelungen, eine deterministische Beweisguw fur starre Variablen verwendende
Kalkule mit dem klassischen Begriff zu definieren. Und Gtalafir mag sehr wohl sein, dal3 er zu
restriktiv ist, um die Beweiskonfluenz zu bewahren, wenn gramderen Einschrankungen kombi-
niert wird, die die Fairnel3 der Strategie sicherstellere (gispielsweise Gewichtsordnungen).
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DaIA“,C endlich ist, ist auch die Potenzmen@(afk) von fk endlich; und deren Potenz-
menge = P(P (L)) ist endlich.

Jedem Tableail’ sei ein Element vorf3 wie folgt zugewiesen: Jeder Mengevon
auf einem Ast voril’ auftretenden Formeln mit hochstehdlementen sei das Paar
(®, Assoc(T, ®)) zugewiesen. Jedem A&t von T sei ein Element vorP (') zu-
gewiesen, dal3 Varianten der Paare enthalt, die Medgeon Formeln aufB mit
hochsteng Elementen zugewiesen sind; dabei seien von Paaren, diefbargablen-
umbenennung gleich sind, hochstenausgewahlt. Dem Tabledl sei ein Element
von P zugewiesen, das aus Varianten der desten vonT zugewiesenen Mengen
besteht.

Aus der Definition vorcC, bzw. ~, folgt nun, daR zwei Tableads zur gleicherAqui-
valenzklasse bzgk-, gehoren, wenn ihnen das gleiche Element §brzugewiesen
werden kann. Damit gibt es hochstens so vitgiivalenzklassen, wig Elemente
hat — also endlich viele.

Um den Beweis des Lemmas zu vervollstandigen, nehmen wida® die Zahl der
Aquivalenzklassen von Tableaus bzgl, n € N sei. Es kann keine unendliche, re-
gulare Folge von Tableaus geben, die ausschliel3lich Mamader Formeln ii’ ent-
halten, weil es in einer Folgg, . .., T,,.; der Lange: + 1 mindestens zwei verschie-
dene Tableaus; undT; geben muR, die zur gleichéuivalenzklasse gehoren, d. h.,
wir haben sowoht; C, T; als auchl; C, T;. Da entwede) < ¢ oder: < j folgt, daf’
die Folge irregular ist. O

5.3 Gewichtsordnungen

Gewichtsordnungen sind das zweite wichtige Konzept (nédegularitat), auf dem
unsere Fairnel3strategie basiert, mit der determinigiBaweisprozeduren fur belie-
bige gutartige Kalkul mit starren Variablen konstruiegngden konnen.

Die wichtigen Eigenschaften einer Gewichtsordnung aufé&iformeln, die benutzt
wird, um Fairnel3 sicherzustellen, sind die folgenden:

1. Sie ist eine Wohlordnung auf der Menge der Tableauforni@k auf Umbe-
nennung freier Variablen), d.h., sie ist wohlfundiert ursl ggbt immer nur
endlich viele (von Variablenumbenennung abgesehen) vexdene Tableaufor-
meln, die mit einer gegebenen Tableauformel unvergleicsind.

2. Echte Instanzen einer Tableauformdiaben ein hdoheres Gewicht als

3. Tableauformeln, die bis auf Variablenumbenennung lleied, haben das glei-
che Gewicht.
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Intuitiv sind dies typische Eigenschaften einer OrdnunTableauformeln, die da-
durch definiert sind, daf3 den Symbolen der Signgiewichte” zugeordnet werden
(was der Grund ist, warum wir sf@ewicht®rdnungen nennen).

Definition 5.3.1 SeiC ein Kalkil mit starren Variablen; und sEieine Signatur vog.

Eine Gewichtsfunktions weist jeder Tableauformel ifubForm(X*) eine naturliche
Zahl (ihr Gewich) zu, so dal3 die folgenden Bedingungen erfullt sind:

1. Ist¢ eine beliebige Tableauformel, dann gibtkesne unendlich&enge¥ von
Tableauformeln, so daf3

(a) ¥ keine Tableauformeltp, ¢/’ enthalt, die bis auf die Umbenennung starrer
Variablen gleich sind (d. h., alle Formelninsind echt verschieden),

(b) w(y) < w(g) furalley € v.

2. KommtX € Var in ¢ € TabForm(X*) vor und istt € Termg, (X*), t ¢ Var,
ein Term, der keine Variable ist, dann gilt

w(p) <w(@d{X —1t}) .

3. Sind¢, ¢' € TabForm(X*) bis auf die Umbenennung starrer Variablen gleich,
dann giltw(¢) = w(¢’).

Seiw eine Gewichtsfunktion; dann ist die (vaninduzierte)Gewichtsordnung,, auf
Tableauformeln fur all@, ¢ € TabForm(X*) definiert durch:

¢ <, v genau dann, wenm(¢) < w(vy) .

O

Eine Gewichtsordnung wird alMlengenvon Tableauformeln fortgesetzt, indem die
maximalenGewichte der Formeln, die sie enthalten, verglichen werdese Fort-
setzung ist ebenfalls eine Wohlordnung — vorausgesetZtidiggen von Tableaufor-
meln, die verglichen werden, durfen nur eine beschradkid von Varianten jeder
Tableauformel enthalten.

Beispiel 5.3.2Sei ¥ eine Signatur von PL1. Wir nehmen an, jedem Funktions- und
jedem Pradikatensymbol i6* sei ein (positives) Gewicht zugeordnet, so dal3 es nur
endlich viele Funktions- und/oder Pradikatensymboleegibestimmten Gewichtes
gibt (starre Variablen haben implizit das Gewicht 0); daas¢) die Summe der
Gewichte aller Funktions- und Pradikatensymbole, dig¢ i TabForm(X*) vorkom-
men, wobei mehrfache Vorkommen mehrfach gezahlt werdenFOnktionw ist eine
Gewichtsfunktion gemal3 Definition 5.3.1.
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Die Bedingung, dal® nur endlich vielen Funktions- und R@tginsymbolen das glei-
che Gewicht zugeordnet werden darf, spielt in der Praxisek&olle, weil nur eine
endliche Zahl verschiedener Symbole in den Tableaus fig gegebene Menge von
PL1-Formeln auftreten kann, wenn die verbesserte Skoleraigy aus Abschnitt 4.4
verwendet wird; allen tatsachlich vorkommenden Symb&kem also das gleiche Ge-
wicht zugeordnet werden. O

Der Zweck von Bedingung 1 in der Definition von Gewichtsfuaken ist offenbar;
sie stellt sicher, dal3, wenn unendlich viele verschiedemm€&ln zu einem Tableau-
ast hinzugefugt werden, das maximale Gewicht der Forméldem Ast friher oder
spater jeden beliebigen Wert erreichen wird. Bedingunga® etwas mehr Erlaute-
rung erfordern. Sie stellt sicher, dal3 das Gewicht zunirfatig, keine neuen Formeln
an einen Ast angehangt werden, sondern er nur immer und rimsmeeler dadurch
verandert wird, dafld eine Substitution angewendet wirdn bkachte, dal’ eine solche
Folge von Regelanwendungen die Regularitat nicht vdrlatenn jeweils eine neue
Formel entsteht.

Beispiel 5.3.3Wir nehmen an, dal eine Erweiterungsregel erlaubt, ausdeisse
der Form{p(f(---(X)---))} die Konklusion{{{¢},{r}}, {X — f(X')} abzuleiten,
wobei X' eine beliebige vonX verschiedene starre Variable ist. Dann kann das in
Abbildung 5.13 dargestellte (Teil-)Tableau fur atl@us dem (Teil-) Tableau abgeleitet
werden, das aus einem einzigen mip(X;) markierten Knoten besteht.

Bedingung 2 in der Definition von Gewichtsfunktionen stsitther, dal3 das maximale
Gewicht der Formeln in den Tablealils zunimmt. O

5.4 Deterministische Beweisprozeduren fiir Kalkiile mit star-
ren Variablen

In diesem Abschnitt wird beschrieben, wie vollstandigeedainistische Beweispro-
zeduren fur beliebige gutartige Kalkuile mit starren ®aten definiert werden konnen;
solche Beweisprozeduren kdnnen verwendet werden, umTéafensuche nach Ta-
bleaubeweisen mit einer Fairnel3strategie auszufuhiehe(slie Diskussion in Ab-

schnitt5.1). Sie werden mit Hilfe der Konzepte der Regtda(Abschnitt 5.2) und der

Gewichtsordnungen (Abschnitt 5.3) konstruiert. Beisgwmadise kann in dieser Weise
eine deterministische Beweisprozedur fur die starre hemischte Variablen verwen-
denden Kalkile fur PL1 aus den Abschnitten 4.2.10 undb4i8finiert werden.

4 Macht man, wie im folgenden Abschnitt beschrieben, einelkidalurch zusatzliche Rekonstruk-
tionsschritte schwach nicht-destruktiv, dann kann digagason nicht mehr eintreten und Bedin-
gung 2 in der Definition von Gewichtsfunktionen ist nicht mahbedingt notwendig.
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Abbildung 5.13: Ein Tableau, das die Notwendigkeit der Bedingung 2 in der
Definition von Gewichtsfunktionen illustriert (siehe Bgiisl 5.3.3).

Die Gutartigkeit des Kalkuls ist unverzichtbar. Er mu@nistrukturell sein, weil sonst
die Reihenfolge, in der Formeln zu einem Tableau hinzugefieérden, relevantist und
die Vollstandigkeit verloren gehen kann, wenn sie in dahBafolge ihres Gewichtes
hinzugefugt werden. Der Kalkil muf3 monoton sein, da aeit@stische Prozeduren
unter Umstanden zwischen nitzlichen auch redundanteBsuohritte ausfuhren; und
die redundanten Formeln, die dadurch hinzugefligt werdi@rien die spater nachzu-
holen nuitzlichen Erweiterungsregelanwendungen nictitindern. Es ist auch wich-
tig, dafd der Kalkiil monoton bzgl. Substitution ist, so daf3Rkihenfolge in der ver-
schiedene sinnvolle Substitutionen angewendet werdehewvant ist.

Wir betrachten zunachst nur solche Kalkile, in denen mahe Pramissen nicht be-
liebig grof3 sind, d. h., nicht mehr atlsFormeln enthalten (fur ein festésc N). Wie
Kalkule, die diese Eigenschaft nicht haben, dennoch lawerden konnen, wird
am Ende dieses Abschnittes diskutiert.

Um sicherzustellen, dal3 eine Beweisprozedur in jedem irghelableaubeweis findet
(vorausgesetzt ein Beweis existiert), missen die FolgenTableaus, die konstruiert
werden, die folgenden beiden Bedingungen erfullen:

1. Die Folge von Tableaus, die konstruiert wird, mitflegular sein, d. h., Erwei-
terungsregelanwendungen, die ein in einem seiner Voggdngnthaltenes Ta-
bleau erzeugen, sind verboten.

2. Beijedem Ableitungsschritt wird aus allen moglichewEiterungsregelanwen-
dungen, die die Regularitatsbedingung nicht verletzeargen), eine solche
ausgewahlt, die ein Nachfolgetableau erzeugt, in dem dasrivalgewicht der
Formeln so klein wie moglich ist (d. h., Nachfolgetableawesden anhand des
maximalen Gewichtes aller ihrer Formeln verglichen).

Wenn mehrere mogliche Erweiterungsregelanwendungeobigen Bedingungen er-
fullen, kann eine Beweisprozedur beliebige Heuristikerwenden, um eine von ihnen
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auszuwahlen. Eine typische Heuristik ist beispielswé{saklusionen zu bevorzugen,
die wenige Extensionen enthalten, so dal’ wenige neuestieedézeugt werden.

Man beachte, dafl3 Formeln nicht notwendig in der Reihenfiigges Gewichtes zu
einem Tableau hinzugefugt werden, weil eine Formerst dann hinzugefiugt wer-
den kann, wenn ihre PramisSkeauf dem Ast vorhanden ist, — und das Gewicht der
Formeln inII kann hoher sein als das vgn Auch wird der Zeitpunkt, zu dem eine
Konklusion verwendet wird, von derjenigen ihrer Formelistoamt, die das hochste
Gewicht hat, so dal3 Formeln mit geringem Gewicht, die nuazusen mit Formeln
hohen Gewichtes erzeugt werden konne, erst spater zul@alabinzugefiigt werden.

Um der Bedingung geniige zu tun, dall Erweiterungsregelanwendungen, die For-
meln geringeren Gewichts hinzufigen, ausgefuhrt wendiégssen, bevor Formeln gro-
Reren Gewichtes abgeleitet werden, kann es notwendigsaion geschlossereste

zu erweitern. Solche Erweiterungen sind nicht immer redahdienn auch geschlos-
seneAste enthalten noch immer nutzliche Information und kémanderd\ste durch
Substitutionen beeinflussen, die bei ihrer Erweiterungdad Tableau angewendet
werden (die erste Substitution, die angewendet wird, urarefst abzuschliel3en, ist
nicht notwendigerweise digichtige*). Wenn ein geschlossener Ast allerdings keine
starren Variablen mit anderdtsten gemeinsam hat, dann braucht er nicht erweitert zu
werden.

Leider ist die Regularitats-Bedingung, wie sie oben definist, immer noch sehr
schwierig zu implementieren; sie erfordert, ein Tabl&gy;, mit allen seinen Vor-
gangernty, ..., T, zu vergleichen, und nicht nur mit dem Table&y, aus dem es
abgeleitet wird. Solch ein Regularitatstest ist bezigties erforderlichen Speicher-
platzes wie auch des Zeitaufwands sehr teuer. Noch schwezgt, dal3, wenn eine
Irregularitat entdeckt wird, wenn al§g,.; in einem seiner Vorgangertabledlisent-
halten ist, andere Nachfolgetableaus ¥gn(nebenT} ) betrachtet werden missen;
das entspricht jedoch in gewissem Sinne Backtracking. Dan&fur die Notwen-
digkeit, andere Nachfolgetableaus v@éh zu betrachten, ist der folgende: Ein Ta-
bleauT, ., das in einem Tableali; enthalten ist, mul3 bei der Beweissuche nicht
berticksichtigt werden, weil alle Tableaubeweise, die msY,, ; konstruieren kann,
genauso aus; konstruiert werden konnen. Gjit= n, dann gentigt es, das Nachfolge-
tableaul;,,,; auszuschlieen; und man kann sicher sein, daf3 ein BewesuysE, . |
ableitbar ist, genauso alils ableitbar ist, ohn&},,; zu betrachten. Gilt jedoch+# n,
dann ist moglicherweise das TableBunicht Teil des aud’,..; und alsol}; ableitba-
ren Tableaubeweises, sondern erfordert, mit einem atteenaNachfolgetableal
fortzufahren, das voff;_, verschieden ist. Die Situation ist in Abbildung 5.14 sche-
matisch dargestellt.

Alle diese Probleme resultieren aus der Tatsache, daf} biealdl; nicht notwen-

dig in seinem Nachfolgetabledl,,,; enthalten ist, weil Kalkille mit starren Varia-
blen destruktiv sind und Formeln, dieT vorkommen, ifll’; ., moglicherweise nicht
mehr enthalten sind. Ist der Kalkil jedoch in dem Sisebwach nicht-destruktiv
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Abbildung 5.14: Beweissuche mit einem destruktiven Kalkul.
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Abbildung 5.15: Beweissuche mit einem schwach nicht-destruktiven Kalkdl

dal3 Tableaus stets in ihren Nachfolgetableaus enthatidnesigibt sich die in Abbil-
dung 5.15 dargestellte Situation. Nun ist das TablEaum dem Tablead;, enthalten,
und man kann sicher sein, dal3 der dys; ableitbare Beweis auch direkt aiig
ableitbar ist, also ohne den Weg uk¥r,; zu nehmen. In gewisser Weise sind also
(schwach) nicht-destruktive Kalkille beweiskonfluentlbeegularer Beweise.

Hat ein Kalkll die Eigenschatft, dafd Tableaus stets in ifNachfolgetableaus enthal-
ten sind, nicht, dann kdnnegminangenehme* Zyklen auftreten. Es kann in einer un-
endlichen irregulare Folge von Tableaus einen Zyklus gether aus unendlich vielen
Tableausr,,; besteht, die sich alle gegenseitig enthalten; und es kannda? kei-

ne der irregularen Erweiterungsregelanwendungen dirdacerkennen ist, also kein
Tableau in der Folge in seineammittelbarerMorganger enthalten ist.

Beispiel 5.4.1Wir nehmen an, die in Tabelle 5.1 gezeigten symmetrischeRelge-
mata charakterisieren die Erweiterungsregel eines Kalkit starren Variablen.

Beginnend mit einem initialen Tableau, das aus einem Astderit Tableauformeln
T:p(a), T:q(b) und T:p(X;) besteht, kann eine Foldg, 75, ... von Tableaus abge-
leitet werden, so dal} jedes TabléBu(: > 0) der Folge das Tabledli,, 1-enthalt;
aber keines der Tableals (: > 0) enthalt das Tableal;,; (i > 0). Die ersten vier
Tableaus der Folge sind in Abbildung 5.16 dargestellt. O
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T:p(t) T:q(2)
T:q(Y) Tip(X)
falls £ mit der Konstantem unifizierbar ist; falls ¢ mit der Konstantem unifizierbar ist;
Y ist eine beliebig starre Variable; X ist eine beliebig starre Variable;

ein Unifikator vont unda ist anzuwenden ein Unifikator vont unda ist anzuwenden

Tabelle 5.1:Symmetrische Regelschemata, die eine Zyklus erlauben.

T:pl(a) T:pl(a) T pl(a) T:pl(a)
T:ql(b) T:ql(b) T:ql(b) T:ql(b)
T:p(Xy) T:pl(a) Trpl(a) T:pl(a)
T:(Y1) T ql(b) Tifll(b)
T:p(X3) Tipl(a)
T:q(Y2)

T, T, T Ty

Abbildung 5.16: Eine irregulare Folge von Tableaus, die einen Zyklus @&nth”
(Beispiel 5.4.1).

Das obige Beispiel illustriert den Grund dafir, dald schaveerkennende Zyklen auf-
treten kdnnen; es ist jedoch ein sehr kiinstliches Bdigpmel der Zyklus konnte ver-
mieden werden, wenn immer eine solche Pramisse zur Abbpiiner bestimmten
Konklusion verwendet wirde, die die wenigsten Instaniiigen starrer Variablen not-
wendig macht (was ohnehin eine gute Heuristik ist). Dasthaiistatt die Konklusion
({{T:p(Y)}},{X — a}) aus der PramissgT:p(X)} abzuleiten, wird die Konklusi-
on ({{T:p(Y)}},id) aus der Pramiss€T:p(a)} abgeleitet. Es gibt jedoch, wie das
folgende Beispiel zeigt, kompliziertere Situationen, Endn auch die Verwendung
anderer Pramissen nicht hilft.

Beispiel 5.4.2 Abbildungen 5.17 und 5.18 zeigen einen Zyklus in einer uheinen
irregularen Folge von Tableaus, die mit Hilfe des gemisdlariablen verwendenden
Kalkuls fur PL1 aus Abschnitt 4.3.6 konstruiert ist.

Zur Konstruktion dieser Tableaufolge werden die folgenBemeiterungsregelanwen-
dungen wiederholt ausgefihrt:

— Eine Konklusion der Formd{T:r(Y")}, {T:s(Y)}} wird aus{T:(r(y) V s(y))} ab-
geleitet und benutzt, um den ganz rechten Ast des Tableaes\aitern (z. B. um
das Tableadi aus dem Tableali; abzuleiten).

— Der dritte Ast von rechts wird abgeschlossen; dabei wirg &fariable X mit a
instantiiert (z. B. uni; ausTg abzuleiten).
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— Eine Konklusion der Form{T:p(X)}, {T:q¢(X)}} wird aus{T:(p(x) V ¢q(x))} ab-
geleitet und benutzt, um den ganz rechten Ast des Tablearsveitern (z. B. uny
ausT; abzuleiten).

— Der dritte Ast von rechts wird abgeschlossen; dabei wirgk &fariableY” mit b
instantiiert (z. B. uniy ausTy abzuleiten).

Nach Ausfuhrung dieser vier Schritte ist der Zyklus votlety d. h., jedes Tableal)
der Folge enthalt das Tabledu, , (fir z > 5). Kein Tableau in der Folge enthalt sein
unmittelbares Nachfolgetableau, so daf der Zyklus sciyvier erkennen ist. Man
beachte, dal} fur jede Erweiterungsregelanwendung eimeigge verwendet wird, die
die Instantiierung moglichst weniger Variablen erfotder O

Die oben beschriebenen Probleme, die alle dadurch entstdb8 ein Tableai;, ,
nicht notwendigerweise sein Vorgangertablgaenthalt, konnen gelodst werden, in-
dem man die Beweisprozedur auf folgende Weise schwach-desttuktiv macht:
Wir fordern, daf3 sofort nach einem destruktiven Erweitgaschritt die Regelanwen-
dungen ausgefihrt werden, die notwendig sind, um die@est Formeln zu rekon-
struieren. Dabei wird im schlimmsten Fall eine Kopie des den Instantiierungen
betroffenen Teiltableaus an jeden betroffenen Teilasehaggt. Solch eine Rekon-
struktion kann immer ausgefuhrt werden, weil der Kalkitagtig ist. Das Ergebnis
ist ein Tableaul} ,, das das Tableai; und das Tablea(;,; enhalt, wie auch alle

417
Tableaus, die als Zwischenergebnisse wahrend der Rekktish auftreten.

Beispiel 5.4.3Der linke Ast des Tableaus in Abbildung 5.19 (a) wird mit Hilfe der
Konklusion{{ L}}, {X — «a} abgeschlossen. Das Ergebnis ist das Tablauin
Abbildung 5.19 (b), in dem alle die starre Variableenthaltenden Formeln zerstort
worden sind. Sie werden rekonstruiert, indem Kopien dekal@e¢ausS(X) an alle
Aste vonT},, angehangt werden, auf denen Formeln fehigY ) besteht aus allen
Formeln inT;, in denenX vorkommt. Das Ergebnis ist das Table®(, (Abbil-
dung 5.19 (c)), das sowol} als auchl;, ; enthalt. O

Wenn eine deterministische Beweisprozedur nach jederitemuagsregelanwendung
zunachst eine Rekonstruktion ausfilhrt, dann entstelet eolgeT,", 75", . . . von Ta-
bleaus, wobef, ausT;" durch eine regulare Erweiterungsregelanwendung und an-
schlieBende Rekonstruktion aller zerstorten Formelsteht. Um zu uberprifen, ob
solch eine Folge regular ist, geniigt es, zu testen, obragtelbare Nachfolgetableau
T;+1 vonT;" in T;" enthalten ist. Weitere Vorgangertableaus milssen nigfaithtet
werden, weil sie alle iff;* enthalten sind.

Satz 5.4.4SeiC ein gutartiger Kalkil mit starren Variableniir eine LogikL; sei X
eine Signatur vorL; sei k € N die maximale Gof3e minimaler Pamissen irC; und
seiw eine Gewichtsfunktion.
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Abbildung 5.17: Eine irregulare Folge von Tableaus, die einen Zyklus ahth”

(Teil 1); siehe Beispiel 5.4.2.
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Abbildung 5.18: Eine irregulare Folge von Tableaus, die einen Zyklus @&nth”

(Teil 2); siehe Beispiel 5.4.2.
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T:(p(z) v (Q|(-’l=) Ar(z))) T:(p(z) v (ql(f'?) Ar(z)))
T:(sll\/ $9) T:(sll\/ S2)
F:p(a) F:p(a)
~ N - ~
T:p(X) Ti(q(X)l/\ r(X)) Tipl(a) T:(q(a)l/\ r(a))
T:ql(X) L T:ql(a)
T (X) T:r(a)
7\ 7\
T:siy  Tisy T:sy  T:isy
(a) (b)
T:(p(z) v (ql(fv) Ar(z)))
T:(s1V s9)
szl(a> wobei S(X) =
~N
T:pl(a) T:(q(a)l/\ r(a))
1 Trql(a) T:p(X) Tr(q(X)l/\ r(X))
A T:r(a) T:q(X)
VRN I
T:sq T:s9 T:r(X)
SN\ /S(X)
()

Abbildung 5.19: Eine Tableau-Rekonstruktion (Beispiel 5.4.3).
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Falls es einen Tableaubeweidrfeine Menge§ C Form(X*) gibt, dann enthlt je-
de Folge(7;");>1 von Tableaustifr §, die wie unten beschrieben konstruiert ist, ein

1

geschlossenes Tabledjf (n € N):

e T," ist ein initiales Tableauifr 3.
e Furalle: > 1 gilt:

1. T;,, ist ein Nachfolgetableau voR" (Def. 5.2.11), so daR (&j;,; nicht
in T;" k-enthalten ist und (b) es kein Nachfolgetabl&dy, vonT;" gibt,
das Bedingung (a) €iflt und zudem ein kleineres maximales Formelge-
wicht alsT;,; hat (bzgl. der Gewichtsfunktian).

2. Sei(C;, 7;) die aus einer Pamisse auf’;" ableitbare Konklusion, die ver-
wendet wird, unil;,; zu konstruieren; und seb; das minimale Teilta-
bleau vonT;,,, das alle Vorkommen der von instantiierten freien Va-
riablen entlélt. Das Tableaul/, entsteht aud;., durch (wiederholte)
Ausfihrung aller Erweiterungsregelanwendungen, die notwgsdid, um
das TeiltableauS; zu erzeugen; dabei wird; an das Ende alleAste an-
gefigt, die durch das; entsprechende TeiltableauTy, , fuhren (welches
durch Anwendung von auf S; entsteht).

Beweis: Teil 1: DaC gutartig ist, gilt folgendes: Wen(C, o) eine Konklusion einer
Pramissdl ist, dann ist{C, id) eine Konklusion vorile. Darum erfordern die Erwei-
terungsregelanwendungen, die notwendig sind,TUmausT; zu konstruieren, keine
Instantiierung starrer Variablen, d. h., sie sind nichétdektiv. Daraus folgt, daf?

T, C. T}

furalle; > 1 gilt.

Per Konstruktion voff;, werden alle Formeln, die durch die Anwendung der Substi-
tutionr; auf ;" zerstort werden, auf alleAsten auf denen sie i#i;, ; fehlen, wieder
eingefuhrt. Also gilt

+ +
T G T -

Teil 2: Wir zeigen, daf3 die Folg€l;"),>1 regular ist (Def. 5.2.12). Nehmen wir das
Gegenteil an; dann enthalt die Folge Table@{sT;", j <4, so dall;"” C, T;". Mit
den Resultaten aus Teil 1 impliziert dies

T, C T G T G T

was der Tatsache widerspricht, daf? (per Definition) dasegafil; nichtin 7", k-ent-
halten ist.
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Teil 3: Seiwyax € N ein beliebiges Gewicht. Wir zeigen, daf3 die initiale Tégivon
(T:");>1 endlich sein muB, die nur Formetnmit Gewichtw(¢) < wmax enthalt.

1

Seil" eine Menge von (Varianten von) Reprasentanten jeder Klase Tableaufor-
meln in (7;");>1, die bis auf Variablenumbenennung gleich sind und dereniew
nicht groBer alsvm.y ist; ist alsop eine Tableauformel mity(¢) < wmayx iN (T;")is>1,

dann gibt es eine Variante vgnn I'; wir wahlenI” so, dal3 die Formeln ii paarweise
variablendisjunkt sind.

Die Definition von Gewichtsordnungen impliziert sofort[ddie Mengéd™ endlich sein
muB. Darum ist Lemma 5.2.16 anwendbar, und die initialefdigié von (7;");1, in
der keine Formel mit einem Gewicht von mehr als,, auftritt, ist endlich.

Teil 4. Per Voraussetzung gibt es einen (moglicherweise irexgal) Tableaubeweis
Ti,...,T) fur §. Seiwm,x das maximale Gewicht aller in diesem Tableaubeweis auf-
tretenden Tableauformeln; und §&f das letzte Tableau in der (wie in Teil 3 gezeigt)
endlichen initialen Teilfolge vofT;");>,, in der keine Tableauformeln mit einem Ge-
wicht von mehr alsw,.x auftreten (das Tableall,",, enthalt also eine Formel mit
einem Gewicht von mehr ais,,.,).

Wir beweisen durch Induktion Uibgr dal3 es Substitutionen, ..., o, € Subst(X*)
gibt, so daf3
T’]{ gk TTZI—O']' .

j = 1: Seio; = id; die Tableaud] und 7" sind beide initiale Tableaus fi§ und
enthalten keine starren Variablen; also gilt trivialersedi] = T;" C, T, =T}o.

j — j + 1: SeienIl’ die Pramisse un{”, p) die Konklusion, die fir die Konstruktion
vonT;,, ausT; verwendet worden sind; und sBf der Ast inT}, der erweitert wor-
den ist. Die Substitutiop sei so gewahlt, daf3 sie nur I vorkommende Variablen
instantiiert; das ist immer moglich, da der Kalkil guitguist.

Betrachten wir zunachst den Fall, dal kein Asfjho; den AstB’ k-enthalt. Dann
enthalt jeder Ast vori;"o; einen nicht-expandierten Ast vdfi; und es gilt also
T, C. T ojpund dahefl},, C, T, o, Mito; 1 = (po o).

Andernfalls gibt esAste B', ..., B* in T, o;, die B} k-enthalten. DaB’ C, B! fur
1 <1< s, gibt es eine Meng#8! von Tableauformeln auB’! und eine Substitution
(die wegen Bedingung 2 in der Definition der Enhaltenseiak&fton [Def. 5.2.3] nicht
von!/ abhangt), so dald'r = II'. Also kannB mit der Konklusion(C, po ) erweitert

werden. Sei nud’ das Tableau, das dadurch dljso; entsteht, daR jeder déste

B',..., B* mit der Konklusion(C, p o 7} erweitert wird. Dieses Nachfolgetableﬁu
vonT,fo; k-enthalt?} ;.

Wir fahren fort, indem wir zeigen, dal’ jede Erweiterungstegwendung, die zur
Konstruktion vonT ausT, o; ausgefuhrt wird,rregular ist. Alle durch eine sol-
che Regelanwendung neu entstehenden Tableauformeltich&he in C' und die in
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(Assoc(T,", 1)) p, kommen nach der Definition vof, bis auf Variablenumbenen-
nung inTj,, vor und haben also ein Gewicht kleiner oder gleigh... Da aber per
KonstruktionT " das letzte Tableau in der (reguléren) Tableaufolge istkeé#ane For-
mel mit einem Gewicht von mehr als,,., enthalt, muf3 jede Erweiterungsregelanwen-
dung, die keine Formel mit einem Gewicht von mehralsx erzeugt, irregular sein.
Damitgilt T, , €, T C, T,f 05 = T,f 041 mit o, = 0;.

Teil 5: Wir konnen nun die Aussage des Satzes beweisen, denn amslezs:-enthalt
das Tablead 0,, das Tablead”,,. DaT/ geschlossen ist, enthalt jeder Ast Vbf)
die Tableauformel.. Also ist | auch in jedem Ast vofffo,,, und somitin jedem Ast
vonT," enthalten. Daraus folgt, daly" geschlossen ist. O

Eine Beweisprozedur, die die Bedingungen des Satzes Sflt end eine regulare
Folge T}, T,",... von Tableaus konstruiert, so dgi3" C, 7;%, fur alle i > 1, si-
muliert — in gewissem Sinne — eine Tiefensuche mit Iterative deegefsiehe Ab-
schnitt 5.1.2). Das Gewicht der Formeln, die in einem Tablakommen durfen,
wird schrittweise erhoht. Wenn ein (moglicherweisedukirer) Tableaubeweis exi-
stiert, der keine Formeln mit einem Gewicht von mehrals, enthalt, dann gibt es
ein geschlossenes Table@y, das das letzte in der konstruierten Folge ist, das kei-
ne Formel mit einem Gewicht von mehr als,,,. enthalt. Es enthalt alle ableitbaren
Tableausl. .., die keine Formeln mit einem Gewicht von mehr aig,, enthal-
ten. Der grol3e Vorteil dieser simulierten TsID gegenubasdischer TsID mit Back-
tracking ist, da das Tabled(J" eine sehr kompakte Darstellung des Suchraums ist.
Alle Information, die in einem der Tableads . enthalten ist, ist in der einheitli-
chen Struktufl’-vorhanden; alle Tableaus im Suchraum, die zueinander syniscte
sind und also die gleiche Information enthalten, sind dwitheinziges Teiltableau
von T, dargestellt. Da kein Backtracking verwendet wird, gehbscabgeleitete In-
formation niemals wieder verloren. Es kann Teile des Tald&g geben, die redun-
dante Information darstellen und nutzlos sind (d. h., reldunte Teiltableaus, die nicht
hatten erzeugt werden sollen); diese sind aber nichtdtichada sie mit Hilfe der in
Abschnitt 4.6 beschriebenen Pruning-Technik entferntieekdnnen.

Die in diesem Abschnitt beschriebene Methode zum Entwusrdenistischer Be-
weisprozeduren kann nur angewendet werden, wenn die Gngfdealer Pramissen
durch eine Konstante € N beschrankt ist. Die Methode kann jedoch leicht so ange-
paldt werden, daf? sie auch auf beliebige andere Kalkuleradbvae ist (wie beispiels-
weise den Kalkl fur modale Logiken aus Abschnitt 3.7[#3zu wird die Schrankgé
wahrend der Konstruktion einer regularen Fold¢);>: von Tableaus schrittweise
erhoht. Man kann beispielsweise festlegen, #af k., (wna.x) gelten soll, wobek,,
eine monoton wachsende Funktion ist ung,, das maximale Gewicht von Formeln
in dem jeweils aktuellen Tableau.



5.5 Gutartigkeitserhaltende Suchraumeinschrankungen 79 1

5.5 Gutartigkeitserhaltende Suchraumeinschrinkungen

Die im vorangegangenen Abschnitt beschriebene MethodkEanstruktion einer de-
terministischen Beweisprozedur fur Kalkile mit starkariablen ist mit allen Such-
raumeinschrankungen kompatibel, die die Gutartigkest idalkils erhalten. Solche
Einschrankungen basieren gewodhnlich auf semantisclygmg&chaften der jeweiligen
Logik, so dal3 sie nur schwer in uniformer Weise formuliertdem konnen. Es fol-
genden wichtige Beispiele fur solche Suchraumeinsduagen.

Konnektivitit Fur viele Kalkille (und Logiken) kann eingonnektionsRelation
zwischen Tableauformeln definiert werden, so daf3 eine Hopirdie keine Konnek-
tion zu einer anderen Formel (oder Menge von Formeln) awdreiAst B hat, mit
Sicherheit redundant ist; in diesem Fall kann wegl@och eine aug ableitbare For-
mel zum Abschlul3 vorB beitragen. Das heif3t, (1) es gibt keine minimajegnt-
haltenden Pramisse, aus derabgeleitet werden kann, und — iterativ — (2) keine aus
einer minimaleng enthaltende Pramisse ableitbare Konklusion hat eine &ktion

zu einer Formel oder einer Menge von Formeln ButUm fur die Einschrankung des
Suchraums nitzliche zu sein, mul3 die Konnektionsbedmpgimfach zu Uberprifen
sein.

Fur den PL1-Kalkill aus Abschnitt 3.6 kann beispielsweise Konnektions-Relation
verwendet werden, bei der zwei Formeln genau dann eine Ktionédaben, wenn sie
das gleiche Atom mit verschiedener Polaritat enthaltenész. B. (Beckert & Hahnle,
1998)).

Ein Konnektions-Begriff, der darauf beruht, das Vorkommgézicher Atome mit ver-
schiedener Polaritat zu Uberprifen, kann in den meistaiken in dem Sinne ver-
wendet werden, dal3 das Vorkommen solcher Atome fur einen&ktionausreicht
Oft mussen aber auch noch anderer Arten von Konnektiongick&chtigt werden
(beispielsweise haben Formeln, die Gleichungen repti@&en, eine Konnektion zu
allen Formeln, auf die diese Gleichupgngewendet* werden kann).

Wird ein gutartiger Kalkl in einer Weise eingeschrarsktdal eine minimale Pramis-
sen nur zur Erweiterung eines Astes verwendet werden darfpwalle ihre Formeln
eine Konnektion zu anderen Formeln auf dem Ast haben, dagibt lolie Gutartigkeit
des Kalkuls erhalten. Gutartigkeit und Beweiskonfluenzegegjedoch verloren, wenn
einestarkeKonnektions-Bedingung verwendet wird, bei der eine minariramisse
nur verwendet werden darf, wenn eine ihrer Formeln eine kktion zumBIlatt des
Astes hat, der erweitert wird.

Selektionsfunktionen Ein weitere wichtige Methode zur Einschrankung des Such-
raums, die die Gutartigkeit eines Kalkils bewahrt, ist\dewendung einer Selekti-
onsfunktion zur Auswahl der nachsten zu verwendendemiBs2, die auf eineli-
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teralordnungberuht; diese Technik ist aus dem Beweisen in klassischrerd€llogik
bekannt (Hahnle & Klingenbeck, 1996; Hahnle & Pape, 1997)

Man beachte, dal3 das Konzept der Literalordnungen von de@aleichtsordnungen
(Abschnitt 5.3) sehr verschieden ist; so sind Literalordyen (im allgemeiner§eine
Wohlordnungen, da es unendlich viele unvergleichbare Ebrigeben kann.



6 Fasern

6.1 Einfiihrung

Die Methode des Faserni#fing) ist ein sehr nutzliches Konzept fur die Kombination
logischer Systeme basierend auf der Kombination ihrer $&kea (Gabbay, 1996c¢;
Gabbay, 1996a; Gabbay, 1999), siehe Abschnitt 6.2. Diediggende Idee ist, die
Modelle, die die Semantiken zweier Logik&na und L, definieren, so zu kombinie-
ren, dal3 die resultierenden Strukturen benutzt werdené@rnum die Semantik von
Ausdricken (Formeln) aus der Kombination der Sprachenlyound L, zu definie-
ren. Die allgemeine Voraussetzung fur Fasern ist, dal3 digéeie Komponenten wie
die Welten in Kripke-Modellen haben, was vollig mit den Admmen, die wir Gber die
Form von Modellen gemacht haben, tbereinstimmit.

Um gefaserte Modelle zu bilden, werden Faser-Funktiafgn, definiert, die jeder
Welt w einesL;-Modellsm; ein Ly-Modell m, zuweisen. Wenn einks-Formel in
der Weltw ausgewertet werden soll, wo ihr Wahrheitswert zunachdefiniert ist,
dann wird sie statt dessen in, = F; 5)(w) ausgewertet. Die volle Starke des Fa-
serns kommt zum Vorschein, wenn der Prozel3 iteriert wird,eime Semantik fur
die Logik Lj; o) zu definieren, in deren Formeln Operatoren der Komponeogé@n
beliebig verschachtelt auftreten konnen. Fasern istetewi Bereichen der Logik er-
folgreich eingesetzt worden, um Systeme und ihre Semantikekombinieren; fur
einenUberblick siehe (Gabbay, 1996c; Gabbay, 1999).

In diesem Kapitel erweitern wir das Konzept des FasernsTabfeaukalkle. Wir
beschreiben, wie in uniformer Weise ein korrekter und vafidiger Tableaukalkil
fur die kombinierte Logik aus Tableaukalkillen der Komeotenlogiken konstruiert
werden kann. Da Tableaukalkile fur die meistBasislogiken* schon zur Verfiigung
stehen (einschlief3lich klassischer Logiken, modaler kg intuitionistischer Logi-
ken, temporaler Logiken und vieler anderer mehr), konnatkide fur alle,komple-
xen" Logiken gewonnen werden, die sich durch Fasern ausBagsien ergeben, wie
beispielsweise modale Pradikatenlogik, intuitionttis temporale Logik, usw.

Der wesentliche Vorteil eines uniformen Konzeptes fur Basern von Tableaukal-
kulen ist, daR fur die Konstruktion eines Kalkuls fuedKombinationL;; 5 zwei-

er Logiken kein Wissen uber deren Interaktion benotigdwiAlso konnen Kalkile
fur Ly, o schnell und einfach gewonnen werden. Korrektheit und Yfidigkeit des
gefaserten Kalkils mussen nicht neu bewiesen werderiplgien aus Korrektheits-
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und Vollstandigkeitseigenschaften der KomponenterikalkSatz 6.4.3).

Es ist auch moglich, einen Kalk@} fur eine LogikL; mit einem KalkulC, fur eine
»reillogik® Ly von L; zu fasern (beispielsweise ist Aussagenlogik eine Tekalgir
Pradikatenlogik); wenn auct};, die ganze LogiKL; behandeln kann, so mag doch
der KalkulC, fur Formeln aud., effizienter sein, so daf3 der gefaserte Kalggl)
effizienter alg; ist.

Es ist nicht moglich, vollig beliebige Tableaukalkile uniformer Weise zu fasern.
Wenn nichts Uber die Kalkille bekannt ist, dann ist niclar,kivo und wie der Kalkdl
fur L, an den Kalkul furL; ,angeschraubt’ werden muf3. Darum betrachten wir in
diesem Kapitel nur Tableaukalkile, die — syntaktisch —

— gutartig sind
und — semantisch —

— die starken Korrektheitseigenschaften aus DefinitiorBhaben (Angemessenheit
der Menge der Tableauinterpretationen und Korrekthei&aeeiterung),

— die starke \olIstandigkeitseigenschaft 1 aus Defini8dn10 haben (Angemessen-
heit der Menge der Tableauinterpretationen) und

— stark semantisch analytisch sind (Def. 3.5.16).

Kalkulle mit diesen Eigenschaften sind hinreichendrmal®, um gefasert werden zu
konnen. Gutartigkeit der Komponentenkalkile ist audrend, um den gefaserten
Kalkul in uniformer Weise zu definieren (d. h., seine Syntend seine Semantik).
Wenn die Komponentenkalkule dartiber hinaus die obenefiafgten semantischen
Eigenschaften haben, dann ist der entstehende gefasdki@ Katomatisch korrekt
und vollstandig fur die Logik, die durch Fasern der Komgotenlogiken entsteht. Au-
Rerdem hat dann der gefaserte Kalkil selbst diese semlamig€igenschaften, was es
ermoglicht, das Fasern von Tableaukalkilen zu iterienmgsh so einen Kalkul fur die
voll gefaserte LogikL[, 5 zu konstruieren.

Als ein Beispiel werden in Abschnitt 6.5 ein Kalkul fur Pluhd ein Kalkul fur die
Modallogik K gefasert, wodurch ein Kalkul fur eine modale Pradikbigik entsteht.

Es kann sein, dal? mit einem gefaserter Kalkil nur ein Semsdbeidungsverfahren
fur die Erfullbarkeit von Formeln der gefaserten Logikbddet werden kann, d. h.,
eine auf dem gefaserten Kalkul beruhende Beweisprozeduiriert moglicherweise
nur fur unerfullbare Eingabeformeln — selbst wenn die Womentenkalkile benutzt
werden konnen, um die Erfullbarkeit in den Komponentgiken zu entscheiden. Das
ist jedoch nicht Giberraschend, weil eine gefaserte Loggkhaann unentscheidbar sein
kann, wenn ihre Komponentenlogiken entscheidbar sind.

Zu verwandten Arbeiten ist (D’Agostino & Gabbay, 1996) ahlen, wo eine Me-
thode zum Fasern von Tableaukalkiilen fur Logiken mit subktureller Implikati-
on vorgestellt wird. In (Gabbay & Governatori, 1998) isteiMethode zum Fasern
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von Tableaukalkilen fur modale Logiken beschrieben, uatk#le fur multi-modale
Logiken zu erzeugen; sie kann als Instanz des allgemeineadfas angesehen wer-
den, dal3 im folgenden vorgestellt wird. In (Giunchiglia &&stiani, 1996) ist ein
Deduktionssystem fur modale Logiken beschrieben, dasraspProzeduren fur die
Handhabung des klassischen bzw. des modalen Anteils vandhoverwendet.

In (Pfalzgraf, 1991; Pfalzgraf & Stokkermans, 1994) wird dahr ahnliche Konzept
derlogischen Faserreingefiihrt und motiviert; als konkrete Anwendungen wird d
Modellierung der logischen Kontrolle kooperierender Agengenannt. Baader und
Schulz (1995a; 1995b) benutzen eine weitere Variante desrfks, um die Definiti-
onsbereiche symbolischer Constraints und Losungswverfictu kombinieren.

Die Vorteile der Kombination von Logiken werden in (de Rijk®97) diskutiert.

6.2 Fasern logischer Systeme

In diesem Abschnitt ist die allgemeine Methode des Fasemisdher Systeme be-
schrieben, und Syntax und Semantik gefaserter Logikenemercbasierend auf Syn-
tax und Semantik der Komponentenlogiken — definiert.

Intuitiv werden, wenn zwei Logikel,; und L, gefasert werden, Formeln betrachtet,
die aus Symbolen und Operatoren beider Logiken aufgebadt(§&abbay, 1996c;
Gabbay, 1999). In einem ersten Schritt betrachten wir el L, »), bei derL,-
Formeln innerhalb voil.;-Formeln auftreten kbnnen aber nicht umgekehrt.

Die Logik Lj; o = Lyy ;;, die die volle Kombination vorl; und L, ist, wobei dann
Ausdriicke aus beiden Logiken beliebig verschachtelreteih konnen, kann behan-
delt werden, indem die im folgenden beschriebene Konstmkhduktiv wiederholt
wird. Genauso ist es moglich, drei oder mehr Logiken zu kiomeben.

Da wir logische Systeme in einer sehr allgemeinen Weiseidefimaben, steht keine
Information dartber zur Verfugung, wie Formeln aus Sigren aufgebaut sind. Wir
modellieren die Annahme, ddR3, ;) -Formeln konstruiert werden, indehy-Formeln
(auf irgendeine Art und Weise) als Teilformeln vi@n-Formeln verwendet werden,
wie folgt: Wir betrachten die Logil.(, 5 als eine besondere Version van, die
die Formeln vorL, als (zusatzliche) Atome enthalt. Und in jeder WelterL; 5)-
Modelle (die angereichertk,-Modelle sind) ist der Wahrheitswert der zusatzlichen
Atome (dieL,-Formeln sind) derselbe wie in der initialen Welt eifigsModells, das
der Weltw zugewiesen ist. Also bestehén; ;-Modelle aus einenkL;-Modell m,
und einerFaser-FunktionF, die jeder Weltw in m; ein Ly-Modell zuweist (dies ist
in Abbildung 6.1 illustriert). Intuitiv wird eind.,-Formel, wenn sie inv ausgewertet
werden soll, wo ihr Wahrheitswert undefiniert ist, stattsggsinm, = F(w) ausge-
wertet.
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f [ ]
% ¢ m% = f(l’Q) (w%)
[ ]
w} o
F(1,2) o
wfe—o 1Y
! o |mj = Fpo(wi)
w? e .
m;, 7:(1,2)
[ ]
o |mj = Fp(w})
[ ]

Abbildung 6.1: Ein gefasertes Modell.

Definition 6.2.1 SeienL; und L, Logiken; sei jedem PaafX;, ¥) € Sig, X Sig,
von Signaturen eine Signathiy, o) € Sig, zugewiesen, so daf3

Formy(X,) C Atomy (X)) -

Dasgefaserte logische Systdm ), das durch Fasern der Logik&n undL; entsteht,
ist wie folgt definiert:

e Die MengeSig, ) der Signaturen voil; ») besteht aus allen Signaturp )
in Sig,, die einem Paaf¥;, X,) € Sig, x Sig, zugewiesen sind.

e Fur alle Signaturei( 5y € Sig(; o) ist die MengeForm i 2)(¥1.2)) von L 2)-
Formeln Gbery; 5y identisch mit der Meng&orm,(X,2)) von L;-Formeln
UberX; 2, und die Mengedtom 2)(X(1,2)) von L o)-Atomen dbers; 5 ist
identisch mit der Mengéltom, (3 2)) vonL;-Atomen Uberx; 5.

e Fur alle Signatureix; 5 € Sig(1.2) besteht die MengéA 1 2)(X(12)) derL o-
Modelle aus allen Paarém,, F), wobeim; € M, einL;-Modell ist undF ei-
ne Faser-Funktion, die jeder Weltin m; ein Ly-Modell m, € My(3,) zu-
weist, so dal3 eine Formél € Formy(X,) genau dann im wabhr ist, wenn sie
in F(w) wahrist, d. h.,

wE G gdw. F(w) =9 G
dabei bezeichnep-; und =, die Wahrheit ausdriickenden Relationen zwischen

Welten und Formeln id.; bzw. L.

Die MengelV(, ) der Welten vonm,, ) besteht aus allen Welten i, und
allen Welten in defL,-Modellen, die Welten inm; von F zugewiesen sind. Die
initiale Welt von{(m,, F) ist die initiale Welt vonm; .
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Die die Wahrheit von Formeln i, 5)-Welten ausdriickende Relati¢a; 2
ist fur alle Welternw und alle FormelrG in Form 2y(X1,2)) = Forms(21,2))
definiert durchuw =, o) G genau dann, wena |=; G. O

Beispiel 6.2.2Um Pradikatenlogik erster Stufe PL1 und eine modale Log#efn

zu konnen, nehmen wir an, dal3 es fur jede PL1-Signatyr eine Signatur,,q

in Sig,..q 9ibt, so daf} die Atome ubélp;, die aussagenlogischen Variablentip,q
sind. Dann ist(pr1 meq) €ine PL1-Signatur, in der die Pradikatensymbole von der
Formo;--- o, p (n > 0) sind, wobeio; € {00, &, —} und p ein Pradikatensymbol

in EPLI ist.

Sind nunp und ¢ Pradikatensymbole i&p;,; und ista eine Konstante, dann igta)
eine aussagenlogische Variablélp,q, Op ist ein Pradikatensymbol i pr,;,m0q) und
Op(a) ist sowohl ein Element voAtompri (X(pr1,mod)) &S auch vorFormmed(Emod)-

Beispiele fur Formeln iFormpr,; (X(pr.1,moay) SiNd

jedoch istd(Vx)(p(x)) keineFormel in Formpr,i (X(p1.1,moq)), da Modalitaten nur auf
atomarer Ebene vorkommen durfen; ung(x) ist weder eine Formel if,,,q hoch
ein Atom in PL1, weil freie Objektvariablen gemal3 Definitim PL1-Formeln nicht
vorkommen durfen.

Die gefaserte Logil.(pr.1,moq) iSt €ine modale Pradikatenlogik, wobei die modalen
Operatoren nur auf atomarer Ebene vorkommen durfen. Véeloth der Faser-Prozel}
iteriert wird, dann entsteht eine volle modale Pradikkgik, weil dann die logischen
Operatorenv und A der klassischen Pradikatenlogik innerhalb modalloggsdfor-
meln verwendet werden konnen. O

6.3 Das Fasern von Tableaukalkiilen

In diesem Abschnitt ist beschrieben, wie in uniformer WeiseTableaukalktl fir eine
gefaserte Logil.; o) aus zwei Tableaukalkule®y undC, fur L, bzw.L, konstruiert
werden kanr.

Wenn wir den Standpunkt einnehmen, dal3 die Suche nach eiablealibeweis ein
Versuch ist, ein Modell fur die Formeln des initialen Tads zu konstruieren, dann

L' Wir betrachten hier nur Grundkalkille. Um einen Kalkiil rsiarren oder universellen Variablen
fur die gefaserte Logill.(; ) zu konstruieren, muf3 zunachst ein Grundkaﬂﬁf]n (durch Fasern)
konstruiert werden, was dann erlaubt, einen Kalkul miteinevariablen furL; 5) mit der Hebe-
Technik zu konstruieren, wie sie in Kapitel 4 beschriebén is



186 Kapitel 6: Fasern

entspricht die Suche nach einem Tableaubeweis in einersegéda Kalkil der Kon-
struktion eines gefaserten Modells. Die Tableauformemgkfaserten Kalkils mus-
sen daher Wissen Uber gefaserte Modelle reprasentiémemek. Zu diesem Zweck
benutzen wir Markierungen, die entweder von der Fenre Lab; sind und Wel-
ten desL;-Modells bezeichnen oder von der Fofi; o,) sind (wobeio; € Lab,
undo, € Laby) und Welten desjenigeh,-Modells bezeichnen, das durch die Faser-
Funktion der vonr; bezeichneten Welt dds;-Modells zugewiesen wird. Eine Ta-
bleauformelT:o:G drickt aus, daf&7 in I;(oy) wahr ist; die Bedeutung einer Ta-
bleauformelT:(oy; 02):G ist, dalRG wabhr ist in der Weltl;(0,) des Modells, das von
der Faser-Funktion der Welt (o) zugewiesen ist.

Der kombinierte Kalkul konstruiert keine getrennten Eahls fui, - undL,-Formeln,
sondern bildet eine einheitliche Struktur mit einer eitii@ien Tableauerweiterungs-
regel.

Die Tableauerweiterungsregel des gefaserten Kalkills, der aus’; undC, gebildet
wird, hat drei Komponenten:

1. die Erweiterungsregel vahy; sie kann auf did.;-Tableauformeln eines Astes
angewendet werden,;

2. die Erweiterungsregel vof,; sie kann auf diel,-Tableauformeln mit einer
Markierung der Fornio;; 03) angewendet werden;

3. Ein Faser-Regelschema, das erlafifits;; 09):G, ausS:o,:G, abzuleiten, wenn
(G, eineL,-Formel ist und also von dék-Regel behandelt werden mul3. Dieses
Regelschema driickt aus, dal3 dineFormelG,, wenn sie in eineL;-Weltw =
I,(oy) wahr ist, auch in der initialen Welt deszugewieseneh,-Modells wahr
ist.

Die einzige zusatzliche Annahme — neben Gutartigkeit dakide C; undC, fur die
Komponentenlogiken —, die wir machen missen, um SyntaxSamantik des gefa-
serten Kalkulg’(; o) definieren zu konnen, ist, daf3 die Erweiterungen der Sigeat
die vonC,; undC, benutzt werden, kompatibel sind.

Definition 6.3.1 Die Logik L(; ») entstehe durch Fasern der LogikenundL,; und
seienC; und C, Kalkule fur L; bzw. Ly, so daf3 fur alle Signaturen; € Sig, und

Y, € Sig, eine Erweiterungﬁg*) von X5 mit
- Foer(Eg‘)) C Atom(3{; ), und
- %= (%)

existiert.

Dann sei der gefaserte Kalkdlj, 5 fiir L, o fur alle 33, € Sig,, %, € Sig, wie folgt
definiert:
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Markierungen: Die Menge der Markierungen vah; o ist
Lab(m) = La61 U {(0'1;0'2) | oy € Labl,O'Q € LabQ} 3

die initiale Markierungo, ,, von C, ) ist identisch mit der initialen Markie-
rungo? von(;.

Erweiterungsregel:Die Erweiterungsregel; oy vonC; o) weist Pramissen
ITC TabForm(l,Q)(E’(“m))

die folgenden moglichen Konklusionen zu (woleiund &; die Erweiterungs-
regeln vonC; bzw.C, sind):

1. die Konklusionen ir€; (I1;), wobeiIl; aus allen Tableauformels in II
besteht, die von der Forsh= S:o0;:G sind (Erweiterungsregel vodg;),

2. die Konklusionen fur aller, € Lab,, die aus Konklusionen id, (11, ,,)
dadurch entstehen, dal? mandurch(oy; 02) ersetzt, wobei

Iy, = {S:09:G | S:(0y;09):G € 1T}

(Erweiterungsregel vod,),

3. die Konklusion{{S:(cy;09):G}} fur alle Tableauformelw in IT von der
Form¢ = S:01:G mit G € Formy(X3) (Faser-Regelschema)

TableauinterpretationenDie Menge TabInterp , 5, der Tableauinterpretationen des
Kalkils C(; o) besteht aus allen Paarém; 5. /1 5)), wobeim; 5 = (m;, F)
einL(; »)-Modell ist, so daf gilt:

1. es gibt eine Tableauinterpretatim,, I;) in Tablnterp, (X(1,2));

2. fur alle L,-Modelle m, ,, = F(w), die einer Weltw in m; zugewiesen
sind, gibt es eine Tableauinterpretatign, ,,, I5,,) in TabInterp,(Xs);

3. [(1’2)(0'1) = 11(0'1) und ](1’2)((0'1;0'2)) = [2’]1(01)(0'2) fur alle 0] € La61
UndO'Q € Labs. (I

6.4 Semantische Eigenschaften gefaserter Kalkiile

Wie schon in Abschnitt 6.1 erwahnt, fordern wir, daf3 ein k&l der zum Fasern
verwendet wird, aulRer gutartig zu sein auch die Korreksheibhd Vollstandigkeits-
eigenschaften aus Definitionen 3.5.8 und 3.5.10 hat un#l seanantisch analytisch
ist.

Definition 6.4.1 Ein Kalkul C ist zum Fasern geeignewvenn er
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— gutartig ist,

— die starken Korrektheitseigenschaften aus DefinitiotBhat (Angemessenheit der
Menge der Tableauinterpretationen und Korrektheit derdiitesung),

— die starke \olIstandigkeitseigenschaft 1 aus Defini8dn10 hat (Angemessenheit
der Menge der Tableauinterpretationen) und

— stark semantisch analytisch ist (Def. 3.5.16). O

Die Gutartigkeit der Komponentenkalkide und C, reicht aus, um den gefaserten
Kalkul C(; 2y syntaktisch definieren zu kdnnen. Aligr ,) ist nur danrper Konstruk-
tion korrekt und vollstandig (und selbst zum Fasern geeignegpnC; und C, die
semantischen Eigenschaften haben, die sie (wie oben dgfinien Fasern geeignet
machen.

Es reicht zum Fasern nicht aus, wenn die Komponentenlalkit die schwachen
Korrektheits- und Vollstandigkeitseigenschaften hafi2ef. 3.5.3 und 3.5.6). Bleibt
beispielsweise nur die Erflullbarkeit duraigendeineTableauinterpretation erhalten,
wenn die Erweiterungsregel eines Komponentenkalkulswegdet wird, dann ist der
gefaserte Kalkill moglicherweise nicht korrekt. Intuist der Grund dafur folgender:
Nehmen wir an,I{; 5y sei ein Tableau fur Formeln der gefaserten Lobik,), die
L,-Tableauinterpretatiofm;,, I;) erfille denL;-Anteil von T(1,2) und einer Weltw

in m; sei dasl,-Modell m, zugewiesen. Wenn nun die Erweiterungsregel des Kom-
ponentenkalkils fulL; nur die Erfullbarkeit durchrgendeineTableauinterpretation
erhalt, d. h., deL, -Anteil eines Nachfolgetableal$, ,) vonT{; ) nur von irgendeiner
von (m,, I,) verschiedenen Tableauinterpretatign’, I;) erfullt wird, dann wirde
ein Problem entstehen, falta, und diew entsprechende Welt' in (m/, I;) nicht
kompatibel sind, falls also eirle,-Formel, die in der initialen Welt votm,, ;) (und

in w) wahr ist, inw’ nichtwahr ist.

Das folgende Beispiel zeigt, dal’ ein Kalkil tatsachlielnantisch analytisch sein
mufd, um zum Fasern geeignet zu sein, da sonst der gefasekid Kavollstandig
sein konnte.

Beispiel 6.4.2Die \Wollstandigkeit eine Kalkulg€; fur PL1 bleibt erhalten, wenn ei-
ne Formel der FornT:(p V ¢) dann nicht fur die Erweiterung eines Astes verwendet
wird, wenn das Atong nirgends sonst i3 auftritt (d. h., falls das Atom pur ist). Ein
Kalkul, der diese Suchraumbeschrankung benutzt, isigjedicht semantisch analy-
tisch.

Wenn(C; mit einem KalkulC, fur eine modale Logik gefasert wird, dann kann ein
PL1-Atom eine unerfullbare modallogische Formel seinsc®kann es sein, dal} eine
pure Atome verwendende Erweiterunght redundant ist; und ein Kalkil fur PL1,
der zum Fasern geeignet sein soll, mul3 die Erweiterung disies zulassen, der z. B.
T:0:[O(r A =r) V g] enthdlt, so dal neue Teilaste entstehenTaied (r A —r) bzw.
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T:0:q enthalten, was es ermoglicht, die Formet:&(r A —r) an die modale Kompo-
nente des gefaserten Kalkils weiterzureichen und so ihegfUllbarkeit festzustellen.
0

Es folgt der Hauptsatz dieses Kapitels.

Satz 6.4.3Die LogikL, 5 entstehe durch Fasern der Logik&n undL;; C; undC;
seien Kalkile fur L; bzw.L,, die zum Fasern geeignet sind (Def. 6.4.1), und der
Kalkul C(; 9 fur Ly, ) entstehe durch Fasern vah undC, gen@fd Definition 6.3.1.

Dann ist der Kalkil C(; oy zum Fasern geeignet.

Beweis: Gutartigkeit: Per Konstruktion isC(; ) ein Kalkil mit Erweiterungsregel,
und es ist leicht zu Uberprifen, dafld seine Erweiteruggsraonoton und nicht-struk-
turellist. Also istC, 5y gutartig.

Starke KorrektheitseigenschaftDie Mengeg C Form 2)(X1,2)) von Formeln wer-
de durch ein Modellm, F) € M 2)(¥1,2)) erfullt.

Da der KalkulC, die starke Korrektheitseigenschaft 1 hat, gibt es einecEabhter-
pretation(my, I;) € TabForm;(X, ,)), die das initiale Tableau fU§ erfullt, so dal
m; eine Erweiterung vomn, ist. Nun sei fur alle Weltenw von m7} die Mengeg,,
definiert als die Menge aller Formeln forms(3%), die inw wahr sind;§,, wird von
dem Modellm,,, = F(w) erfullt. Weil der KalkillC, die starke Korrektheitseigen-
schaft 1 hat, gibt es eine Tableauinterpretaiony ,, I ,,) € TabForms(Xf, ,)), die
das intiale Tableau f(§,, erfullt, so dafim; , eine Erweiterung voms_,, ist.

Die Tableauinterpretatioimj, 7*), I12)) € TabInterp 5)(3; 5)) mit

- () = m3,,

— (a)](LQ)(O'l) =1 (0'1) und (b)](ljg)((gl; 0'2)) = [2’]1(01)(0'2) fur alle Paare
<O'1,0'2> € Laby x Labs

von Markierungen

erfullt nun das initiale Tableau fi§, und sie ist eine Erweiterung vam, F).

Starke Korrektheitseigenschaft Da der KalkulC, ) gutartig ist, konnen wir Lem-
ma 3.5.9 benutzen. SHi C TabForm(12) (X, ,)) eine minimale Pramisse einer Kon-
klusionC'; und nehmen wir an, dal} von einer Tableauinterpretation

((my, F), I12) € Tab[nterp(m)(ZZ‘LQ))

erfullt werde. Wir zeigen, daf{m,, F), I(; ) eine der Extensionen it erflllt; wir
betrachten die folgenden Falle in Abhangigkeit von denfreonII:
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WennII nur Formeln der Forri:o,:G enthalt,C also audI mit der Erweiterungsregel
von(C; abgeleitet wird, dann wird eine der Extensionerwiron der Tableauinterpre-
tation ((m;, F), I(1 »)) erfullt, weil C; die starke Korrektheitseigenschaft 2 hat.

WennII nur Formeln der Fornd:(oy;0,):G enthalt,C also ausIl mit der Erwei-
terungsregel vorf, abgeleitet wird, dann wird eine der ExtensionenCinvon der
Tableauinterpretatiod(m,, F), I »)) erflllt, weil C, die starke Korrektheitseigen-
schaft 2 hat.

WennTl = {S:0,:G} mit G € Formy(33) und C = {{S:(01;09):G}}, dann ist der
Wahrheitswert vort7 in w; = I(1 (o) der gleiche wie in der Welk; »)(01; 09), die
die initiale Welt vonF (w, ) ist; daher erflllt die Tableauinterpretatiofm,, F), I(; 2))
die FormelS:(oy; 09):G.

Starke Vollsindigkeitseigenschaft Bei((m7, F*), I(; »)) eine Tableauinterpretation,
die das initiale Tableail;, fur eine Menge§ C Form, 1 2)(¥(1,2)) von Formeln erfullt.

Die C;-Tableauinterpretatiofmj, I;), wobeil; die Einschrankung VoRy; ) auf Mar-
kierungen inLab, ist, erfullt 7} ebenfalls. Da der Kalkif’; die starke Vollstandig-
keitseigenschaft 1 hat, gibt es eine Modall € M; (X, 5)), das eine Einschrankung
vonm; ist undg erfullt.

Nun sei fur alle Weltenv von m; die Mengeg,, definiert als die Menge aller Ta-
bleauformelnsd: T:G, so dalkG € Foer(ZZ‘LQ)) in w wabhr ist; und ser; eine Mar-
kierung inLaby, fur die I, (1) = w gilt. Die C,-Tableauinterpretatio(iF* (w), I,) mit
I5(02) = I 9)((071; 09)) erflllt §,,. Da der KalkilC, die starke Vollstandigkeitseigen-
schaft 1 hat, gibt es ein Modath, ,, in M, (X,), das eine Einschrankung vofi (w)
ist undg,, erfullt. Per Konstruktion erfullt das Modeth, ,, alle FormelnG, die inw
wabhr sind.

Damit erfullt dasL; 5)-Modell (m;, F) von L(; 5 die Formelmeng& und ist eine
Einschrankung vo(m7, F*), wobeiF (w) = my ;) fur alle Welternw in m, (dabei
ist f(w) die w entsprechende Welt im}).

Der Kalkill ist stark semantisch analytiscBei B ein voll expandierter Ast, der nicht
geschlossen ist; und séj, ;) C TabForm( 5 (¥X*) eine Menge atomarer Tableaufor-
meln, so daR fikein ¢ in & 5 sowohl¢ als auchp Element vonForm(B) U D(1,9)
sind. Wir zeigen, daR es eine Tableauinterpretatidhulinterp , 4 (X1 ,2)) gibt, dieB
und<1>(1,2> erfullt.

Fur allec, € Lab, seiB,,, der Teilast vonB, der aus Formeln der Forf(oy; 02):G
besteht. Da; ,, ein voll expandierter, nicht-geschlossedigfAst ist und zudem der
Kalkul C, stark semantisch analytisch ist, gibt es eine Tableayrgttion

(Mo, Irq,) € Tabinterp; o (X12)
die sowohlB, ,, als auch die Menge

{S:02:G | S:(01;02):G € P19}
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atomarer Formeln erfillt.

Sei B, der Teilast vonB, der aus Formeln der Forfo,:G besteht, wobeir, € Lab,.
Da B; ein voll expandierter, nicht-geschlossedgrAst ist undC; stark semantisch
analytisch ist, gibt es eine Tableauinterpretatiam,, /,) € TabInterp,(X(9)), die
sowohlB; als auch die atomaren Formeln der Fd&m, :G in @, 5y erfullt.

Sei die Mengeb, C TabForm, (X1 2)) atomarer Tableauformeln wie folgt definiert:
@y = {S:01:G | G € Formy(X3), und(ms,,, I, ) erfullt S:o9:G} .

Per Konstruktion kann die Mengk, kein Atom¢ und sein Komplement enthalten;
und das Komplement vop = S:0,:G' € ® kann nicht inForm(B;) vorkommen, weil
sonstB; ,, auch das Komplement vdho,:G' enthalten wirde (d#& voll expandiert
ist), das ist jedoch nicht moglich, wefin, ,,, I, ,,) sowohlS:0,:G als auchB,
erfullt.

Damit gibt es, da der Kalki; stark semantisch analytisch ist, eine Tableauinterpre-
tation(m/, I7) € TabInterp, (X}, ,)), die sowohlB; als auch®, erflllt.

Schliellich folgt nun, dal? die Tableauinterpretation
((m}, F), I(1,9) € TabInterp, 5 (X7, 5)

den AstB erfillt, die definiert ist durch:

— Furalle Welteny' in m ist dasL,-Modell, dasw’ zugewiesen wird#F (w') = my ,,
(dabei isto; eine beliebige Markierung ihab;, so dal¥l; (o;) = w'),

— (@ Ia9)(01) = I{(01) und (b)I(1,9)((01; 02)) = I, (02) fUr alle Paare
<O'1,0'2> € La,b1 X La,bQ
von Markierungen.

O

Ein Kalkul, der zum Fasern geeignet ist, hat per DefinitiageBschaften, die seine
Korrektheit und Vollstandigkeit zusichern (Satze 3.6ntl 3.5.7). Darum impliziert
Satz 6.4.3 das folgende Korollar.

Korollar 6.4.4 Der Kalkill C(; 5y ist korrekt und vollsindig.

6.5 Beispiel: Fasern von Kalkiilen fiir PL1 und einer modalen
Logik

Als ein Beispiel fasern wir den in Abschnitt 3.6 definiertealklil Cpy,; fur Pradika-
tenlogik erster Stufe PL1 und die Einschrankuhgdes in Abschnitt 3.7 definierten
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Kalkuls fur die modale Logilf( ohne binare logische Operatoren aus Abschnit?2.5.
Das Resultat ist ein Kalkidl, » fur eine modale Pradikatenlogik, wobei die modallo-
gischen Operatoren nur auf atomarer Ebene vorkommenrd(Bfaspiel 6.2.2).

Die Tableauerweiterungsregel des gefaserten Kalkils l&oht durch Instantiierung
der KalkuleC; undC, in Definition 6.3.1 mitCpr; bzw.C; gewonnen werden. Als
Beispiel prasentieren wir einen Tableaubeweis fur diétigkeit der Formel

G = (Va)(Bp(z)) = [-@)(C-p(y)) A =(32)(C—p(2))]

in der LogikL; 9) = L(PL1 R); wir benutzen den Kalkif(, 5y = C(PLI,f()’ um ein ge-
schlossenes Tableau fii6; zu konstruieren. Das Tableau |st in Abbildung 6.2 gezeigt;
es wird wie folgt erzeugt: Die Tableauformel 1 ist im inigalTableau enthalten; dann
werden die Formeln 2—7 durch Anwendung der Regelschemat&pq fur a- und
B-Formeln hinzugefiugt. Das Schema V@ ,; fur §-Formeln wird angewendet, um
8 aus 7 abzuleiten, wobei die Skolem-Konstante- sko((Jy)(<C—p(y))) eingefuhrt
wird. Nun wird, da 8 eine-Formel enthalt, das Faser-Regelschema angewendet,
um 9 zum Ast hinzuzufiigen, was es dann erlaubtCgidrweiterungsregel anzuwen-
den, um 10 aus 9 abzuleiten (wir nehmen an, gaRk p(c;)] = 1) und um 11 aus 10
abzuleiten. An dieser Stelle wird das Regelschemaigpnfur v-Formeln auf 3 ange-
wendet, um 12 abzuleiten, wobei die universell quantifizi€@bjektvariable: durch
den Grundterna, ersetzt wird (was zeigt, daf3- undC,-Regelschemata in beliebiger
Reihenfolge angewendet werden konnen). Schliel3lich dasl Faser-Regelschema
auf 12 angewendet, um 13 abzuleiten, und das Regelschem@viim v-Formeln
wird angewendet, um 14 abzuleiten. Nun kann der linke Asfldégeaus abgeschlos-
sen werden, und zwar mit Hilfe des Erweiterungsregel-Setsefitr Astabschlul? des
Kalkuls Cy; denn er enthalt die komplementaren Atome 11 und 14. DuteeAst ist

in genau der gleichen Weise erweitert und geschlossen.

Seine volle Kraft entfaltet das Fasern, wenn der FasereBrieriert wird, um auSpr,;
undCy; einen KalkilCp,; , ¢, fur die volle modale Pradikatenloglk,, , i, zu konstru-
ieren; das ist moglich, weil die Kalkul€ ), C(1,(2,1)), - - - alle zum Fasern geeignet
sind. Als Beispiel benutzen Wit ; ), um dle Gultlgkelt der Formel’ =

(V2)(O(r(z) A s(z))) =[2G (S(=r(y) V =s(y))) A =(F2)(O(=r(2) V —s(2)))]

in Ly, g 2U beweisen; die Formél’ entsteht aus: wie folgt: das Atomp(z) wird
durchr(z) A s(x) ersetzt, und-p(y) und —p(z) werden durch-r(y) v —s(y) bzw.
—r(z) V —s(z) ersetzt. Die Konstruktion des Tableaus beginnt wie oberfigAb-
bildung 6.2). Wir betrachten nur den linken Ast (der recht Rann in der glei-
chen Weise geschlossen werden). Anstelle der Atome 10 umdhtbélt der Ast nun
10" =T:(*;1.1):(=r(c1) V —s(c1)) und 14" = T:(*; 1.1):(r(c1) A s(c1)). Die Erwei-
terung des Astes erfolgt wie in Abbildung 6.3 (um die Notatiu vereinfachen,

2 Um Negationen in PL1 und i zu unterscheiden, wird in modallogischen Formeln das Symbo
anstelle von- verwendet.
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1 Toem((Vz)(Op(z)) — [ﬂ(ﬂy)l(O—p(y)) A =(32)(O=p(2))])
2 Fux:(Va)(Op(x)) — [_‘(H?J)(l<>—p(y)) A =(32)(O—p(2))]
3 T:*:(V:r')(Dp(:r))

4 Fixm(3y)(O—p(y) A =(32)(O—p(2))

( s 27
5 F:x:—(3y) (O—p(y)) 6 Fox:=(Iy)(C—p(y))

) ) )
7 T:*:(Ely):(O—p Y)) 15 T:*:(Ey):(o—p(y))

(

8 T:#:0—p(eq) 16 T:x:O—p(cq)
9 T:(x; 1)::<>—p(cl) 17 T:(x; 1)::<>—p(01)
10 T:(x; 1.1):—p(cy) 18 T:(x; 1.1):—p(cy)
11 F:(*;l.ll):p(cl) 19 F:(x; 1.|1):p(01)

12 T:*:D|p(cl) 20 T:*:D|p(01)
13 T:(x; 1)|:Dp(c1) 21 T:(x; 1)|:Dp(01)
14 T:(x; 1.|1):p(cl) 22 T:(x; 1.|1):p(01)

L L

Abbildung 6.2: Ein Tableaubeweis fir die Gultigkeit der Forngel
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10 T:(x;1.1):=r(c1) V —s(cq)
14 T:(x; 1.1):7“|(01) A s(cr)
23 T:(x;1.1; *):lr(cl) A s(ep)

24 T:(x; 1.1|; *):1(cy)
25 T:(x; 1.1|; x):5(cq)
26 T:(x;1.1; *):—lr(cl) V —s(ep)

27 T:(#;1.1;%):—7(cy) 31 T:(*;1.1; %):—s(cq)
28 T:(x;1.1; >|1; 1):=r(ey) 32 T:(x; 1.1; >|1; 1):—s(eq)
29 F:(x; 1.1;|>i<; 1):r(eq) 33 F:(x; 1.1;|>i<; 1):s(cq)
30 T:(x; 1.1;|>i<; 1):r(eq) 34 T:(x; 1.1;|>i<; 1):s(cq)

L L

Abbildung 6.3: Die Fortsetzung des Tableaus fiit.

schreiben wir(x; 1; ) anstatt(x; (1; %)), usw.). Die Tableauformel4’ enthalt eine
PL1-Formel. Darum wird das Faser-Regelschema angewamu#®23 wird aus14’
abgeleitet; dies ist das Faser-Regelschema des Kalkiils ,), der wahrend der lte-
ration mitCpr,, gefasert wurde, urp;, (i pr;)) ZU konstruieren. Das Regelschema
von Cpr,; fur a-Formeln wird benutzt, um 24 und 25 aus 23 abzuleiten; dand 26
aus10’ abgeleitet, indem wieder das Faser-Regelschema angetwgimdeund das
Regelschema fups-Formeln wird angewendet, um 27 und 31 aus 26 abzuleiten. Das
Atom —p(c;) in 27 enthalt das modallogische und nicht das pradikatgsthe Ne-
gationszeichen. Also mul3 das Faser-Regelschema nochlengewendet werden,
um 28 abzuleiten, was dann erlaubt, die Formel 29 durch Adweg des Schemas fur
modallogische Negation abzuleiten. Die atomaren Tabteendin 24 und 29 kdnnen
nicht benutzt werden, um den Ast abzuschliel3en, denn ihm&idtangen sind ver-
schieden. Also wird das Faser-Regelschema ein letztesngahsendet, um 30 aus 24
abzuleiten. Dann wird der Ast abgeschlossen, und zwar damgendung des Sche-
mas fur den Astabschlufl? auf 29 und 30.



7 TheorieschlieBen

7.1 Einfiihrung

Theorieschliel3en ist eine wichtige Technik fur die Vedsang der Performanz von
automatischen Beweissystemen; sie ist aus dem Bereich lismrdmbeweisens in
Pradikatenlogik erster Stufe wohlbekannt. Das spez#isbfssen aus einem gegebe-
nen Bereich (einer Theorie) wird ausgenutzt, indem effieidethoden zur Dedukti-
on in diesem Bereich eingesetzt werden.

Fur das Automatische Beweisen in aus realen Anwendungemsénden Bereichen
ist das Theorieschliel3en besonders wichtig. Die Glei¢htinsiorie wird zum Bei-

spiel sehr haufig verwendet, aber die meisten Spezifikatioon Problemen realer
Anwendungen verwenden auch noch andere Theorien; algebeailrheorien in ma-
thematischen Problemen und Spezifikationen abstraktemDgten in der Software-
Verifikation, um nur einige zu nennen.

Der wegbereitenden Arbeit Stickels (1985) folgend, wurtiethoden des Theorie-
schliel3ens fur die verschiedensten Kalkiltypen besbkrn; dazu gehoren Resoluti-
on (Stickel, 1985; Policriti & Schwartz, 1995), Pfad-Regan (Murray & Rosen-
thal, 1987b), die Konnektionsmethode (Petermann, 1992riRann, 1993), Model-
lelimination (Baumgartner, 1992), Tableaukalkille marker Konnektionsbedingung
(Baumgartneet al,, 1992; Furbach, 1994) und die Matrixmethode (Murray & Resen
thal, 1987a).

Folgendes abstraktes Modell wird gewohnlich verwendet,ein automatisches De-
duktionssystem zu charakterisieren, dal’ eine KomponenteTheorieschliel3en hat:
Ein allgemeiner Vordergrund-Beweisdoieground reasongrruft einen speziellen
Hintergrund-Beweiserbackground reasongrauf, um Probleme aus einer bestimm-
ten Theorie zu behandeln. Im Falle des tableaubasiertear@imdeweisens ist der
Vordergrund-Beweiser ein Tableaukalkill (bzw. eine Impdatierung eines Tableau-
kalkuls), wahrend der Hintergrund-Beweiser ein bebeliAlgorithmus ist, der fur
eine gegebene Pramisse eine Konklusion oder eine Mengkmakiusionen berech-
net.

Dieses Modell pafit hervorragend in unseren allgemeinemBah Es ist nicht not-
wendig, eine neue Notation fur das Theorieschlie3en &itmzen oder Bedingungen
zu definieren, die die von einem Hintergrund-Beweiser bereten Konklusionen
erfullen mussen, damit der resultierende Kalkul fimeeTheori€7 und eine LogiKL
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korrekt und vollstandig ist (wie es gewdhnlich in der léeur Uber tableaubasiertes
TheorieschlieRen geschieht, siehe (Beckert, 1998a))tt &asen nehmen wir den
Standpunkt ein, daf} eine Theoffeein neues logisches Systei}- definiert. Die-
se Logik L+ hat die gleiche Syntax wie die urspriingliche Lodik aber Modelle
von L+ sind nur solche Modelle voh, die7 erfullen. Dann konnen alle Begriffe und
Methoden aus den vorangegangenen Kapiteln verwendet wmestiee die Notwen-
digkeit spezielle Versionen fur das TheorieschlieRenefingeren. Ein Hintergrund-
Beweiser ist dann eine Prozedur oder ein Algorithmus zued&erung von Konklu-
sionen, so dal} der entstehende Kalkil korrekt und volisgafur die Logik L7 ist.
Besondere Korrektheits- oder Vollstandigkeitskriteneiissen fur das Theorieschlie-
Ben nicht definiert werden, sondern die Techniken zum Naislewan Korrektheit
und Vollstandigkeit, die in Kapitel 3 beschrieben sindnkén benutzt werden. Auler-
dem lassen sich alle Methoden zur Verbesserung der Effigimez tableaubasierten
Beweisprozedur aus Kapiteln 4 und 5 anwenden, einschdle®erwendung starrer
und universeller Variablen.

Hintergrund-Beweiser sind fur viele verschiedene Thaoantworfen worden, beson-
ders filr das Gleichheitsbeweisen; éiberblick findet sich in (Baumgartnet al.,
1992; Furbach, 1994), fur die Mengentheorie in (Cantenal., 1989). Die Deduk-
tion in einzelnen Modellen, beispielsweise den natudicEahlen, wird in (Burckert,
1990) diskutiert.

7.2 Theorien

Wir definieren, dal3 jede erfullbare Menge von Formeln einedrie sei.

Definition 7.2.1 SeiL eine Logik; und set € Sig eine Signatur. Dann ist eine erfull-
bare Mengey (X) C Form(X) von Formeln eind’heorie

Das logische Systet ist identisch mif. mit der einzigen Abweichung, dal3 fur alle
Signaturert € Sig seine Menge\V (X)) von Modellen nur solche Modelle vdin(X)
enthalt, die7 (X) erfullen. O

In der Literatur wird haufig zusatzlich gefordert (nebesr &rfillbarkeit), dal’ eine
Theorie unter der logischen Konsequenzrelation abgess@osein muf3. Ohne diese
Einschrankung entfallt die Notwendigkeit, zwischenegifheorie und der Menge der
sie definierenden Axiome zu unterscheiden.

Definition 7.2.2 Eine TheorieT (X) ist (endlich) axiomatisierbgmwenn es eine (end-
liche) entscheidbare Mengk C Form(X) von Formeln (den Axiomen) gibt, so daf
folgendes gilt: ¢ € Form(X) ist genau dann in allen Modellen vdn, () erfullt,
wenng in allen Modellen vorL(X) erfullt ist, dieW erfullen. O
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Die meisten Theorien von praktischem Interesse sind axisiegbar. Ein Beispiel fur
eine nicht axiomatisierbare Theorie ist die Merigealler erfullbaren PL1-Formeln.
Wenn eine Theori§ axiomatisierbar ist, dann ist die Menge defin unerfullbaren

Formeln mit Hilfe eines Tableaukalkils fluraufzahlbar.

Beispiel 7.2.3Die in der Praxis wichtigste PL1-Theorie ist die Gleichk#ieorieT ..
Sie besteht aus den folgenden Axiomen:

(1) (Vx)(z =~ x) (Reflexivitat),

(2)

(Vzq) - (Vo) (Vyr) - - (Vyn) (e Ryt A e A R y) —
fxe, o) =~ f(yr, s Un))

fur alle Funktionssymbol¢ € F(¥), wobein = ax(f) (Monotonie fur Funkti-
onssymbole),

3)

(Vaq) - (V) (Vyr) - (V) (1 R yr Ao Ay R yy) —
(p(l‘la ce al‘n) — p(yla s ;yn)))
fur alle Pradikatensymbole € P(X), wobein = ax(p) (Monotonie fur Pradi-
katensymbole),

Symmetrie und Transitivitat vorr werden von Reflexivitat (1) und Monotonie fir
Pradikatensymbole (3) impliziert (man beachte, da@ P(X)). O

Beispiel 7.2.4Die PL1-Theorie7. partieller Ordnungen besteht aus den folgenden
Axiomen:

(1) (Vz)=(z < z) (Anti-Reflexivitat),
(2) (Vz)(Vy)(V2)((z < y) A (y < 2) = (x < 2)) (Transitivitat).

Die Theorie7_ ist endlich; im Gegensatz zur Gleichheitstheorie entbétkeine
Monotonie-Axiome. O

7.3 Beispiele fiir Hintergrund-Beweiser

Tabelle 7.1 enthalt Beispiele fur Konklusionen, die eorrkekter und vollstandiger
Hintergrund-Beweiser fir die Gleichheitsthedyie berechnen konnte; die Pramissen
und Konklusionen enthalten starre wie auch universell@aen.

Wie das folgende Beispiel illustriert, ist es im Zusammethanit Theorieschliel3en
besonders wichtig, die Technik der universellen Varialgiezusetzen.
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| Pramisse | Konklusionen |

{F:(a=a)} ({{L}} , id)

{F:(X ~a)} ({L}} X = a})

{F:(z~a)} ({L}} , id)

{T:p(a), F:p(b)} ({{F:(a=b)}} ,id)

{T:p(f(a), f(0), T:(f(X) = X)} | ({{T:p(a, f(b))}}, {X = a})
({T:p(f(a),0)}}, {X — b})

{p(f(a), f(b), f(x) =~ x} (H{T:pla,b)}} , id)

Tabelle 7.1: Beispiele fur Pramissen und Konklusionen unter Verwegdder
Gleichheitstheorie.

Beispiel 7.3.1Wir nehmen an, ein Tableauast enthalte die Gleichlinig(x) ~ x)
und die AtomeT:p(f(a), f(b)) und F:p(a,b). In diesem Fall kann die Konklusion
({{L}}, id) abgeleitet werden, und der Ast kann sofort geschlossenenerd

In einem Tableau mit starren Variablen dagegen, in dematinlicher) Ast die Glei-
chungT:(f(X) ~ X) anstelle vonT:(f(x) ~ x) enthalt, die nur die Ableitung der
moglichen Konklusionen

({T:(f(0) = 0)}},{X = a}) und ({{T:(f(a) = a)}}, {X = b})

gestattet, kann der Ast nicht (sofort) geschlossen werden. O

Beispiel 7.3.2Ein korrekter und vollstandiger Grund-Tableaukalkiii flas logische
SystemPL1x , das entsteht, wenn die Theorie partieller Ordnungen (B#ig.2.4)
zur Pradikatenlogik erster Stufe hinzugefugt wird, k&onstruiert werden, indem die
Erweiterungsregel des Grundkalkidls;,; aus Abschnitt 3.6 mit den beiden Erwei-
terungsregel-Schemata verstarkt wird, die in Tabelleda@estellt sind. Das heilt,
fur alle Pramissetil € TaubFormpr,(X*) ist £ (X)(II) die kleinste Menge, die die
folgenden moglichen Konklusionen enthalt:

— alle Konklusionen ir€py,; (X) (1),

— die Konklusion{{T:(t < #")}} fur alle Termet, " € Termp,;,(X*), so daR es For-
meln inTI T:(¢t < ¢') und T:(#' < ¢") gibt, wobeit' € Termp; ,(2*),

— die Konklusion{{ L }}, falls T:(¢ < t) € I fur einen Termt € Termd, ,(X*). O
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t<t t<t
t <t 1
t <t

furallet € Term%; (2*)
fur allet, ', " € Termd;,(X*)

Tabelle 7.2: Zusatzliche Erweiterungsregel-Schemata fiur die Tleepartieller
Ordnungen (Beispiel 7.3.2).
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A I L B ES c e g o

<

= =3

... but we need notions,
not notation.

— A. TARSKI, 1943

Bijektion der Menge der modalen Formeln in die Menge deamiatien
Zahlen, S. 58
a-Formel, S. 46

B-Formel, S. 46

0-Formel, S. 46

~v-Formel, S. 46

Menge von Markierungen, S. 54

v-Formel, S. 56

Komplement der Tableauformel Def. 3.2.1, S. 27
Tableauformel, S. 27

m-Formel, S. 56

Pramisse (endliche Menge von Tableauformeln), S. 33

Einschrankung einer Substitutienauf eine Mengé’ von Variablen,
Def. 2.2.4, S. 13
Komposition von Substitutiones undr, Def. 2.2.4, S. 13

Erweiterung einer Signatut, die freie Variablen einfuhrt, Def. 4.2.3, S. 93

Erweiterung einer Grund-Signatd, d. h., einer Signatur, die keine freien
Variablen einfuhrt, Def. 4.2.3, S. 93

Aquivalenzklasse der Markierungen, die mibis auf das Vorhandensein von
Klammerungen Ubereinstimmen, Def. 3.7.1, S. 53
Substitution, S. 13

Erweiterung der Signatut, S. 28

Signatur, S. 9

~immer‘-Operator in Modallogiken, S. 18
»~manchmal“-Operator in Modallogiken, S. 18
Konjunktion, S. 16

Implikation, S. 16

Negation, S. 16

209
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v Disjunktion, S. 16

3 Existentielle Quantifizierung, S. 16

v Universelle Quantifizierung, S. 16

lo] Lange einer Markierung, Def. 3.7.1, S. 53

<u Gewichtsordnung, Def. 5.3.1, S. 166

> Zuganglichkeitsrelation auf der Menge der Markierundeef. 3.7.3, S. 54

< Subsumtionsrelation auf Konklusionen mit starren VagabDef. 4.2.11,

<w g'ugZumtionsrelation auf Substitutionen, Def. 2.2.6, S. 14

= Beziehung zwischen Welten und Formeln, Def. 2.1.1, S. 9

C, k-Enthaltenseins-Relation, Def. 5.2.3, S. 157

N Durchschnitt auf der Metaebene, S. 22

M Durchschnitt auf der Objektebene, S. 22

U Vereinigung auf der Metaebene, S. 22

L Vereinigung auf der Objektebene, S. 22

\ Mengen-Differenz, S. 22

= Gleichheit auf der Metaebene, S. 21
Gleichheit auf der Objektebene, S. 21

€ Elementbeziehung auf der Metaebene, S. 21

E Elementbeziehung auf der Objektebene, S. 21

{}n Mengenkonstruktor auf der Objektebene, S. 22

C Teilmengenbeziehung auf der Objektebene, S. 21

C Teilmengenbeziehung auf der Metaebene, S. 21

0 leere Menge auf der Metaebene, S. 22

0 leere Menge auf der Objektebene, S. 22

Assoc(T,¢) Menge der mitp assoziierten Tableauformeln Def. 5.2.2, S. 156

Atom Menge aller atomaren Formeln (Atome) einer Logik, Def.2.8&. 9

B Tableauast, S. 27

CondLab(N) die Menge der bedingten Markierungen, die aus naturlictarien bestehen,
Def. 3.7.1, S. 53

C Konklusion, S. 30

C Tableaukalkil, S. 28

dom /(o) Definitionsbereich der Substitution Def. 2.2.4, S. 13

E Extension (endliche Menge von Tableauformeln), S. 30

& Erweiterungsregel, S. 30

F.G Formel, S. 9

5,6 Menge von Formeln, S. 9

Form(B)

Menge der Formeln auf einem TableauBstDef. 3.2.1, S. 27



Symbolverzeichnis 211

Form
0
Formpr,

Form"¢

fv

Sig

skogy

sko

sort

Menge einer Formeln einer Logik, Def. 2.1.1, S. 9
Menge aller geschlossenen PL1-Grundformeln (Satze), Defl, S. 16

Menge aller PL1-Grundformeln, die (moglicherweise) @bjariablen
enthalten, die nicht durch einen Quantor gebunden sind,D&fl, S. 16
deutet an, dal? es sich um eine Version mit freien VariableesaKalkils,
einer Signatur usw. handelt, S. 93

Faser-Funktion, Def. 6.2.1, S. 183

Vorzeichen (falsch), Def. 3.2.1, S. 27

die Menge aller Mengenterme Uk8rin einer MengdlI von
MLSS-Tableauformeln Ubét*, Def. 3.8.8, S. 75
die leere Substitution, Def. 2.2.4, S. 13

Menge der initialen Prafixe einer Markierung, Def. 3.7.15%

die Menge der Markierungen, die aus natirlichen Zahletehes, Def. 3.7.1,

S. 53
formale Sprache, S. 11

logisches System (Logik), S. 9
Modallogik L ohne binare Konnektive, S. 20
das logische System MLSSF, S. 22

das logische System MLSS, S. 22

deutet an, daf3 es sich um eine Version mit gemischt starenniversellen
Variablen eines Kalkills, einer Signatur, usw. handel93.
Menge aller Modelle einer Logik, Def. 2.1.1,S. 9

Modell, S. 9

naturlichen Zahlen, S. 53

Position in einer Markierung, die bedingt oder unbedingt &ann, S. 54
bedingte Position in einer Markierung, S. 53

Menge der natlrlichen Zahlen, S. 53

die Klasse aller Ordinalzahlen, Def. 2.6.4, S. 23

Pradikatenlogik erster Stufe, S. 15

Wertebereich einer Substitutian Def. 2.2.4, S. 13

deutet an, daR es sich um eine Version mit starren Varialhes &alkils,
einer Signatur usw. handelt, S. 93
Erreichbarkeitsrelation in Kripke-Rahmen, Def. 2.4.118.

Realisation einer Menge von MLSS-Tableauformeln, S. 77
Tableauregel, S. 28
Menge aller Signaturen einer Logik, Def. 2.1.1, S. 9

Funktion, die Formeln mit freien Variablen Skolem-Termeveist,
Def. 4.2.28, S. 107
Funktion, die Formeln Skolem-Terme zuweist, Def. 3.6.246.

Funktion, die den Termen ihre Sorte zuweist, Def. 2.2.11S. 1
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Subst Menge aller idempotenten Substitutionen einer Logik, Re£.4, S. 13
S Menge von Sorten, S. 11

TabForm Menge der Tableauformeln einer Logik, Def. 3.2.1, S. 27
TabInterp Menge der Tableauinterpretationen eines Kalkiils, Ddf23S. 37
TabTerm Menge der Terme in Tableauformeln, Def. 4.2.3, S. 93

Term! Menge aller (Nicht-Grund-)Terme einer Sprache, Def. 2.8.2.2

TermY; Menge aller PL1-Grundterme, die keine Objektvariablemaiteén, Def. 2.3.1,

Termp$ RQ’/I.elnGge aller PL1-Grundterme, die (moglicherweise) Objakablen
enthalten, Def. 2.3.1, S. 16

Term Menge aller (Grund-)Terme einer Sprache, Def. 2.2.1, S. 11

T eine bestimmte Menge von Konstanten, Def. 3.8.8, S. 75

T Vorzeichen (wahr), Def. 3.2.1, S. 27

T Tableau, S. 27

T Theorie, S. 196

T< Theorie partieller Ordnungen, S. 197

Te Gleichheitstheorie, S. 197

uv deutet an, dal? es sich um eine Version mit universellen Mariaeines
Kalkuls, einer Signatur usw. handelt, S. 93

val Auswertungsfunktion der Pradikatenlogik erster Stufef.R2.3.2, S. 17

Var Menge aller freien Variablen, Def. 2.2.2, S. 12

V,W Menge von freien Variablen, S. 13

P4 von-Neumann-Hierarchie von Mengen, Def. 2.6.4, S. 23

0% eine bestimmte Menge von Termen, Def. 3.8.8, S. 75

w? initiale Welt, Def. 2.1.1, S. 9

w Menge aller Welten eines Modells, Def. 2.1.1,S. 9

w Gewichtsfunktion, S. 166

XY, Z freie (starre) Variable, S. 12

T, Y, 2 Objektvariable, S. 12

T,Y, 2z freie (universelle) Variable, S. 12
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Die Nummern von Seiten, auf denen ein Begriff definiert wsohd fett gedruckt;
wenn ein ganzer Abschnitt der Diskussion eines Begriffs g@azepts gewidmet ist,
sind die Seitennummern dieses Abschnitts kursiv gesetzt.

A
Abschlu3regel, 30
analytisch31
semantisch44, 44-45
Antwort, die, 216
assoziiert,156
Ast, 27
Erfullbarkeit, 36
-erweiterung 30
geschlossenek?
atomare Formel (Atom®
Nicht-Grund-,12
Auswertungsfunktion] 7

B
Beweiskonfluenz30, 30
Breitensuche, 149

C
Constraint, 103

D
Definitionsbereich einer Substitution,
13

E
E-Unifikation, starre82
EigenschaftsieheKalkul, Eigenschaft
Erfullbarkeit, 10
Erreichbarkeitsrelatior,8
ErweiterungsregeB0, 30-31
invertierbar43, 43
mit starren Variabler4, 94-95
monoton bzgl. Substitutio®5, 95

213

-Schemata, 33, 96

F
fasern,181-194
Formel,9
a-, 46, 56
(-, 46, 56
v-, 46
)-, 46
v-, 56
-, 56
modallogisch, 18
PL1,16
freie Variable 93-94
freies Funktionssymbol, 22

G
geschlossener As29
geschlossenes Table&9
Gewichts-
funktion, 166
ordnung,166, 165-167
Gleichheitstheorie, 197
Grundversion98, 115
gutartig,32—34 96

H
heben (lifting),101-104
Herbrand-Struktur, 49
Hintikka-Menge
modal,59
mit bedingten Markierunge,6
PL1,49
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Index

I
invertierbar43, 43
Iterative deepening, 150

K
Kalkul, 28

mit freien Variablen93-94

mit gemischten Variablen,125—
129

mit starren Variabler@4, 91-111

Syntax,27-29

zum Fasern geeignet, 187

mit universellen Variabler, 12
Eigenschaft
analytisch31, 31
Beweiskonfluenz30, 30
gutartig,32, 32—34 96, 96
Korrektheit,38, 38
Korrektheit zusichernd38, 38—
39
Korrektheit zusichernd, stari],
105
monoton,32, 32
nicht-destruktiv29, 29
nicht-strukturell 32, 32
semantisch37-45
semantisch analytisch4, 44—45
starke \Vollstandigkeit42
Stetigkeit,35, 35
syntaktische29-35
\olistandigkeit,38, 38
Vollstandigkeit zusichernd40,
39-41
Volistandigkeit zusichernd, stark,
42, 41-43
fur K, 62-67
mit gemischten Variablen] 32—
136
mit starren Variablen]08-111
fur modale Pradikatenlogik]l 91—
194
fur Modallogiken, 52—-67
fur PL1,45-52
mit gemischten Variablen]29—
132
mit starren Variablen]05-108
grund,93
mit ErweiterungsregeB0-31, 94—
95

Konklusion, 30
mit starren Variabler94
Konnektivitat, 179
Korrektheit,38, 38
starke, der Erweiterung,1-43
zusichernde Eigenschafted8, 38—
39
Kripke-Rahmen18, 55

L

L-Interpretation58

Lemma, lokal140-144

logisches System (Logik}, 9-24
mit Termen,12
mit Termen und freien Variablen,

11-12

MLSS, 20-24
MLSSF,20-24
Modallogik, 17-20
Semantik9
Syntax,9

M
Markierung

aus naturlichen Zahlen bestehend,

53

bedingt,53

fur Modallogiken,53-55

gerechtfertigtb4

Position in,53

Sackgass&4

stark erzeugt, 54

zuganglichp4
Mengenstruktur23
Mengenterm22
MGU, sieheUnifikator, allgemeinster
MLS (mehrstufiger Syllogismus), 21
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MLSS (MLS mit einelementigen Men-

gen), 21
Formel,22

MLSSF (MLSS mit freien Funktionen),

21
Formel, 22
modale
Hintikka-Menge 59
mit bedingten Markierunge®6
Modallogik,17-20
modallogische
Axiome, 18
Formel, 18
Modell, 9
monoton,32

N

Nachfolgetableal28, 160
nicht-destruktiv29
nicht-strukturell 32

O
Objektvariable, 12, 16

P

permutierbar, 32

PL1,15-17
Formel,16
Hintikka-Menge 49
Satz,16
Struktur,17
Term,16

Pradikatenlogik erster StufelehePL1

Pramisse, 33
minimale,34

Pruning,145-146

R

Realisation/7
regular,161
Regularitat155-165

S
Schemata, 33, 96

Selektionsfunktionen, 179
semantisch analytisch4, 44—-45
semantisch&berschneidung, 140
Signatur9

Skolem

-Symbol, 10
-Term,46, 107
-Konstante/1

Skolemisierungl136-139
Sorte, 11

Sprache mit Termer,1
E-Unifikation, 82

starre Variable91-111
Stetigkeit,35
Substitution 13, 13-14

Einschrankung einef,3
Grund-,13
idempotentel3
Komposition von, 13
leere, 13

Subsumtion, 97

von Konklusionen mit starren Va-
riablen, 97
von Substitutionen, 14

T
Tableau27
-ast,27
-beweis, 29
erfullbar
mit gemischten Variableri,29

mit starren Variablen104
mit universellen Variablerl 24
Erfullbarkeit,36
-formel, 27
benutzt, 146
fur eine Formelmenge, 28
geschlossenef9
initiales, 28
-interpretation 36
Semantik 36-37

TableaukalkulsieheKalkiil
Teilterm,11
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Term,11-12 Z
Nicht-Grund-,12 Zweiundvierzig sieheAntwort, die
PL1,16
Theorie,196

partieller Ordnungen, 197
Theorieschlie3er],95-198
Tiefensuche, 149
TsID, 150,sieheTiefensuche

U
Unifikation, 14-15
Unifikator, 14
allgemeinster (MGU), 14
uv-, 127
vollstandige Menge vorl,5
unifizierbar,14
universelle Variable112-136
Universum einer PL1 Struktut,7
UV-Unifikator, 127

\
Variable
Belegung17
freie, 12
Objekt-, 12, 16
Umbenennung, 13
universell,112-136
Variante,13
\ersion

mit gemischten Variablen, 125

mit starren Variabler98

mit universellen Variablerl 15

Vervollstandigungsmodus, 150
voll expandiert40
\ollstandigkeit,38, 38

zusichernde Eigenschaftet), 39—

41
von-Neumann-Hierarchi®3

W
Welt, 9
initiale, 9

Wertebereich einer Substitution, 13



