Wahrheitstafel fur die logischen Operatoren

A B A | ANB|AVB|A—B|A+<—B
false | false || true | false | false true true
false | true || true | false | true true false
true | false || false | false | true | false false
true | true || false | true true true true
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Uniforme Notation

Konjunktive Formeln: Typ «

Disjunktive Formeln: Typ (3
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Uniforme Notation

Konjunktive Formeln: Typ «

s A
s ANB
» —(AV B)
» —(A — B)

Disjunktive Formeln: Typ (3

s —(A AN B)
» AV B
» A— B
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Uniforme Notation

Zuordnungsregeln Formeln / Unterformeln

(87 a1 (8 %))

ANB A B
—-(AVB) | =A —-B
—(A— B) A B

—1—A A A
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Uniforme Notation

Zuordnungsregeln Formeln / Unterformeln

a| o oy Bl B P2

ANB| A B —(AAB) | mA —B

-(AVB) | ~A —B AV B A B

—-(A—B)| A —B A—B|—-A B
——A A A
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Uniforme Notation: Beispiel der Anwendung

Alternative Art der Definition von val;

(
true falls wvali(cq) = true und valj(ay) = true

valj(a) = <
false sonst
\

)
true falls val{(B1) = true oder valj(3,;) = true
val{(B) = <

false sonst
\
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Uniforme Notation: Beispiel der Anwendung

Alternative Art der Definition von val;

true falls wvali(cq) = true und valj(ay) = true
valj(a) = <

false sonst
\

)
true falls val{(B1) = true oder valj(3,;) = true
val{(B) = <

false sonst
\

Umfaf3t Definition von val; fur alle Operatoren auBBer: 1,0, 4, <

Logik fur Informatiker, SS '06 — p.15



Modell einer Formel(menge)

Definition: Modell einer Formel

Modell / Interpretation I ist Modell einer Formel A € For0s, falls

val;(A) = true
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Modell einer Formel(menge)

Definition: Modell einer Formel

Modell / Interpretation I ist Modell einer Formel A € For0s, falls

val;(A) = true

Definition: Modell einer Formelmenge

Modell / Interpretation I ist Modell einer Formelmenge M C For0s, falls

valj(A) = true furalle A e M
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Zur Erinnerung: Logische Folgerbarkeit

Definition: Logische Folgerbarkeit

Formel A folgt logisch aus Formelmenge KB

gdw.

alle Modelle von KB sind auch Modell von A

KB

=
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Ein erster Kalkul: Wahrheitstafelmethode

Beispielformel

o = AVB KB = (AVCOA(BYV-0)

Uberprtfen ob KB |= «

A B C AVC |Bv—-C| KB Q
false | false | false
false | false true
false true false
false true true
true false | false
true | false true
true true | false
true true true
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Ein erster Kalkul: Wahrheitstafelmethode

Beispielformel
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true true true true
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Ein erster Kalkul: Wahrheitstafelmethode

Beispielformel

o = AV B

Uberprtfen ob KB |= «

KB = (AVC)NBYV-0)

A B C AVC |Bv—-C| KB
false | false | false | false true | false
false | false true true | false | false
false true false | false true false
false true true true true true
true false | false true true true
true | false true true | false | false
true true false true true true
true true true true true true
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Ein erster Kalkul: Wahrheitstafelmethode

Beispielformel

KB = (AVC)NBYV-0)

o = AV B

Uberprtfen ob KB |= «

A B C AVC |Bv—-C| KB Q
false | false | false | false true | false | false
false | false true true | false | false | false
false true false | false true false true
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Logische Aquivalenz

Definition: Logische Aquivalenz

Zwel Formeln sind logisch aquivalent,

wenn sie in den gleichen Modellen wahr sind, d.h.

a=0 and (O =a«
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Logische Aquivalenz

Definition: Logische Aquivalenz

Zwel Formeln sind logisch aquivalent,

wenn sie in den gleichen Modellen wahr sind, d.h.

a=0 and (O =a«
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Logische Aquivalenz

Definition: Logische Aquivalenz

Zwel Formeln sind logisch aquivalent,

wenn sie in den gleichen Modellen wahr sind, d.h.

a=0 and (O =a«

B

(81

(A—B) = (—B— A) (Kontraposition)
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Logische Aquivalenz

Substitutionstheorem

Wenn

s A=B

» (' ist das Ergebnis der Ersetzung einer Unterformel A in C durch B,

dann

c=C
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Logische Aquivalenz

Substitutionstheorem

» (' ist das Ergebnis der Ersetzung einer Unterformel A in C durch B,

dann

c=C
AVB = BVA
impliziert

(CAN(AVB)— D = (CABVA)—D
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Wichtige Aquivalenzen

e (ANB) = (BAA) Kommutativitat von A
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Wichtige Aquivalenzen

e (AN B) (BN A) Kommutativitat von A

e (AV B) (BV A) Kommutativitat von V
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Wichtige Aquivalenzen

e (AANB) = (BAA) Kommutativitat von A
e (AVB) = (BVA) Kommutativitat von V
e (AANB)ANC) = (AN(BNOQ)) Assoziativitat von A
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Wichtige Aquivalenzen

e (ANB) = (BAA)

e (AVB) = (BVA)

e (AANB)ANCQ)

e ((AVB)VO

(ANBAQ)

(AV(BV0)

Kommutativitat von A

Kommutativitat von V

Assoziativitat von A

Assoziativitat von V
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Wichtige Aquivalenzen

e (ANB) = (BAA)

e (AVB) = (BVA)

e (AANB)ACQO)
e ((AVB)VO

e (ANA) = A

(ANBAQ)

(AV(BV0)

Kommutativitat von A
Kommutativitat von V
Assoziativitat von A
Assoziativitat von V

l[dempotenz fur A
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Wichtige Aquivalenzen

e (AN B)

e (AVB) =

(BN A)

(BV A)

e (AANB)ANCQ)

e ((AVB)VO

o (AN A)

e (AV A)

A

A

(ANBAQ)

(AV(BV0)

Kommutativitat von A
Kommutativitat von V
Assoziativitat von A
Assoziativitat von V
l[dempotenz fur A

ldempotenz fur V

Logik fir Informatiker, SS '06 - p.21



Wichtige Aquivalenzen

e (ANB) =

e (AV B) =

(BN A)

(BV A)

e (AANB)ANCQ)

e ((AVB)VO

o (ANA) =
o (AVA) =

o A=A

A

A

(ANBAQ)

(AV(BV0)

Kommutativitat von A
Kommutativitat von V
Assoziativitat von A
Assoziativitat von V
l[dempotenz fur A
ldempotenz fur V

Doppelnegation
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Wichtige Aquivalenzen

e (ANB) =

e (AV B) =

(BN A)

(BV A)

e (AANB)ANCQ)

e ((AVB)VO

o (ANA) =
o (AVA) =

o A=A

A

A

(ANBAQ)

(AV(BV0)

e (A— B) = (B — —A)

Kommutativitat von A
Kommutativitat von V
Assoziativitat von A
Assoziativitat von V
l[dempotenz fur A
ldempotenz fur V
Doppelnegation

Kontraposition
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Wichtige Aquivalenzen

e (A— B) = (0AVB) Elimination Implikation
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Wichtige Aquivalenzen

e (A — B) (—AV B) Elimination Implikation

e (A~ B) ((A— B)A(B— A) Elimination Aquivalenz
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Wichtige Aquivalenzen

e (A— B) = (0AVB) Elimination Implikation
e (A~ B) = (A— B)A(B — A) Elimination Aquivalenz

e "(AANB) = (-AV —B) de Morgans Regeln
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Wichtige Aquivalenzen

e (A— B) = (0AVB) Elimination Implikation
e A—B) = ((A—B)A(B — A) Elimination Aquivalenz
e "(ANB) = (—AV —B) de Morgans Regeln
e (AVB) = (wAAN—-B) de Morgans Regeln
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Wichtige Aquivalenzen

e (A— B) = (0AVB) Elimination Implikation
e A—B) = ((A—B)A(B — A) Elimination Aquivalenz
e "(ANB) = (—AV —B) de Morgans Regeln
e (AVB) = (wAAN—-B) de Morgans Regeln

e (ANBVC(C) = (AAB)V (A NC) Distributivitat von A Uber V
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Wichtige Aquivalenzen

e (A— B) = (0AVB) Elimination Implikation
e A—B) = ((A—B)A(B — A) Elimination Aquivalenz
e "(ANB) = (—AV —B) de Morgans Regeln
e (AVB) = (wAAN—-B) de Morgans Regeln

e ANBVC(C) = ((AANB)V(AACQC) Distributivitat von A Uber V

e (AV (BAOQ)) ((AV B) A(AV C)) Distributivitat von V Uber A
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Wichtige Aquivalenzen (zusammengefasst)

(AN B)
(AV B)
((AANB)AC)
((AV B)V C)
(AN A)
(AV A)
—1—A

(A — B)

(A — B)

(A <— B)
—(A A B)
—(A V B)
(AN (BVQ0)
(AV (BAQ))

(B A A)

(B V A)

(AN (BACQ)
(AV (BV Q)

A

A

A

(=B — —A)
(—A V B)
((A— B) A (B — A))
(-AV —B)

(-A N = B)
((AAB)V(AAQ))
(AVB)AAVQ))

Kommutativitat von A
Kommutativitat von V
Assoziativitat von A
Assoziativitat von V
ldempotenz fur A
l[dempotenz fur V
Doppelnegation
Kontraposition

Elimination Implikation
Elimination Aquivalenz

de Morgans Regeln

de Morgans Regeln
Distributivitat von A Uber V
Distributivitat von V Uber A
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Wichtige Aquivalenzen mit 1 und 0

e (ANDA) =0

Logik fur Informatiker, SS '06 — p.24



Wichtige Aquivalenzen mit 1 und 0

o (AN —A)

]
o

o (AV —A) = Tertium non datur

|
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Wichtige Aquivalenzen mit 1 und 0

e (AN—-A) =0
o (AV-A) =1 Tertium non datur

o (AN]1) = A

Logik fur Informatiker, SS '06 — p.24



Wichtige Aquivalenzen mit 1 und 0

o (AN —A)

]
o

o (AV —A) = Tertium non datur

|

e (AN1)

I
N

e (AND) =

|
o
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Wichtige Aquivalenzen mit 1 und 0

o (AN —A)

]
o

o (AV —A) = Tertium non datur

|

e (AN1)

I
N

e (AND) =

|
o

e (AV1 =

|
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Ein zweiter Kalkll: Logische Umformung

Definition: Aquivalenzumformung

# (Wiederholte) Ersetzung einer (Unter-)Formel durch
aguivalente Formel

#» Anwendung des Substitutionstheorems
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Ein zweiter Kalkll: Logische Umformung

Definition: Aquivalenzumformung

# (Wiederholte) Ersetzung einer (Unter-)Formel durch
aguivalente Formel

#» Anwendung des Substitutionstheorems

Aquivalenzumformung bildet mit den aufgelisteten
wichtigen Aquivalenzen einen vollstandigen Kalkul:

Wenn A, B logisch aquivalent sind, kann A in B umgeformt werden
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Allgemeingultigkeit

Definition: Allgemeingultigkeit

Eine Formel ist allgemeingultig, wenn sie in allen Modellen wahr ist
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Allgemeingultigkeit

Definition: Allgemeingultigkeit

Eine Formel ist allgemeingultig, wenn sie in allen Modellen wahr ist

= A
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Allgemeingultigkeit

Definition: Allgemeingultigkeit

Eine Formel ist allgemeingultig, wenn sie in allen Modellen wahr ist

Notation

— A
» AV A
s A— A
s AN(A — B) — B
s 1
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Deduktionstheorem

Deduktionstheorem

KB — A gdw. KB — A istallgemeinglltig

(verbindet logische Folgerbarkeit und Allgemeingultigkeit)
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Deduktionstheorem

Deduktionstheorem

KB — A gdw. KB — A istallgemeinglltig

(verbindet logische Folgerbarkeit und Allgemeingultigkeit)

Folgerungen

s MU{A}=B gdw. M|=A — B

# A, B sind logisch aquivalent gdw. A < B ist allgemeinglltig
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Erfullbarkeit

Definition: Erfullbarkeit

Eine Formel ist erfullbar, wenn sie ein Modell hat
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Erfullbarkeit

Definition: Erfullbarkeit

Eine Formel ist erfullbar, wenn sie ein Modell hat

» AVB
s A
s AN(A— B)
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Unerfullbarkeit

Definition: Unerfullbarkeit

Eine Formel ist unerfullbar, wenn sie in keinem Modell wahr ist, d.h.,

nicht erfullbar ist
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Unerfullbarkeit

Definition: Unerfullbarkeit

Eine Formel ist unerfullbar, wenn sie in keinem Modell wahr ist, d.h.,

nicht erfullbar ist

» ANA
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Allgemeingultigkeit / Ableitbarkeit / Unerfullbarkeit

A ist allgemeingultig gdw. —A ist unerfullbar

(verbindet Allgemeingultigkeit und Unerfullbarkeit)
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Allgemeingultigkeit / Ableitbarkeit / Unerfullbarkeit

A ist allgemeingultig gdw. —A ist unerfullbar

(verbindet Allgemeingultigkeit und Unerfullbarkeit)

KB=A gdw. (KB N\ —A) istunerfillbar

(verbindet logische Ableitbarkeit und Unerfullbarkeit)
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Verbindung der Eigenschaften

Aus den Theoremen folgt

# Logische Folgerbarkeit
» Allgemeingultigkeit

o Unerfullbarkeit

sind verbunden.

Kalkul far eine dieser Eigenschaften genutgt
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